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Aufgabe 1 8 Punkte
Seien a,b, c € R3.

a) Zeigen Sie:
ax (bxc)={a,c)b—(a,b)c (Grassmann-Identitét)

ax(bxec)+bx(cxa)+ex(axb)=0 (Jacobi-Identitét)

b) Bezeichne mit (a, b, c) die 3 x 3- Matrix mit Spalten a, b, c.
Zeigen Sie: det(a,b,c) = (a X b,c).

¢) Zeigen Sie die folgende Verschiarfung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

(a,0)* + fla x b]|* = [|a]/*b]|*.

d) Sei 6, der Winkel zwischen a und b, gegeben durch

mw>>
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Zeigen Sie, dass ||a x b|| = ||a]| ||b]| sinf,p und dass, falls a,b linear unabhéngig sind,
la x b|| die Flache des Parallelogramms ist, das in der Ebene Ra + Rb von a und b
aufgespannt wird.

e) Seien a,b linear unabhingig und p,q € R3. Sei
E(p;a,b) :=p+Ra+ Rb

die 2-dimensionale affine Ebene durch p, die parallel zu Ra + Rb ist. Zeigen Sie, dass
der Abstand des Punkts ¢ von E(p;a,b) ist

|(a x b,q — p)|
E)y=1\"~"54 P/

f) Seien a, b, ¢ linear unabhéngig. Definiere das Volumen des Parallelotops P(a, b, c) als
das Produkt der Grundfléche von P(a,b,c) in der Ebene Ra + Rb mit der Hohe durch
c. Zeigen Sie, dass

vol P(a,b,c) = |{a x b,c)| = |det(a,b,c)|.

Bitte wenden!



Aufgabe 2 4 Punkte

a) Sei w = fdx + gdy € Q'(R?) eine geschlossene 1-Form auf R?. Bestimmen Sie die
Losungsmenge der Gleichung da = w, wobei o € C*°(IR2).

b) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung dn = y dz A dy, wobei n € Q'(R?).
c) Sei w € QY(IR?\ {0}) die 1-Form

_ xdy—ydx
x2S

Beweisen Sie, daR w geschlossen aber nicht exakt auf R? \ {0} ist. Geben Sie eine
(moglichst groke) offene Teilmenge U C R? \ {0} an, auf der w exakt ist.

Zusatzaufgabe “+4 Punkte
Das Mébiusband M C R3 ist definiert als Bild der Funktion

f:(=1,1) xR — R3, f(t,9) = (260519+tcosgcosﬂﬂsinﬁ—i—tcosgsinﬁ,tsing) )

Zeigen Sie, dafs M nicht orientierbar ist.



