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Aufgabe 1 4 Punkte
Seien U ⊂ R2 offen, f ∈ C2(U,R) und P : R+×R 3 (r, φ) 7→ (r cosφ, r sinφ) ∈ R2 die
Polarkoordinatenabbildung.

a) Zeigen Sie, dass für F := f ◦ P ∈ C2(P−1(U),R) gilt:(
∂2

∂r2
F +

1

r2
· ∂

2

∂φ2
F +

1

r
· ∂
∂r
F

)
(r, φ) =

(
∆f
)
(P (r, φ)) .

b) Zeigen Sie ∆(log ‖x‖2) = 0 für alle x ∈ R2 \ {0}, wobei ‖x‖2 =
√
〈x, x〉, und

∆(Re zk) = ∆(Im zk) = 0 für alle z = x1 + ix2 ∈ C, k ∈ N.

Lösung:

∂

∂r
f(r cosφ, r sinφ) =

∂f

∂x
(r cosφ, r sinφ) cosϕ+

∂f

∂y
(r cosφ, r sinφ) sinϕ

∂2

∂r2
f(r cosφ, r sinφ) =

∂2f

∂x2
(r cosφ, r sinφ) cos2 φ+ 2

∂2f

∂x∂y
(r cosφ, r sinφ) sinφ cosφ

+
∂2f

∂y2
(r cosφ, r sinφ) sin2 φ

1

r2
∂

∂φ2
f(r cosφ, r sinφ) =

1

r2
∂

∂φ

[
−∂f
∂x

(r cosφ, r sinφ)r sinφ+
∂f

∂y
(r cosφ, r sinφ)r cosφ

]
=

1

r2

[
∂2f

∂x2
(r cosφ, r sinφ)r2 sin2 φ− ∂f

∂x
(r cosφ, r sinφ)r cosφ

− 2
∂2f

∂x∂y
(r cosφ, r sinφ)r2 sinφ cosφ− ∂f

∂y
(r cosφ, r sinφ)r sinφ

+
∂2f

∂y2
(r cosφ, r sinφ)r2 cos2 φ

]

=
∂2f

∂x2
(r cosφ, r sinφ) sin2 φ− 2

∂2f

∂x∂y
(r cosφ, r sinφ) sinφ cosφ

+
∂2f

∂y2
(r cosφ, r sinφ) cos2 φ

− 1

r

[
∂f

∂x
(r cosφ, r sinφ) cosφ+

∂f

∂y
(r cosφ, r sinφ) sinφ

]

Zusammengefasst erhält man(
∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂φ2
+

∂

∂r

)
(f(r cosφ, r sinφ)) =

((
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f

)
(r cosφ, r sinφ)
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Zu b): ∆(log ‖x‖2) = 0: Mit f = log
√
x2 + y2 folgt

F (r, φ) = f(r cosφ, r sinφ) = log

√
r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ

r>0
= log r.

Damit folgt nach a)

(∆f)(r cosφ, r sinφ) =
∂2 log r

∂r2
+

1

r2
∂2 log r

∂φ2
+

1

r

∂ log r

∂r
= − 1

r2
+ 0 +

1

r

1

r
= 0

∆(Re zk) = 0:

f(x, y) = Re(x+ iy)k

F (r, φ) = Re(r cosφ+ i sinφ)k = Re
(
reiφ

)k
= Re

(
rkeikφ

)
= Re

(
rk cos(kφ) + irk sin(kφ)

)
= rk cos(kφ)

(∆f)(r cosφ, r sinφ) =
∂2rk cos(kφ)

∂r2
+

1

r2
∂2rk cos(kφ)

∂φ2
+

1

r

∂rk cos(kφ)

∂r

= k(k − 1)rk−2 cos(kφ)− 1

r2
rk cos(kφ)k2 +

1

r
krk−1 cos(kφ)

= (k2 − k − k2 + k)rk−2 cos(kφ) = 0

∆(Im zk) = 0: Die Rechnungen sind fast identisch zu denen beim Realteil:

f(x, y) = Im(x+ iy)k

F (r, φ) = rk sin(kφ)

(∆f)(r cosφ, r sinφ) =
∂2rk sin(kφ)

∂r2
+

1

r2
∂2rk sin(kφ)

∂φ2
+

1

r

∂rk sin(kφ)

∂r

= k(k − 1)rk−2 sin(kφ)− 1

r2
rk sin(kφ)k2 +

1

r
krk−1 sin(kφ) = 0

Aufgabe 2 4 Punkte
Sei γ : [a, b] −→ R2 r {0} eine glatte Kurve.

a) Zeigen Sie, dass es glatte Funktionen r, ϑ : [a, b] −→ R gibt, mit

γ(t) = (r(t) cosϑ(t), r(t) sinϑ(t)) .

Anleitung:
Sei r(t) = ‖γ(t)‖. Wähle ϑa ∈ R mit γ(a) = (r(a) cosϑa, r(a) sinϑa) und definiere

ϑ(t) = ϑa +

∫ t

a

−y(s)x′(s) + x(s)y′(s)

r(s)2
ds .
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b) Zeigen Sie, dass ϑ(b)− ϑ(a) =
∫
γ ω, wobei ω die Windungsform ist. Die Zahl

W (γ, 0) =
1

2π

∫
γ
ω

heißt die Windungszahl von γ um 0.

c) Zeigen Sie, dass W (γ, 0) ∈ Z, wenn γ geschlossen ist (γ(a) = γ(b)).

d) Berechnen Sie W (γ, 0) für γ : [0, 1] −→ R2, γ(t) =
(

cos(2nπt), sin(2nπt)
)
.

Lösung:
Zu a): Sei γ(t) = (x(t), y(t)). Setze wie im Tipp r(t) =

√
x(t)2 + y(t)2 und

ϑ(t) = ϑa +

∫ t

a

−y(s)x′(s) + x(s)y′(s)

r(s)2
ds = ϑa +

∫ t

a
γ∗(ω) = ϑa +

∫
γ|[a,t]

ω,

wobei ϑa ein Argument von

γ(a) = (r(a) cosϑa, r(a) sinϑa) = r(a)eiϑa

ist und
ω =

−ydx+ xdy

x2 + y2
.

Da γ(t) 6= 0, ∀t, ist r ∈ C∞([a, b], (0,∞)) und ϑ ∈ C∞([a, b],R). Es bleibt zu zeigen, dass
γ(t) = r(t)eiϑ(t), das heißt ϑ(t) ist ein Argument von γ(t). Sei t ∈ [a, b] fest. Betrachte
eine offene Überdeckung U1, . . . , Um

1 von γ([a, t]) mit sternförmigen Mengen und sei
a = t0 < t1 < . . . < tm = t so dass γ(a) ∈ U1, γ(t1) ∈ U1 ∩ U2, ..., γ(tm−1) ∈ Um−1 ∩ Um,
γ(t) ∈ Um. Seien arg1, . . . , argm Zweige des Arguments definiert in U1, . . . , Um. Dann gilt
d(argj) = ω und∫

γ|[tj−1,tj ]

ω =

∫
γ|[tj−1,tj ]

d(argj) = argj(γ(tj))− argj(γ(tj−1)).

Damit folgt ∫
γ|[a,t]

ω =

∫
γ|[t0,t1]

ω + . . .+

∫
γ|[tm−1,tm]

ω

= − arg1 γ(a) + [arg1 γ(t1)− arg2 γ(t1)]︸ ︷︷ ︸
∈2πZ

+ . . .

. . .+
[
argm−1 γ(tm−1)− argm γ(tm−1)

]︸ ︷︷ ︸
∈2πZ

+ argm γ(t)

⇒ arg1γ(a) +

∫
γ|[a,t]

ω ∈ argm γ(t) + 2πZ = Argγ(t)

1Wegen der Kompaktheit von [a, b] kann diese immer endlich gewählt werden.
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Zu b): ∫
γ
ω :=

∫ b

a
γ∗ω

a)
= ϑ(b)− ϑ(a)

Zu c): γ(a) = γ(b) ⇒ r(a) = r(b) und eiϑ(a) = eiϑ(b), das heißt ϑ(b) − ϑ(a) ∈ 2πZ. Es
folgt

W (γ, 0) =
1

2π
(ϑ(b)− ϑ(a) ∈ Z.

Zu d):

W (γ, 0) =
1

2π

∫ 1

0
γ∗ω =

1

2π

∫ 1

0

−γ2(t)γ′1(t) + γ1(t)γ
′
2(t)

γ1(t)2 + γ2(t)2
dt

=
1

2π

∫ 1

0

− sin(2nπt)[− sin(2nπt)2nπ] + cos(2nπt) cos(2nπt)2nπ

cos2(2nπt) + sin2(2nπt)
dt

=
1

2π

∫ 1

0

sin2(2nπt) + cos2(2nπt)

1
2πndt =

1

2π
2nπ

∫ 1

0
dt = n

Aufgabe 3 4 Punkte
Sei B(Rn) die σ-Algebra der Borelmengen des Rn. F(Rn) bezeichne die abgeschlossenen
Mengen der Rn, K(Rn) die kompakten Mengen des Rn und Qn die Menge der Quader
im Rn. Beweisen Sie, dass B(Rn) = Aσ(F(Rn)) = Aσ(K(Rn)) = Aσ(Qn).

Lösung:
Vorbemerkung: Sei A eine σ-Algebra, E ⊂ P(X) mit E ⊂ A. Dann gilt Aσ(E) ⊂ A.

B(Rn) := Aσ(O(Rn)) = Aσ(F(Rn)): „⊂“: Sei U ∈ O(Rn), dann ist Rn\U ∈ F(Rn) und
U = Rn\(Rn\U) ∈ Aσ(F(Rn)) ⇒ O(Rn) ⊂ Aσ(F(Rn)) ⇒ Aσ(O(Rn)) ⊂ Aσ(F(Rn)).
„⊃“: F ⊂ F(Rn) ⇒ Rn\F ∈ O(Rn) ⇒ F = Rn\(Rn\F ) ∈ Aσ(O(Rn)) ⇒ F(Rn) ⊂
Aσ(O(Rn)) ⇒ Aσ(F(Rn)) ⊂ Aσ(O(Rn)).

Aσ(F(Rn)) = Aσ(K(Rn)): Die Inklusion „⊃“ ist klar, da in Rn jede kompakte Menge
abgeschlossen ist.
„⊂“: F ∈ F(Rn) ⇒ Fn := F ∩ Bn(0) ist kompakt und F =

⋃
n Fn ∈ Aσ(K(Rn))

⇒ F(Rn) ⊂ Aσ(K(Rn)) ⇒ Aσ(F(Rn)) ⊂ Aσ(K(Rn)).

Aσ(O(Rn)) = Aσ(Qn): „⊂“: Sei Q′n das System von halboffenen Quadern der Form
[a1, b1) × · · · × [an, bn). Sei U ∈ O(Rn). In der Vorlesung wurde gezeigt, dass U eine
abzählbare Vereinigung von halboffenen Quadern aus Q′n ist. ⇒ O(Rn) ⊂ Aσ(Q′n) ⊂
Aσ(Qn) ⇒ Aσ(O(Rn)) ⊂ Aσ(Q′n) ⊂ Aσ(Qn).
„⊃“: Jedes Intervall in R ist eine abzählbarer Durchschnitt von offenen Intervallen, also
ist jeder Quader in Rn ein abzählbarer Durchschnitt von offenen Quadern. ⇒ Qn ⊂
Aσ(O(Rn)) ⇒ Aσ(Qn) ⊂ Aσ(O(Rn)).

Bitte wenden!
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Zusatzaufgabe +4 Punkte
Sei (X,A, µ) ein Maßraum und

Aµ := {E ⊂ X | ∃A ∈ A, ∃N ⊂ N0 ∈ A mit µ(N0) = 0, so daß E = A ∪N } (∗)

Zeigen Sie:

a) Die Abbildung µ : Aµ → [0,∞], µ(E) := µ(A), mit E = A ∪ N wie in (∗) ist
wohldefiniert.

b) E ∈ Aµ ⇐⇒ ∃E1, E2 ∈ A mit E1 ⊂ E ⊂ E2 und µ(E2 \ E1) = 0.

Lösung:
Zu a): Sei E = A ∪N = A′ ∪N ′ mit A,A′ ∈ A, N ⊂ N0 ∈ A0, N ′ ⊂ N ′0 ∈ A0, wobei
A0 das Mengensystem der µ-Nullmengen bezeichne. Dann folgt

A ∪ (N0 ∪N ′0) = A ∪N ∪ (N0 ∪N ′0) = E ∪N0 ∪N ′0 = A′ ∪N ′ ∪N0 ∪N ′0 = A′ ∪ (N0 ∪N ′0)

und somit

µ(A) ≤ µ(A ∪N0 ∪N ′0) = µ(A′ ∪N0 ∪N ′0) ≤ µ(A′) + µ(N0) + µ(N ′0) = µ(A′)

und umgekehrt, also µ(A) = µ(A′).

Zu b): „⇒“: Sei E = A ∪N mit A ∈ A, N ⊂ N0 ∈ A0. Dann setzen wir

E1 := A ⊂ A ∪N = E ⊂ A ∪N0 =: E2.

Offensichtlich ist E1, E2 ∈ A und µ(E2\E1) = µ(N0\A) ≤ µ(N0) = 0.

„⇐“: Seien E1, E2 ∈ A mit E1 ⊂ E ⊂ E2 und µ(E2\E1) = 0. Dann ist

E = E1 ∪ [(E2\E1) ∩ E]︸ ︷︷ ︸
=:N

.

E1 ∈ A und N ⊂ E2\E1 ∈ A0, das heißt E ∈ Aµ.
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