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Aufgabe 1 4 Punkte
Seien U C R? offen, f € C*(U,R) und P: Ry x R 3 (r,¢) + (rcos¢,rsin¢) € R? die
Polarkoordinatenabbildung.

a) Zeigen Sie, dass fiir F:= fo P € C?(P~1(U),R) gilt:
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b) Zeigen Sie A(log||z|2) = 0 fiir alle x € R? \ {0}, wobei ||z|lz = /(z,z), und
A(Rez¥) = A(Im 2¥) = 0 fiir alle z = 21 +izo € C, k € N.

Losung:
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Zusammengefasst erhilt man
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Zu b): A(log||z|l2) = 0: Mit f =log+/x? + y? folgt

F(r,¢) = f(rcos¢,rsin ¢) = log /72 cos? ¢ + r2sin? ¢ r=0 log 7.
Damit folgt nach a)
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(Af)(rcos ¢, rsin @) =
ARezt) =0:
f(z,y) = Re(z + iy)"
Nk ,
F(r,¢) = Re(rcos ¢ + isin ¢)F = Re <7,ez¢> — Re (T,kezlﬂﬁ)

= Re (rk cos(ke) + ir® sin(k:gb)) = 7k cos(ko)
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A(Im 2¥) = 0: Die Rechnungen sind fast identisch zu denen beim Realteil:

f(z,y) = Im(z + iy)*
F(Ta Qb) = Tk Sln(k}gb)
(AF)(rcos ¢, rsing) = ;71;1( }) ‘5 ras:;( ) 1 r sg;( )
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= k(k — 1)r* 2 sin(k¢) — r—gr’f sin(k@)k? + ;kr”‘_l sin(k¢) = 0

Aufgabe 2 4 Punkte
Sei v : [a,b] — R? \ {0} eine glatte Kurve.

a) Zeigen Sie, dass es glatte Funktionen r,9 : [a,b] — R gibt, mit

~v(t) = (r(t) cosI(t), r(t) sind(t)) .

Anleitung:
Sei r(t) = ||y(¢)||. Wahle ¥, € R mit y(a) = (r(a) cos Jq, r(a)sind,) und definiere

o) =0, [ M




b) Zeigen Sie, dass ¥(b) — ¥(a) = f7 w, wobei w die Windungsform ist. Die Zahl

W(V,O)zl/vw

2m
heifst die Windungszahl von v um 0.
c) Zeigen Sie, dass W (v,0) € Z, wenn v geschlossen ist (y(a) = v(b)).
d) Berechnen Sie W (v,0) fiir v : [0, 1] — R?, v(t) = ( cos(2nnt), sin(2nt)) .

Losung:
Zu a): Sei y(t) = (z(t),y(t)). Setze wie im Tipp r(t) = /z(t)? + y(t)? und

I(t) = Fq + /t —y(s)2'(s) + 2(5)y'(s) ds =9, + /t Y (w) =V + /| w,
a a Va1

r(s)?
wobei ¥, ein Argument von
v(a) = (r(a) cos Vg, r(a)sindy) = r(a)e'’a

ist und
_ —ydzx + xdy

w=— 5 T
Da ~v(t) # 0, Vt, ist r € C*([a, b], (0,00)) und ¥ € C*([a, b], R). Es bleibt zu zeigen, dass
v(t) = 7(t)e?® | das heifit () ist ein Argument von (t). Sei t € [a, b] fest. Betrachte
eine offene Uberdeckung Uy, ..., Uy, von v([a,t]) mit sternférmigen Mengen und sei
a=ty <ty <...<tp=tsodassy(a) €Uy, y(t1) € U1 NUs, ..., YV(tm-1) € Up—1 N Up,
v(t) € Up,. Seien argy,...,arg,, Zweige des Arguments definiert in Uy, ..., Uy,. Dann gilt
d(arg;) = w und

/

Damit folgt
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w= / d(arg,) = arg;(1(t;)) — arg; (1(t;1)).
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= arg;v(a) + / w € arg,, Y(t) + 2nZ = Argy(t)
Yia,g

"Wegen der Kompaktheit von [a, b] kann diese immer endlich gewihlt werden.
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Zu c): v(a) = v(b) = r(a) = r(b) und (@ = ") das heikt 9(b) — ¥(a) € 27%Z. Es
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Aufgabe 3 4 Punkte
Sei B(R"™) die o-Algebra der Borelmengen des R"™. F(IR™) bezeichne die abgeschlossenen
Mengen der R", IL(R"™) die kompakten Mengen des R™ und Q,, die Menge der Quader
im R". Beweisen Sie, dass B(R") = A, (F(R")) = A,(K(R")) = A;(Qn).

Losung:
Vorbemerkung: Sei A eine o-Algebra, & C P(X) mit £ C A. Dann gilt A,(€) C A.

B(R”) = A, (O(R™)) = A, (F(R")): ,C* Sei U € O(R™), dann ist R"\U € F(R") und

=R"\(R"\U) € A;(F(R")) = O(R") C A:(F(R")) = A;(O(R")) C Ax(F(R")).
,,3“ F C F(R") = R\F € O(R") = F = R"\(R"\F) € A, (O(R") = F(R") C
Az (OR")) = A (F(R"™)) C A, (O(R"™)).

As(F(R™)) = A;(K(R™)): Die Inklusion ,, D ist klar, da in R™ jede kompakte Menge
abgeschlossen ist.

,C% F € F(R") = F, := FnN B,(0) 1st kompakt und F = |J, F, € A, (K(R"™))
= F(R") C A (K(R")) = As(F(R")) C Ay (K(R™)).

A (O(R")) = Ay (Qn): ,,C* Sei Q) das System von halboffenen Quadern der Form
[a1,b1) X -+ X [an,by). Sei U € O(R"). In der Vorlesung wurde gezeigt, dass U eine
abzéhlbare Vereinigung von halboffenen Quadern aus Q), ist. = O(R"™) C A,(Q),) C
Az (Qn) = A-(O(R")) C As(Qp) C Ags(Qn).

, D% Jedes Intervall in R ist eine abzdhlbarer Durchschnitt von offenen Intervallen, also
ist jeder Quader in R™ ein abzéhlbarer Durchschnitt von offenen Quadern. = 9, C

Ao (O(R™) = A, (Qn) C As(O(RM)).

Bitte wenden!



Zusatzaufgabe +4 Punkte
Sei (X, A, p) ein Mafraum und

AV :={ECX|3JA€ A IN C Nyp€ A mit u(Ng) =0, sodah E=AUN} (%)

Zeigen Sie:

a) Die Abbildung @ : A* — [0,00], G(E) := p(A), mit E = AU N wie in (%) ist
wohldefiniert.

b) EFeA* <— dFE,Fy € Amit By C E C E5 und ILL(EQ\El):O
Losung:

Zu a): Seit E=AUN =AUN" mit A,A € A, N C Ny € Ay, N' C N} € Ay, wobei
Ay das Mengensystem der pu-Nullmengen bezeichne. Dann folgt

AU(NoUN]))=AUNU(NgUNj)=EUNyUN;=AUN UNyUN]) =AU (NogUN)

und somit
p(A) < p(AU Ny U Ng) = (A" U No U Np) < pu(A") + p(No) + p(Ng) = pa(A")
und umgekehrt, also u(A) = u(4’).
Zu b): ,=“ Sei E=AUN mit A€ A, N C Ny € Ay. Dann setzen wir
Ei=ACAUN=FEC AUNy =: Es.
Offensichtlich ist Fy, Fy € A und p(E2\E1) = pu(No\A) < u(No) = 0.
,<=" Selen E1, Fs € Amit F; C E C Ey und p(FE2\E1) = 0. Dann ist

EF=F U [(EQ\El) N E] .
———

=N

Eie Aund N C Eg\El € Ay, das heilt £ € A",



