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Aufgabe 1 4 Punkte
Seien f: X — Y eine Abbildung, A eine o—Algebra auf X und B eine o—Algebra auf Y.
Zeigen Sie:

a) L A={BCY|f }B)e A} ist eine o—Algebra auf Y .

b) f1B={f"YB)|B <€ B} ist eine 0-Algebra auf X .

Losung:

Wir beweisen ganz straight-forward die Eigenschaften aus der Definition von o-Algebren.

Dabei nutzen wir die Vertraglichkeit des Urbildes mit Mengenoperationen. Beachte, dass
fLACP(Y)und f~1B C P(X)

Zu a):
LYefid dafl(Y)=XecA

2. Be fA= f{(B)e A= f1(Y\B) = f/'\W)\fY(B) = X\f Y(B) € A
=Y\Be€ f.A

3. Bie fLA, Vie N = f_l(Bi) cA
= f! <U Bi> =Jsr'B)eA=|JBietA
€N iEN iEN
Zu b):
.YeB=X=fYY)e f !B
2. Ac f7'1B=3B e B: A= f~YB). Also gilt
X\A=X\f(B)=f"(Y\B)e f'B
~—~—

eB

3. A€ f1B,ie N=3B; € B: A; = f~}(B;). Dann folgt

Ja=Usr'mi=r'(Us)esr's
1€EIN 1€EN 1€EN
eB



Aufgabe 2 4 Punkte
Beweisen Sie:

a) Seien X, Y Mengen, &€ C P(Y) und f : X — Y eine Abbildung. Dann gilt:
As(f7HE)) = [T A(E).

b) Sei A C R"™ Lebesgue messbar und z € R". Dann ist A+ 2 = {a+2z|a € A}
Lebesgue—messbar und A\, (A4) = A\, (A + z).
(D.h. das Lebesgue-Maf ist translationsinvariant.)

Losung:
Zu a): f~1A,(€) ist eine o-Algebra nach 1b). Es gilt

ECAE) = [fUECITE) = A HE) C AL
Fiir die umgekehrte Inklusion betrachte die o-Algebra
C={CCY|fHC)eA (f'€)} = fAs(f71€).
Es ist £ C C, woraus A,(£) C C und somit auch
FT AE) CfiC = A (F71E) C A (7€),
da allgemein gilt f~!f,.A C A:
Aef A dh A= fY(B) firein B e fL AP 4 — By e A

Zu b): Fiir ¢ # 0 bezeichen t, : R" — R", t,(v) = v+ z die Translation um x.

1. Schritt: Ist Q = I1 x -+ x I, ein Quader, o ist t,(Q) = (x1 + 1) X -+ X (2 + I)
auch ein Quader mit Ay, (t,(Q)) = M\ (Q). Sei R € B(R") eine Figur. Dann ist R = | |, Q;
eine disjunkte Vereinigung von Quadern. Also ist

ta(R) = t, (Ll Qi> = thx (Qi)

und

An (t(R)) = Z An (t(Qi)) = Z An(Qi) = Mn(R).

Folglich ist t,(R,) C R, und der elementargeometrische o-Inhalt A, der Figuren ist
translationsinvariant.

2. Schritt: Es ist t,t_, = Id, also

Rp=ts (t_eRpn) Cty (Rn) CRn = t:(Rp) = Ra.



Nach a) folgt
A, (,'R) =, Ax(Ry)  und B, = As(Ry) = to Ao (Ry) = to(Bn)

3. Schritt: Setze B := A\p|gwn) und By (B) = B(B+xz) fiir B € B(R"). Aus der Bijektivitit
von t, und den Eigenschaften von f folgt, dass B, ebenfalls ein g-endliches Mafs auf
B(R™) definiert. Aber B|gn = Bz|r» nach Schritt 1. Nach dem Fortsetzungssatz 13.2.8
folgt, dass 8 = (.

Fazit: B € B(R") = B+ x € B(R") und A\, (B + z) = A\, (B).

4. Schritt: Sei A € L(R™). Da L(IR™) die Vervollstdndigung von B(IR™) ist, existieren B €
B(R™) und N C Ny € B(R"™) mit A,(Ng) =0und A = BUN. Also gilt t,(A) = t,(B)U
tz(N). Aus Schritt 3 folgt t,(B) € B(R"™), A\ (tz(B)) = Au(B) und t,(Ng) € B(R"),
An(tz(No)) = An(No) = 0. Weil t(N) C t5(Np), ist t5(IN) eine Teilmenge einer Borelschen
Nullmenge. Also ist ¢, (A) Lebsgue-messbar und A\, (A+x) = A (B+z) = Ay (B) = A (A).

Aufgabe 3 4 Punkte
Zeigen Sie, dass jede p—dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™ (p < n) eine Nullmenge
ist.

Losung:

Sei M C R eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit p < n. M ist lokal biigelbar,
das heifst Vo € M 34 U, C R" offene Umgebung von x, 3®, : U, — V, Diffeomorphismus
mit ¢, (x) = 0 und ¢, (U, N M) =V, N (RP x {0}). (Usz)zens ist eine offene Uberdeckung
von M.

Lemma 1 Sei X ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, A C X. Jede offene
Uberdeckung von A enthilt eine abzihlbare Uberdeckung.

Sei (U;);en eine offene abzéhlbare Teiliiberdeckung von (Uy)epnr. Wir zeigen, dass U; N M
eine Nullmenge von R" ist. Damit folgt, dass auch M = (J;. (Ui M) eine Nullmenge ist.

Lemma 2 Sei V C R" offen, h : V — R™ stetig differenzierbar und N C V eine
Nullmenge. Dann ist A(N) eine Nullmenge.

Da R? x {0} = | | en[—k, k]P x {0} eine abzdhlbare Vereinigung von entarteten Quadern
ist, ist sie eine Nullmenge. Hier ist p < n wesentlich. Aus Lemma 2 folgt, U; N M =
¢; (RP x {0}) ist eine Nullmenge.

Beweis von Lemma 1: Sei B eine abzithlbare Basis von X und U eine offene Uberdeckung
von A. Sei
B:={BeB|3Uel, BCU}.

B’ C B und somit ist auch B’ abzahlbar. Wahle fiir jedes B € B ein Ug € U mit B C Ug.
Sei!’ = {Up | B € B'}. Dann ist U’ abzahlbar und eine Teiliiberdeckung von A:



Seix € A= 33Uy U,x € Uy. Da B eine Basis ist, ist Uy eine Vereinigung von Elementen
aus B, dass heiit 3B € B, x € B C Uy. Also B€ B ' und 3Ug c U’ mit x € BC Ug. O

Beweis von Lemma 2:

1. Schritt: Behauptung: Sei U C R™ offen und r > 0 gegeben. Dann gibt es eine Folge
(Wk)ken von halboffenen Wiirfeln mit Kantenlinge < 7 und U = | |, c¢ Wi. Die Behaup-
tung folgt wie im Beweis von Satz 13.1.5.

2. Schritt: Sei h € CY(V,R™), wobei V C R" offen und N C V eine Nullmenge. Sei 7 > 0
gegeben und (W) eine Ausschopfung von V' wie oben. Dann ist NNW}, eine Nullmenge. Sei
Wi =W.(p) :={zx € R" | |z; — p;| < r}. Wir zeigen, dass h(N NW}) eine Nullmenge ist.
Sei weiter R > r so gewdhlt, dass auch Wg(p) C V. Setze M = sup{||dh(z)| | = € Wgr(p)}.
Weil h € C’1 und Wx(p) kompakt ist, ist M < oo. Sei nun £ > 0. Es gibt eine Folge von
Wiirfeln W; = W, .(pi) der Kantenldnge < R — 7 mit

o o
NﬁWkCUWi und Z)\n<fl/[71><5
i=1 i=1
(nach Definition der Nullmenge kénnen wir zunéchst offene Quader @y, wihlen mit

NNWy C UQk und Z)‘”(Qk) <e
k=1

k=1

und dann Schritt 1 auf jedes Q) anwenden). Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, dass

(NN W) NW; # o fiir alle i € N. Dann liegen alle W; in Wx(p) und nach dem
Schrankensatz gilt
h(Wi) = h (Wy,(pi)) C W, (R(pi))

= h(NNWy) UWM,% pz))undi)\n(WMn pi) M"Z)\( )<M"

n=1

= NNW, ist Nullmenge.

Aus N = Upen (N NWy) folgt h(N) = Ugen b (N N W) ist Nullmenge.



Zusatzaufgabe +4 Punkte

Eine monoton wachsende, linksseitig stetige Funktion F': R — R heifit Verteilungsfunk-

tion, falls lim F(z) =0, lim F(z) = 1. Sei Ap das durch F' definierte Lebesgue-
T——00 T—00

Stieltjes—Mak. Beweisen Sie:

a) Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf p auf B(R) ist F, : R — R, Fj,(z) = p((—o0,x))
eine Verteilungsfunktion, und es gilt Ag, |3®) = p-

b) Umgekehrt ist fiir jede Verteilungsfunktion F' das Mak p = Ap|gr) ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl mit F), = F'.

Losung:
Zu a): Die Monotonie und die Linksstetigkeit von F), folgt aus der Monotonie bzw.
Stetigkeit von unten fiir u. Da p nach Voraussetzung ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist, folgt
sofort
lim F(z) = lim p((—00,n)) = p ( U (—oo,n)) =pu(R) =1.
neN

Genauso zeigt man,

lim F,(xz)=0.

T——00

Also ist F}, eine Verteilungsfunktion.
Nach der Definition des Lebesgue-Stieltjes-Mafes stimmen Af, |gr) und p auf der Algebra
der Figuren R; iiberein, denn

A, ([a,0)) = Flu(b) = Fu(a) = p((=00,b)) — p((=00,a)) = p([a, ).

Da p offensichtlich o-endlich ist, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz, dass Ar, | B(R) = K-

Zu b): Nach dem Lebesgue-Stieltjes Konstruktion ist u = Ar[gw) ein Mak auf B(R). Es
ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs, da mit der Stetigkeit von unten fiir p folgt

u(R) = p ( U n n)) = lim p([-n,n)) = lim (F(n) - F(-n))

nelN
= lim F(z)— lim F(z)=1-0=1.
T—00 T—r—00

Weiterhin:
Fy(z) = lim p([-n,z)) = lim (F(z) - F(—n)) = F(x).

n—oo n—0o0



