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Aufgabe 1 4 Punkte
Bestimmen Sie die kritischen Punkte und die lokalen Extrema der folgenden Funktionen
von R2 nach R:

a) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

b) g(x, y) = cosx · cosh y

Aufgabe 2 4 Punkte
Wir betrachten die Funktion f : R2 3 (x, y) 7→ x2 − xy + 4y2 ∈ R und das Innere
E := {(x, y) ∈ R2 | x2 + 4y2 < 1} einer Ellipse.

a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f auf E.

b) Parametrisieren Sie den Rand von E durch eine Kurve c und bestimmen Sie die lokalen
Extrema von f |∂E durch Betrachtung derer von f ◦ c.

c) Wo nimmt f auf der abgeschlossenen Ellipse E sein Minimum und Maximum an? Hat
f |E noch andere lokale Extrema als diese?

Aufgabe 3 4 Punkte
Bestimmen Sie die Maxima und Minima von

f : R3 3 (x, y, z) 7→ xy − z4 − 2(x2 + y2 − z2) ∈ R

auf dem Vollellipsoid
X :=

{
(x, y, z) | x2 + y2 + 2z2 ≤ 8

}
.

Tipp: Diskutieren Sie Inneres und Rand getrennt und benutzen Sie für den Rand die
Methode der Lagrange-Multiplikatoren.

Zusatzaufgabe +4 Punkte
Gegeben sei eine stetige Funktion h : [a, b]× [0, T ]→ R. Definieren Sie die Funktionen

g(s, t) :=

∫ t

0
h(s, τ) und dτ, f(s, t) :=

∫ s

a
g(σ, t) dσ =

∫ s

a

(∫ T

0
h(σ, τ)dτ

)
dσ

a) Zeigen Sie, daß h gleichmäßig stetig ist.

b) Es ist offensichtlich, daß t 7→ g(s, t) stetig differenzierbar ist (wieso?). Begründen Sie
die Stetigkeit von s 7→ g(s, t).

Bitte wenden!
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c) Begründen Sie, daß t 7→ f(b, t) die Ableitung d
dtf(b, t) =

∫ b
a h(σ, t) dσ hat, also stetig

differenzierbar ist. Folgern Sie∫ b

a

(∫ T

0
h(σ, τ)dτ

)
dσ = f(b, T ) =

∫ T

0

(∫ b

a
h(σ, t) dσ

)
dt.

Wir können also die Reihenfolge der Integration vertauschen.

Wiederholungsaufgaben zur Klausurvorbereitung

Aufgabe W1
Beweisen Sie, dass die Potenzreihe

∞∑
n=0

(
n+ k

n

)
xn

für alle k ∈ N0 den Konvergenzradius 1 hat, und für |x| < 1 gilt

∞∑
n=0

(
n+ k

n

)
xn =

1

(1− x)k+1
.

Aufgabe W2
Eine Abbildung f : X → Y zwischen metrischen Räumen heißt gleichmäßig stetig genau
dann, wenn

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε.

Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Räumen. Zeigen Sie: Ist X
kompakt, so ist f gleichmäßig stetig.

Aufgabe W3
Seien U ⊂ Rn, V ⊂ Rm offenen zusammenhängenden Mengen. Zeigen Sie, dass U × V ⊂
Rn+m zusammenhängend ist.

Aufgabe W4
Bestimme Sie jeweils die Ableitung der folgenden Abbildungen:

a) f : Rn → R , f(x) = 〈Ax, x〉 , wobei A ∈Mn×n(R) und 〈· , ·〉 ein Skalarprodukt auf
R

n ist.

b) h : U =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x > 0, y 6= 0
}
→ R2

h(x, y, z) =

sin

(
πz

y

)
− 2x+ 2

z2 + y2 +
√
x− 5

4

 .
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