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Aufgabe 1 4 Punkte
Seien dy und do Metriken auf einer Menge X. Zeigen Sie, dass dann auch

d(ZL‘, y) = max{dl (l’, y)? d (l’, y)}

eine Metrik auf X ist. Zeigen Sie, dass fiir ,min“ statt ,max“ die Aussage nicht immer
gilt, indem Sie Gegenbeispiele auf X = R? finden.

Aufgabe 2 4 Punkte
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie:

a) Fir alle z,y,z € X gilt |d(z,y) — d(y, 2)| < d(z, z).

b) Gilt li_>m zn =z in (X, d), so gilt li_}rn d(xn,y) = d(z,y) fir alley € X.

Aufgabe 3 4 Punkte
Sei (V, (-, -)) ein Skalarproduktraum. Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € V' die Polarisierungs-
Beziehungen
1 2 2
(z,y) = 1 (le+yll* = llz—yl*) , falls V reell,
1 . . . .
(@y) = (lz+ul* = llo = yl* +ille + iyll* —illz = iy|*) , falls V komplex,

und die Parallelogramm-Formel

lz +yl1* + llo = ylI* = 2(|=1* + lly]]*) -

gelten.
Sei (V,]|]|) ein normierter Raum. Die Norm || - || ist genau dann durch ein Skalarprodukt
induziert, wenn die Parallelogramm-Formel gilt. Zeigen Sie, dass die Norm || - ||; auf R"”

nicht von einem Skalarprodukt induziert wird.

Zusatzaufgabe +4 Punkte
Sei a < bund V := C%[a, ], C). Sei aukerdem p > 1.

Zeigen Sie, dass durch
b 1/p
Il i= ([ 17 pae)
eine Norm auf V' gegeben ist.

Tipp zur Dreiecksungleichung: Driicken Sie ||f 4 g||5 als Limes Riemannscher Summen
mit lauter gleichlangen Teilintervallen aus und benutzen Sie die Minkowski-Ungleichung
auf C™.



