18/19 Marinescu / Klevtsov

Riemannsche Fléichen - Blatt 0
Wiederholung aus der Funktionentheorie

1. Problem

Sei D C C ein Gebiet, D # (), und S C D eine diskrete Teilmenge, S # (), und
f: D\'S — C holomorph und injektiv. Zeige:

(a) Kein Punkt s € S ist eine wesentliche Singularitat.

(b) Ist s € S ein Pol von f, so ist s ein Pol erster Ordnung.

2. Problem R
(1) Jede meromorphe Funktion auf C ist rational.
(i1) Eine meromorphe Funktion f in C mit lim,_,., f(z) = co ist rational.

3. Problem R
(a) Sei f # 0 eine meromorphe Funktion auf C und A = N(f)UP(f) die Menge

der Null- und Polstellen von f in C. Dann gilt

Zordzf:Zorde:O.
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(b) Seien zq,...,z2, € C paarweise verschieden, und seien m,,...,m, € Z so,
dass m; + ...+ m, = 0. Dann gibt es eine meromorphe Funktion f auf C mit

ord, f — m;, fallsz=z;fiireinje {1,...,n},
0, fallsz¢& {z,...,2,}.

4. Problem
Sei f meromorph im Punkt a € C. Zeige:

(a) Ist a Polstelle erster Ordnung, dann gilt res, f = lim, ,,(z — a) f(2).

(b) Ist a eine einfache Nullstelle von f, dann gilt resa% =1/f(a).

Hat f in oo eine isolierte Singularitét, so defineirt manres.. f = —s- f(‘)BR(Q) f(2)dz,

T2
wobei der Radius R der Kreisscheibe so gro gewéhlt wird, dass f keine weit-
ere Singularitat im Komplement der Kreisscheibe hat. Zudem sei wie tiblich
n(0Bg(0),0) = 1.

(c) Dann gilt res.. f = —res,f, wobei f(z) = 272 f(L).

(d) Sei f: C — C eine rationale Funktion. Dann gilt > pecresyf =0.



5. Problem

Sei D C C offen, f € M(D)und a € D.

(a) Zeige:

(1) Ist a eine Nullstelle von f von ord,(f) =k >
(i1) Ist a eine Nullstelle von [’ von ord,(f’) =
ord,(f) =k + 1.

(iii) Ist a eine Pollstelle von Ordnung & von f, so ist a eine Pollstelle von Ord-
nung k+1 von f' und in der Laurententwicklung von f’ kommt kein Summand
“=L yor.

(Ziva) Ist a eine Pollstelle von Ordnung k von [/, so gilt £k > 2 und « ist eine
Pollstelle von Ordnung k£ — 1 von f.

(b) Sei a eine Pollstelle von f. Zeige, dass e/ eine wesentliche Singularitit in
a besitzt.

1 so gilt ord,(f') =k — 1.
k > 0 so gilt ord,(f) = 0 oder

6. Problem

Satz von der lokalen Werteannahme: Sei D ein Gebiet und f : D — C holo-
morph. Weiter habe f in z, eine k-fache wy-Stelle, 1 < k < oco. Dann gibt
es Umgebungen U C D von z, und V von wy, so dass jedes w € V \ {wy}
genau k verschiedene Urbilder 2, ..., 2, in U hat, und zwar mit v(f, z;) = 1
firj=1,... k.

7. Problem

Sei P : C — C ein nichtkonstantes Polynom. Dann ist P(C) offen nach dem
Satz von der Gebietstreue. Zeige, dass P(C) auch abgeschlossen ist, und fol-
gere P(C) = C. Zeige, dass in dieser Aussage der Fundamentalsatz der Alge-
bra als Spezialfall enthalten ist.



