WS 17/18 Marinescu / Herrmann

11. Blatt zur Vorlesung Gewdhnliche Differentialgleichungen
Abgabe: 16.-18.01.2018 siehe Hinweis.

Hinweis: Studierende mit der Gruppennummer 3 legen ihre Losungen zu Blatt 11
bitte bis Mittwoch, den 17.01.18, um 10:00 Uhr in den entsprechenden Kasten des
Studierendenarbeitsraums (Raum 301) im Mathematischen Institut.

Studierende mit der Gruppennummer 1, 2, 4 oder 5 geben ihre Losungen zu
Blatt 11 bitte im Zeitraum 16.-18.01.18 in ihrer jeweiligen Ubungsgruppe ab.
Abgaben der Gruppe 3, die nicht bis zur genannten Frist in den Kasten gelegt wer-
den, bzw. Abgaben der Gruppen 1, 2, 4 und 5, die in den Kasten gelegt werden,
konnen aus organisatorischen Griinden leider nicht korrigiert und daher auch nicht
mit Punkten versehen werden. Wir bitten um Ihr Versténdnis.

1. Aufgabe (4 Punkte)
Ist 0 ein Attraktor fiir die folgenden Systeme?
¥ =-2rx+z g N
¥ =2xy—x+vy
a "= -3y + b
(@) y, T ) {y’=5x4+y3+2x—3y
Z=—-x -3z
2. Aufgabe (4 Punkte)

Finde jeweils ein Ljapunov-Funktion fiir die folgenden beiden Systeme und entschei-
de jeweils, ob 0 ein Attraktor ist:

¥ =—x—zy*—2* , s
xr = — X
(@) Q¥ =—Ty+32%y —2y2*> — ¢ (b) , Y 5
= 5z +yPz— 23 v
= yiz— z

Hinweis: Setze mit einer Linearkombination der Quadrate x2, 12, 2 an.

3. Aufgabe (4 Punkte)

Sei A € End(R?) mit komplexen Eigenwerten deren Imaginiirteile ungleich 0 sind.
Sei A\ = p + iw, w # 0 ein Eigenwert und v = b —ic € C? mit a,b € R? ein
dazugehoriger Eigenvektor.

(a) Zeige, dass die Matrix von A in der Basis (b, ¢) die Form
po—w
w
hat.

Bitte wenden.



(b) Seien x = (z1,x9) die Standardkoordinaten und y = (y;,y2) die Koordinaten
beziiglich der Basis (b, c) von R% Sei ¢ : R — R? eine Losung des Systems

¢ (t) = Ap(t)

und schreibe (t) = x1(t)e; +x2(t)es = y1(t)b+y2(t)c. Zeige, dass es Konstan-
ten R, 6 gibt mit

y1(t) = Ret cos(wt — 0) und
Yo (t) = Ret sin(wt — 0).

(¢) Sei pr = 0. Welche Form hat die Bahn von ¢ falls (b, ¢) orthonormal ist? Zeigen
Sie, dass im Allgemeinen gilt

Ca2(t) + 2Dxy (t)2o(t) + Exy(t) = R?
mit C' > 0, £ > 0 und D? — CE < 0. Die Bahnen sind also Ellipsen.
(d) Finde die Achsen der Ellipsen fiir

) =1x1 — 319

Th =11 — To.

Hinweis: Sei r*(t) = z3(t) + 23(t). Die Hauptachsen der Ellipse sind die
Richtungen wo r(t) mazimal bzw. minimal ist, das heifit v'(t) = 0. Es gilt
rr’ = x12) + xoxy und durch Substitution von x', by, erhdlt man eine Gleichung
m T1,To.

Zusatzaufgabe (+ 4 Punkte)
Betrachte das Polynom p(A\) = A® + a1 A* + ag A + a3 € R[]\, das heiBt a1, as, a3 € R.
Zeige, dass die Realteile aller Nullstellen des Polynoms genau dann negativ sind,
wenn a; > 0, az > 0 und ajay > az gilt.



