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EINLEITUNG

Die Funktionentheorie ist die Theorie der komplex-differenzierbaren Funktio-
nen, die eine offene Teilmenge U von C nach C abbilden. Wenngleich die Defini-
tion der Differenzierbarkeit fiir eine Funktion f : U — C wortlich dieselbe wie fiir
reelle Funktionen auf einem Intervall ist, gibt es dramatische Unterschiede in der
Theorie solcher Funktionen. Zum Beispiel:

e Ist f : U — C komplex-differenzierbar, so ist f beliebig oft differenzierbar
und analytisch, d.h. die Taylor-Reihe von f stellt f in einer Umgebung des
Entwicklungspunktes dar.

e Ist f : C — C komplex-differenzierbar und beschrankt, so ist f konstant
(Satz von Liouville).

e Sind f, : U — C komplex-differenzierbar und konvergiert (f,) auf jeder
kompakten Teilmenge von U gleichmaRig gegen eine Funktion f, so ist f
komplex-differenzierbar (Satz von Weierstrass).

Die Analoga dieser Aussagen sind im Reellen allesamt falsch!
Ziel der Vorlesung ist es, mit moglichst minimalem Begriffsaufwand rasch zu
den zentralen Sitzen der Funktionentheorie vorzustof3en, z.B.

e Cauchyscher Integralsatz mit Folgerungen (wie etwa Potenzreihenentwick-
lungssatz),

e Abbildungseigenschaften analytischer Funktionen (wie z.B. Satz von der
Gebietstreue),

e Riemannscher Abbildungssatz.

Vorausgesetzt werden gute Kenntnisse der Anfangervorlesung.

Anwendungen der Funktionentheorie liegen in der Zahlentheorie (Primzahl-
satz), den partiellen Differentialgleichungen (harmonische Funktionen, Laplace
Operator), der algebraischen Topologie (Homotopie, Homologie), in der algebrai-
schen und komplexen Geometrie (Riemannsche Flachen) sowie Physik (Quanten-
mechanik, String-Theorie), Stromungslehre, Elektrotechnik usw.
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1. VORLESUNG, 18.04.2017

1. KOMPLEXE ZAHLEN UND FUNKTIONEN

1.1. Der Korper der komplexen Zahlen.

Die komplexe Ebene und die Riemannsche Zahlenkugel bilden den Grundbe-
reich der Funktionentheorie; dort sind ihre Objekte, die analytischen Funktionen,
definiert und dort haben sie ihre Werte.

Auf R? fithren wir eine Addition und Multiplikation wie folgt ein:
() + (u,0) = (z +u,y +v)
(1.1)
(.T, y) ’ (’U,, U) = (.TU —Yyv, v + yU) :

1.1.1. Satz. (R? +,-) ist ein kommutativer Kérper mit Nullelement (0,0) und Eins-
element (1,0). Dieser Korper heifst Korper der komplexen Zahlen, bezeichnet mit
C:= (R? +,-).

Das Inverse von z = (z,y) # 0 ist

-1 ._ x -y
z = (x2+y2’x2+y2>
Die Abbildung ¢ : R — C, ¢(x) = (x,0) hat die Eigenschaften
plet+y) =) +ely)  ely) =e@ely) . »1)=(1,0),

d.h. ¢ ist ein Korper-Homomorphismus.

Die komplexen Zahlen {(z,0) : € R} bilden einen Koérper mit der induzierten
Addition und Multiplikation (1.1). Wir sagen, dass {(z,0) : x € R} ein Unterkdrper
von C ist. Der Homomorphismus ¢ : R — {(z,0) : = € R} ist bijektiv, d.h. ein
Isomorphismus. Wir identifizieren deshalb R mit {(x,0) : z € R} und sagen, dass
R ein Unterkorper von C ist.

Wir schreiben fiir (x,0) kurz z, also 0 fiir (0,0), 1 fiir (1,0), usw.

1.1.2. Definition. Die (nicht-reelle) Zahl i = (0, 1) heilt imagindre Einheit . Es
gilt
i =(0,1)(0,1) = (0> —=12,0-14+1-0) = (=1,0) = —1.
Fiir z = (z,y) schreiben wir nun
2= (2,004 (0,y) = (,0)+(0,1) - (y,0) = = +iy.

Dann heit = Realteil von z, und y heildt Imagindrteil von z, geschrieben
Rez := z, Imz := y. Man beachte, dass der Imaginarteil y reell ist. Zahlen der
Form iy mit y € R heilen auch (rein) imaginar.

1.1.3. Definition. Die konjugierte Zahl zu z = x + iy ist Z :== x — iy.
1.1.4. Satz (Rechenregeln). Fiir alle z,w € C gilt:
D) z+tw=z4+w,z-w=2- 0.

(i) z+zZ=2Rez 2—2z=2ilm=z
(jiii) z2=Z & 2R, 2= -2 & 2z iRk



Z=x*+y? > 0fiir z =z +iy.

1.1.5. Definition. Fiir z € C heit |z| := vz -z = \/22 + y2 der Betrag von 2. Fiir
z € Rist |z| = v/22 der iibliche Betrag von reellen Zahlen.

1.1.6. Satz (Rechenregeln fiir den Betrag). Fiir alle z,w € C gilt:

1) |2/ =20, |2| =0« z=0.
(ii) Ist z # 0, so gilt 2! =Z/|z]%
(i) || = |2].
(iv) |Rez| < |z|, [Im 2| < |z|.
@) |z w] = |z - [l
(vi) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn z = 0 (bzw. w = 0) oder w/z € R,
(bzw. z/w € R,).
(vii) ||z| = |w|| < |z — w| (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beweis: Zu (vi): Ist z + w = 0, so ist die Aussage klar, Ist z + w # 0 so gilt:

2] + ] _
2+ wl

w

- ’

Z+w z+w

1.1.7. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen. Wir veranschaulichen uns
seit Gaul$ die komplexen Zahlen geometrisch als Punkte in einer Ebene mit recht-
winkligen Koordinaten, genannt Gauf$sche Zahlenbene (oder als Vektoren mit Ur-
sprung im Nullpunkt (0, 0) und Endpunkt in (z,y)).

imaginare Achse

(0,9) (z,y)
— — — — — -
|
|
|
|
|
:
0.0) %az 0) reelle Achse




3

Die Addition komplexer Zahlen ist dann die iibliche Vektoraddition nach der
Parallelogrammregel.

imaginare Achse

(z +u,y+v)
//7'
(xay)//// //
| /

0.0 reelle Achse

|z| ist der Euklidische Abstand des Punktes z = (x, y) zum Ursprung.
Z ist die Spiegelung des Punktes z = (z, y) an der reellen Achse.

Die Ungleichung |z + w| < |z| + |w| ist genau die Dreiecksungleichung aus der
Geometrie: Im Dreieck ist die Summe der Lingen zweier Seiten stets mindestens
so grold wie die Lange der dritten Seite.

Wir wollen nun die Multiplikation geometrish interpretieren. Wir erinnern die
Eulersche Formel:

(1.2) e = cosp +ising, wobei cos ¢ = Re €', sin ¢ = Im ™.

Die Eulersche Formel ist eine der wichtigsten und schonsten der Mathematik. Wir
werden sie spater beweisen (sie erscheint iibrigens schon in Analysis I). Um sie
besser einzuschitzen, geben wir die geometrischen Definitionen von Sinus und
Cosinus.

1.1.8. Definition. Sei ¢ € [0, 27). Definiere (cosgeom ¢, Sigeom ) als die Koordina-
ten des Punktes P aus dem Einheitskreis, so dass die Bogenldnge des Kreisbogens
AP (gemessen gegen den Uhrzeigersinn) gleich ¢ ist. Dann setze die Funktionen
cos und sin auf R fort, als periodische Funktionen mit der Periode 2.

Diese Definition entspricht auch der Definition von Cosinus und Sinus als An-
kathete/Hypothenuse und Gegenkathete/Hypothenuse in einem rechtwinkligen
Dreieck.

1.1.9. Satz. Die Bogenldnge des Kreisbogens AP mit P = €' ist . Daher stim-
men die geometrischen und analytischen (Eulerschen) Definitionen von cos und sin
iiberein.



P=¢'¥

sin ¢

Kreisbogen AP

0(0,0)| cosp  JA10) =

Lange des Kreisbogens AP
ist ¢ = arg(x + iy)

Beweis: Im nichsten Satz sehen wir, dass der Kreisbogen AP durch ¢ : [0, 9] — C,
c(t) = e = cost + isint parametrisiert werden kann. Dessen Bogenlénge ist

[ewna=e.

da d(t) = ie™. O
So betrachtet bildet die Eulersche Formel eine Briicke zwischen den beiden Defini-
tionen. Sie zeigt zum Beispiel, dass die geometrisch definierten trigonometrischen
Funktionen analytisch sind.

1.1.10. Satz (Parametrisierung der Kreislinie).

(i) Die Abbildung p : R — S%, p(p) = €% = cos ¢ + isin ¢ ist ein Gruppenmorphis-
mus der additiven Gruppe (R, +) auf die multiplikative Gruppe (S*, - ) mit dem Kern
27Z. Es gilt €1 = 2 genau dann, wenn o, — @, € 277

(ii) Sei I C R ein halboffenes Intervall der Linge 2x. Dann ist p|; : [ — S* bijektiv
und stetig. Ist a € I ein Endpunkt von I, so ist die Umkehrung (p|;)~! stetig auf
ST\ {p(a)} und unstetig in p(a).

Beweis: Die Abbildung p ist ein Gruppenhomomorphismus wegen der Potenzregel
e*TW = e*e®, Bsist kerp = {p : cosp = 1,sinp = 0} = 27Z. Sei (z,y) € S!, d.h.
r?+y? = 1. Wir suchen ¢ € R, mit cos ¢ = , sin ¢ = y. Die Abbildung cos : [0, 7] —
[—1, 1] ist bijektiv und = € [—1, 1], setze also ¢ = arccosz € [0, 7]. Fiir ¢ € [0, 7] ist
sin ¢ nicht-negativ, also sin p = /1 — cos?¢ = 1 — 22 = /42 = |y|. Ist y > 0 s0
passt also die Losung ¢ = arccosz. Ist y < 0, so erfiillt ¢ = —arccosz € (—,0)
beide Gleichungen. So haben wir gezeigt, dass p|(_ : (—m, 7] — S* (also auch
p) surjektiv ist mit der Inverse

arccos(z), y =0,
(Pl ) (& + iy) =
—arccos(z), y <0.

Diese Abbildung ist stetig auf S* \ {—1} und unstetig in —1. O



1.1.11. Definition.

(a) Die Funktion p : R — S, p(p) = € heillt die Standardparametrisierung
des Einheitskreises S'.

(b) Fiir € C* := C\ {0} heilt ¢ € R mit e’ = 2/|z| ein Argument oder ein Wert
des Arguments von z. Setze

Arg: C* — R/21Z, Arg(z) :={p eR:e¥ =z/|2|}.

Arg(z) heildt die Menge der Argumente von z. Die einzige Zahl arg(z) mit der
Eigenschaft, dass

Arg(z) N (=, 7] = {arg(z2)}
heil3t das Argument oder Hauptwert des Arguments von z. Der Zahl z = 0 wird
kein Argument zugeordnet.
(c) Sei I C R ein halboffenes Intervall der Lange 27. Die Abbildung C* — I, z —
(pl7)~1(2/|z|) heil’t ein Zweig des Arguments. Die Abbildung arg : C* — (-, 7],
z +— arg(z) heildt Hauptzweig des Arguments.

Der Hauptzweig des Arguments ist so gewahlt, dass Imlog(z) = arg(z), wobei
log der Hauptzweig des Logarithmus ist. Eine konkrete Formel fiir arg ist gegeben
durch

R
arccos (%) ,Imz>0,
z

arg : C* — (—m, 7|, argz =
R
— arccos (%) ,Imz <0,z R_.
z

Dabei ist R_ := {x € R : z < 0} die negative reelle Achse. Sei C_ := C* \ R_ die
entlang der negativen reellen Achse geschlitzte Ebene. Dann ist arg stetig auf C_
und unstetig in allen Punkten von R_. Dort macht arg einen Sprung von 27:

lim arg(z) = arg(a) =7, lim arg(z) = -7
Im 2<0 Im 2<0

1.1.12. Satz. Jedes z € C* hat die Form
(1.3) z=re” =r(cosp+isingp) mitr=|z| und p € Arg(z).

P:R, x (—m 7] — C~ {0}, (r,¢) — re' ist bijektiv und stetig. Die Umkehrab-
bildung C* — R, x (—m, 7], z — (|z], arg(z)) ist stetig auf C_ und unstetig in allen
Punkten der negativen reellen Achse R _.

Die Form (1.3) heil3t Polarkoordinatendarstellung von z und (r,¢) heillen die
Polarkoordinaten von z. Die Abbildung P heil3t Polarkoordinatenabbildung.

Wir haben nun fiir z € C* zwei Koordinatensysteme: die kartesichen Koordina-
ten (z,y) = (Rez,Imz) und die Polarkoordinaten (r, ) = (|z|, arg(z)). Fiir viele
Probleme ist es vorteilhaft, die Polarkoordinaten zu benutzen.

Zum Beispiel ist die Multiplikation zweier in Polarkoordinaten z = |z|e?, w =
|z|e™ gegebener Zahlen besonders einfach: Es ist zw = |z||w|e’**%). Die Multipli-
kationsregel fiir komplexe Zahlen lautet also: ,Die Lingen werden multipliziert,



die Argumente werden addiert“. Daraus folgt die Moivresche Formel:

[r(cos +ising)]" =r"(cosnp + isinng), ne€Z.

Eine komplexe Zahl z heil’t n-te Einheitswurzel (n € N), falls 2™ = 1 gilt.

1.1.13. Satz. Es gibt zu jedem n € N genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln,
ndmlich
2my 2rv . 27w
(,b=en'=cos— +isin—, O0<v<n—1.
n n

Sie liegen regelmdfsig verteilt auf der Einheitskreislinie |z| = 1 im Winkelabstand
27 /n.

Sei w € C*, n € N. Die Gleichung =" = w hat genau n Losungen, genannt n-ten
Wurzeln (oder Werte der n-ten Wurzel) aus w, ndmlich

n Z«p+27ry
2z, =V|wlemm, 0<v<n—1,

wobei ¢ € Arg(w).
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2. VORLESUNG, 24.04.2017

Ein topologischer Raum X heiRt kompakt, wenn X die Heine-Borel-Uberdeckungs-
eigenschaft hat, d.h. wenn aus jeder offenen Uberdeckung (V;);c; von X endlich
viele iy, . .., i, ausgewahlt werden kénnen so, dass schon X = Uff:l V;, . Die Fami-
lie (V;,, ..., V;,) heilt Teiliiberdeckung, und die Heine-Borel-Uberdeckungseigenschaft
kann auch so formuliert werden: Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung’.

In C gelten die Satze von Bolzano-Weierstrass und Heine-Borel.

1.1.14. Satz (Bolzano-Weierstral$ in C). Jede beschrdnkte Folge in C besitzt einen
Hdufungswert.

1.1.15. Satz (Heine-Borel). Sei K C C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) K ist kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliiber-
deckung.

(ii) K ist folgenkompakt, d.h.jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge.
(iii) K ist abgeschlossen und beschrdnkt.

1.1.16. Satz (Satz vom Maximum und Minimum (Weierstrass)). Sei K C C eine
nichtleere kompakte Menge. Dann ist jede stetige Funktion f : K — C beschrdnkt und
ihr Absolutbetrag nimmt ihr Maximum und sein Minimum an, d. h. es gibt (1,(s € K

mit |/(C1)| < 1/(2)] < | £(C0)] fiir alle = € K.

Ein topologischer Raum X heilst zusammenhdngend, wenn es keine Zerlegung
von X in zwei nichtleere disjunkte offene Teilmengen U, V' gibt.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist zusammenhingend.
(ii) Ist U € X nichtleer, offen und abgeschlossen, so gilt U = X.
(iii) Jede lokal-konstante Funktion auf X ist konstant.

(iv) Jede stetige Funktion von X nach {0, 1} ist konstant.

Sei X ein topologischer Raum. Eine stetige Abbildung ~ : [a, ] — X heif3t Weg.
Der Punkt 7(a) heildt Anfagspunkt und der Punkt ~(b) heilst Endpunkt von ~y. Wir
sagen auch, dass « verbindet v(a) und (b).

Ein topologischer Raum X heil3t wegzusammenhdngend, wenn je zwei Punkte
durch einen Weg verbunden werden konnen.

1.1.17. Satz. Ein wegzusammenhdngender topologischer Raum ist zusammenhdn-
gend.

Die Umkehrung ist falsch (siehe Ubungsblitter).

Sei nun X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heil3t zusammenhé&n-
gend (bzw. wegzusammenhdngend), falls A versehen mit der Teilraumtopologie
zusammenhdngend (bzw. wegzusammenhangend) ist. Wir interessieren uns in der
Funktionentheorie fiir Teilmengen von C. Auf einer Teilmenge von C betrachte wir

1,,Teil“ heif3t nicht, dass nur ein Teil von X iiberdeckt wird, sondern dass man nur eine Teilmenge
der Indizes benutzt.
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stets die Teilraumtopologie induziert durch die standard Topologie von C. Somit
konnen wir iiber zusammenhédngende (bzw. wegzusammenhéngende) Teilmengen
von C reden. Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge D C C heif3t Gebiet.

Fir z,w € C heil’t [z,w] = {(1 — t)z + tw : t € [0,1]} die Strecke von z nach
w. Eine Menge A € C heil3t konvex, falls fiir alle z,w € A gilt [z,w] € A. Eine
Menge A € C heildt sternformig, falls es ein z € A gibt, so dass fiir alle w € A
gilt [z, w] € A. Jede konvexe Menge ist sternformig, jede sternférmige Menge ist
wegzusammenhangend (also zusammenhéngend). Kreisscheiben und Halbebenen
sind konvex (insbesondere die Einheitskreisscheibe D = {z : |z| < 1}, die obere
Halbebene H = {z : Rez > 0}). Die geschlitzte Ebene C_ = C \ R_, wobei
R_ = {z € R: z < 0}, ist nicht konvex aber sternférmig.

A \\/

Konvex, sternférmig, wegzusammenhéngend...

1.1.18. Satz. Sei D C C eine offene Menge. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) D ist zusammenhdngend (d. h. D ist ein Gebiet).

(ii) D ist wegzusammenhdngend.

(iii) Fiir jede x,y € D gibt es einen Streckenzug [x¢, x1]U[z1, xo]U. . . U[zg_1, 2] C D
wobei xq = x und ), = y.

Beliebiger Weg und Streckenzug zwischen = und y
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1.1.19. Definition (Wegekomponente). Sei X ein topologischer Raum. Zwei Punk-
ten x, y heillen wege-dquivalent, falls sie durch einen Weg verbunden werden kon-
nen. Dies ist eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen heiRen Wegekom-
ponenten von X. Der Raum X ist disjunkte Vereinigung seiner Wegekomponen-
ten.

1.1.20. Satz.
(i) Die Wegekomponenten einer offenen Menge in C sind offen (also Gebiete).
(ii) Eine offene Menge in C hat héchstens abzdhlbar viele Wegekomponenten.

1.1.21. Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum. Die Vereinigung aller zusam-
menhdngenden Teilmengen A von X, die x € X enthalten, heilt Zusammen-
hangskomponente X (x) von x. Die Wegekomponenten einer offenen Menge in C
sind offen und stimmen mit den Zusammenhangskomponenten iiberein. Deshalb
sprechen wir auch kurz einfach von Komponenten.

1.2. Riemannsche Sphire.

Wir ergiénzen C durch ein (ideales) Element oo ¢ C und setzten C = C U {o0}.
C heift die erweiterte Zahlenebene.

Wir fiihren eine Topologie auf C ein: U  C heift offen genau dann, wenn UNC
offen ist und falls co € U, gibt es M > 0 mit {z € C: [z| > M} C U. Eine Menge
U c C mit oo € U ist offen genau dann, wenn C \ U kompakt in C ist. Fiir eine
Folge (z,) in C gilt 2, — oo, n — oo, genau dann, wenn |z,| — oo, n — oo.

Setze 5? = {(w,t) € CxR 2R3 : |w|*+¢* = 1}. Mit Hilfe der stereographischen
Projektion definiere

7:5% = C o(w,t) = 1—t (w,t) # (0,1)

(Man setzt die stereographische Projektion fort zu einer Bijektion von S? auf C
durch o(N) = o0.) Die Umkehrung ist gegeben durch

( 2z |z|2—1>
Co 82, o M) = NPT 122
N, Z =00

1.2.1. Satz. ¢ ist ein Homoéomorphismus.

Deshalb betrachten wir S? als ein Modell fiir C und nennen C auch Riemannsche
Sphdre.
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Erweiterung der algebraischen Operationen:

a-oo:%:oo, flira #0
(1.4) atoo=o00, =0, fira+oo
o0
00 + 00 = 00

o0

Nicht definiert sind 0 - oo, —, 00 — 00, —.

o0

10
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3. VORLESUNG, 26.04.2017

1.3. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Logarithmus.

1.3.1. Definition. Eine Funktionenreihe ) . a,(z — 20)" heil3t Potenzreihe mit
Koeffizienten a,, und Entwicklungspunkt z,. Der Konvergenzradius der Reihe ist

R:=sup {t € [0,00) : (|a,|t") beschrankt} € [0, oc] .
Wir verabreden, dass Bg(z) := C, falls R = co.

1.3.2. Satz.

(a) Die Reihe ist in der Kreisscheibe Br(z) absolut konvergent.

(b) Die Reihe ist in jeder Kreisscheibe B,(z) mit p < R normal (also auch gleichmd-
Jsig) konvergent.

(c) Die Reihe ist fiir |z| > R divergent.

Br(zy) ={z € C: |z| < R} heil’t Konvergenzbereich der Potenzreihe. Die Potenz-
reihe definiert eine Funktion P : Bg(z)) — C, P(z) = Y .~ a,(z — 20)". Wegen
der gleichméRigen Konvergenz in allen B,(z) mit p < R ist P stetig.

Fiir eine Funktion f : D — C wird die Supremumsnorm durch

\fllp = sup{|f(z)| iz € D} € [0, 0] .

eingeftihrt. Eine Reihe ) . f, von Funktionen f, : D — C heilst normal kon-
vergent, falls ) _, || f.||p konvergiert. Konvergiert die Funktionenreihe »_ _ f,
normal, so konvergiert sie auch gleichmif3ig. Konvergiert die Funktionenreihe
> o1 fn gleichméRig und sind f, stetig in D, so ist auc die Summe f = Y>> f,
der Reihe stetig in D,

1.3.3. Satz. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) - an(z—20)". Dann gilt:

1
(1.5 R=—F —+ (Cauchy-Hadamard-Formel)
lim sup {/|a,| Y
n—o0
und
(1.6) R= lim |- ,
n—oo an+1

falls der Grenzwert in R existiert.

1.3.4. Definition. Die Exponentialreihe ist die Potenzreihe

n

z
2 i
n=0

Der Konvergenzradius ist nach (1.6) R = oo, da a,, = 1/n! und |a,/a,1| = n + 1.

Die Exponentialreihe definiert also eine Funktion

o0 n

(1.7) exp: C— C, exp(z) ::Z%EC,

n=0

genannt Exponentialfunktion.
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Es gilt

N |
exp(1l) = Z e (Eulersche Zahl).
n=0
Mit Hilfe des Satzes vom Cauchy-Produkt (Analysis I, 3.3.6) erhalten wir die Funk-
tionalgleichung (Additionstheorem) der Exponentialfunktion:

(1.8) exp(z +w) = exp(z) exp(w), z,w e C.

Es ist klar, dass exp(z) = exp(z), fiir z € C, exp(z) € R fiir z € R, | exp(z)| = 1, fiir
z € iR, | exp(z)| = exp(Re z), fiir z € C. Wegen exp(0) = 1, folgt aus (1.8), dass
1
1. —z) = = :
(1.9 exp(—z) = exp(z) oxp(2) zeC
Die Gleichung (1.8) besagt, dass exp : (C,+) — (C*, -) ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. Aus (1.8), (1.9) ergibt sich leicht, dass exp(r) = ¢" fiir alle r € Q. Die

Exponentialfunktion stimmt fiir rationale Zahlen mit Potenzen von e {iberein. Dies
motiviert die folgende Definition.

1.3.5. Definition. Fiir z € C sind die komplexen Potenzen von ¢ definiert als

e® :==exp(z)|.

Damit wird die Funktionalgleichung zur Potenzregel:
(1.10) et =¢*e", zweC.

Wir verwenden beide Schreibweisen, e* und exp(z).

Die trigonometrischen Funktionen wurden in der Vorlesung Analysis I ausfiihr-
lich untersucht. Sie sind Abkommlinge der Exponentialfunktion, die Mutter vieler
interessanter Funktionen. Ihre Eigenschaften setzen wir als bekannt voraus.

1.3.6. Definition (Euler). Sei z € C. Definiere
_ _ 1 . _
sinz = 5(6” —e ), cosz= 5(6” +e %),
1
sinhz = —(e* —e®), coshz=—=(e+¢e77).
2 2
Es folgt (durch Einsetzen der Potenzreihen—Darstellung von e und e~%)

[eS) _1)
sinz-Z(( ) 22 cos

2n+1)!

: _ = 1 2n+1 _ = 1 2n
smhz_§7(2n+1)!z coshz—;mz
Alle diese Reihen haben Konvergenzradius oo, da die Exponentialreihe Konver-
genzradius oo hat.
Die Definition impliziert sofort

e¥ =cosz+1isinz.



13

Dies ist i.A.nicht die Zerlegung in Real- und Imaginérteil von e¢**. Wenn aber ¢ € R,
so gilt cos ¢, sin p € R und wir erhalten die Eulersche Formel (1.2):

(1.11) €' = cosp +ising, wobei cos ¢ = Re €™, sin p = Im ™.

1.3.7. Satz. Die Exponentialabbildung exp : C — C* ist eine surjektive und peri-
odische Abbildung mit Periode 2mi. Fiir z € C* gilt exp~'(2) = log || + i Arg(z) =:
Log(z). Die Einschrdnkung exp : {z : —m < Imz < 7w} — C* ist stetig und bijektiv.
Deren Umkehrung, gegeben durch

log:C* = {z:—r<Imz<7}, zrloglz|+iargz,
ist stetig auf C_ und unstetig auf R_. Fiir alle reellen Zahlen a € R_ gilt

lim log(z) = log(a) = log|a| +im, lim log(z) = log|a| —ir ,
Im 2>0 Im 2<0

d.h. log macht beim Uberqueren der negativen reellen Achse einen ,,Sprung von 2mi*.

1.3.8. Definition.

(a) Sei z € C*. Eine Zahl w € exp~!(z) (d.h.eine Zahl, die die Gleichung ¢* = z er-
fiillt) heilt ein Logarithmus (oder Wert des Logarithmus) von z. Die Zahl log(w)
ist ein Logarithmus von z und hei3t Hauptwert des Logarithmus von z.

(b) Eine stetige Funktion [ : G — C in einem Gebiet G C C* heil3t Logarithmus-
funktion oder Zweig des Logarithmus in G, wenn gilt ¢/*) = 2 fiir alle z € G,
d.h. wenn [ eine stetige Umkehrung von exp ist. Die soeben eingefiihrte lokale
Umkehrung

log:C_ = {z:—nm<Imz <7}

ist stetig und heil3t Hauptzweig des Logarithmus. Sie ist eine komplexe Fortset-
zung des gewoOhnlichen reellen (natiirlichen) Logarithmus log : R, — R.

1.3.9. Bemerkung. Aus Sicht der reellen Analysis ist die Abbildung exp : C — C*
ein lokaler ¥ Diffeomeorphismus und sogar eine Uberlagerung. Die Abbildung
log: C_ — {z: —m < Imz < 7} ist eine ¥ lokale Umkehrung von exp.

2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

2.1. Definition und erste Eigenschaften.

2.1.1. Definition. Sei D C C offen. Eine Funktion f : D — C heil3t komplex
differenzierbar in z, € D, wenn

, d ) z) — f(z
(2.1) f'(20) == —f(zo) = lim J&) = =)

in C existiert.
dz z=z20 2 — 20

Diese Zahl heilst dann die (komplexe) Ableitung von [ in z,. Die Funktion [ :
D — C heil3t holomorph in D, falls f komplex differenzierbar in allen Punkten
z € D ist; f heilst holomorph in z; € D, wenn f holomorph in einer offenen
Umgebung von z ist.
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Diese Definition erhalten wir durch Ubertragung der Definition der Differen-
zierbarkeit in einer reellen Verdnderlichen. Auf gleiche Weise wie in der reellen
Analysis zeigt man:

2.1.2. Lemma. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
() f ist komplex differenzierbar in z,
(ii) Es gibt A € Cund p : D —» C mit lim,_,,, 2% = 0 und

z—z0

f(2) = f(20) + Az = 20) + p(2)
(i) Es gibt L € £(C,C) mit f(z) = f(z0) + L(z — 20) + o(|z — 20]), 2 = 20
In diesem Falle gilt f'(zy) = A und L(v) = f'(zo) - v fiir v € C.

Dabei bezeichnet .4 (C, C) den Raum der C-linearen Abbildungen von C nach C.

Seinun f : D — C, z = v + iy — f(2) = u(x,y) + iv(z,y), wobei u = Re f
und v = Im f. Wir identifizieren f mit einer Funktion f : D C R? — R?, (z,y) —
((z,9),v(z,y)):

—f(2)

CoD C
zw(x,y)l le(rvy)
R?2> D R2

(z,y) = (u(z,y),v(z,y))
Die Funktion f heil’t reell-differenzierbar, wenn L € % (R? R?) = %(C, C) exis-
tiert mit f(z) = f(20) + L(z — 20) + o(|z — 20]), 2 — 2. Die Abbildung L ist das Dif-
ferential von f in 2, und wird bezeichnet mit L = df (2). Ist f reell-differenzierbar
in 2y, so existieren die partiellen Ableitungen

0 0 0 0 0 0
) = Golan) i), () = 5 )+ i ().

und of o7
df(Z(]) = %(Zo) dx + a—y(Z'Q) dy .

Dabei sind
dr,dy:C — C, de(z) =de(x+iy) =x, dy(z)=dy(z+iy)=vy.
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4. VORLESUNG, 03.05.2017

2.1.3. Satz. Sei D C C offen, f : D — C und zy € D. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(i) [ ist komplex-differenzierbar in z,
(i) f ist reell-differenzierbar in zy, und df (z) ist C-linear,
(iii) f ist reell-differenzierbar in z, und erfiillt zusdtzlich die Cauchy-Riemann-
Gleichungen:

(2.2) ZL () +i=—(2) =0

d.h.

ou  Ov ou ov
2. - = T 7
(2:3) or 0Oy Oy Ox

In diesem Falle gilt

(2.4) df (z0)(v) = f'(20) - v, fiirveC.

Beweis: (i) <= (ii) ist klar, da Z(C,C) C Z(C,C).
Zu (ii) <= (iii): df (z0) € Z(C,C) <= I N € Cmit df(z)(2) =A-z<== I e C
mit

df () -1 =X\, df(z)-i=i\.

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

C Z Az C

Wir wissen aus Analysis II, dass 2L (z) = df (2) - e; und Z(zg) = df (%) - €2, wobei
e; = (1,0) und e; = (0,1). Durch den Isomorphismus R?* = C, (z,y) — z + iy
werden e; und e, auf 1 und 7 abgebildet. Es folgt



16

S %@%o\)
g, 4 fzy
~"]
df(z)

Also df (z9) € Zc(C,C) < (2.2). Wenn wir Realteil und Imaginérteil von (2.2)
betrachten, erhalten wir (2.3). O

Ist f/(2) # 0 so ist die lineare Abbildung df(z) : R?> — R? eine Ahnlichkeitstrans-
formation: sie entspricht eine Streckung mit dem Faktor |f/(z,)| zusammengesetzt
mit einer Rotation von Winkel arg f/(z).

Sei D C C offen, f : D — C reell-diffbar in 2, € D. Das Differential von f in z, ist

df (z9) = %(zo)dx + g—;j(zo)dy € 4(C,C)

wobei %z (C, C) der C-Vektorraum der R-linearen Abbildungen von C nach C ist.
Z&(C, C) ist 2-dimensional mit Basis {dz, dy}.
Betrachte die folgenden Unterrdume:

Zc(C,C):={¢:C— C: ¢ C-linear}
Z:(C,C):={¢:C— C: ( C-antilinear}

(¢ C-antilinear : <= ¢ R-linear und /(\z) = \{(z) fiir \, z € C)
Eine Basis in .%¢(C, C) ist {dz},dz = dx + idy, und eine Basis in .Z=(C, C) ist
{dz},dz = dx — idy. Es gilt

%(C,C) = %(C,C) ® Z(C,C) .

Zul € %4(C,C), ¢ = adx + bdy, gibt es eine eindeutig bestimmte Zerlegung
(=10, +{;mitl € Z:(C,C), , € Z(C,C):

Wegen

dz+dz
= ,

J :dz—dE

du 4 2%

dz+dz  dz+dz
+b——
2 21
1 , 1 N
= a(a —ib)dz + a(a +1ib)dz .

. . J/
—~ ~~

=1 =2

{=adr+bdy =a
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Fir ¢ = df(20),a = g—ﬁ(zo),b = a—f( o) folgt die Zerlegung in C-lineare und C-
antilineare Komponenten von df (z ):

df (z0) = gf(zo)dz + gf(ZO)dZ
wobei
of _1(of ofy of _1/0f Of
(2.5) 3, = (%‘a_y)’ 0z _(%+6_y>

Wir erhalten erneut:

fist C-differenzierbar in zy, <= f ist R-differenzierbar in zy & df (2¢) ist C-linear
< f ist R-differenzierbar in z; & die C-antilineare

Komponente von df (z,) verschwindet

of

< f ist R-differenzierbar in z, und 8_( 29) =0

(Cauchy-Riemannsche-Gleichungen)

Ist f komplex-diferrenzierbar, so gilt nach (2.2), (2.5)

26) O (o) = XL (o) = )1 = f'(z0)

Wenn wir z und 7 als Variablen betrachten und eine Funktion
z2+z z— 2)

ey = (55
nach z und Z mittels Kettenregel ableiten, erhalten wir die Formel (2.5). Dies

bedeutet, dass wir g 8f
0z’ 07

durch formelles Differenzieren nach den Variablen z

und Z erhalten.
Dies erleichtert viele Rechnungen. Z.B.

-1

%z =nz""", £z =0.
d, , O _
8z| z|* = aZ(zz) Z.

Die Variablen z und Zz sind sicherlich abhédngig voneinander, aber beim Differen-
zieren nach den konjugiert komplexen Variablen z und z darf man so tun, als ob
z und Z unabhédngige Variable seien. Die Cauchy-Riemannsche-Gleichungen kann
man so deuten: Holomorphe Funktionen sind unabdngig von Z und hingen nur
von z ab.

Einige leichte Folgerungen aus Def. 2.1.1:
2.1.4. Folgerung. Ist f komplex-differenzierbar in z,, so ist f stetig in z.

2.1.5. Folgerung. Ist D ein Gebiet, f : D — C holomorph mit f'(z) = 0, fiir alle
z € D, so ist f konstant.
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Beweis: f holomorph = f reell-differenzierbar und df(z) = f'(z)dz = 0, fiir alle
z € D. Nach dem Konstanzkriterium (Skript 9.4.2; Konigsberger 2, Kap. 2, §2.2.)
ist f konstant. O

Zusatz. Sei D C C offen, f : D — C eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) f lokal-konstant (d.h. konstant in jeder Zusammenhangskomponente),
(ii) f holomorph und f'(z) = 0 fiir alle =z € D.

Auf vollig gleiche Weise wie im Reellen beweist man den folgenden Satz.

2.1.6. Satz (Rechenregeln fiir die Ableitung). Seien f, g : D — C komplex-differenzier-
bar in zy € D. Dann sind f + g, A\f (A € C), fg und falls f'(z9) # 0 auch 1/ f in 2,
komplex-differenzierbar und es gilt:

(f+9)(20) = ['(20) +9'(20) , (Af)(20) = Af'(20)

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + [(20)9'(20)
1y o J(=0)
(f) ) =~ )
2.1.7. Beispiel.

(i) f:C—C, f(2) = 2" (n € N) ist holomorph, (2") =nz""!, 2 € C.

(ii) Polynome P : C — C,P(z) = a,2" + ... + a1z + ap, sind holomorph, und
P'(z) =na,z" ' +...+ay, z € C.

(iii) Eine rationale Funktion ist definiert als Quotient zweier Polynome
P,QeC[z,Q#0: R:C\{z:Q(z) =0} = C, R(z) = 53,

R ist holomorph auf seinen Definitionsbereich.

(iv) Sei Z a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

n>0
Sei P: Br(0) —» C, P(2) = Z a,z". Dann ist P holomorph und es gilt
n=0
P'(z) = (Z anz”> = Z(anz")’ = Znam"’l , d.h.
n=0 n=0 n=1

eine Potenzreihe darf im Kovergenzbereich gliedweise differenziert werden.
Beweis: Sei z, € Br(0). Wahle p < R mit 2z, € B,(0). Wir stellen fest:

e Die Funktionenreihe Z a,z" konvergiert in B,(0).
n>0
e Die Reihe der Differentiale

Z d(a,z") = Z na,z""tdz = (Z nanz”’1> dz

n>0 n>1 n>1

konvergiert gleichmélig in B,(0), da Z na,z""' Konvergenradius R hat.

n>1
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Daraus folgt, dass P reell-differenzierbar in B,(0) ist, also auch in z, und

dP(zp) ist deshalb C-linear, P ist komplex-differenzierbar und P’(z;) = Z nanzy .
n=1

O
(v) Nach (iv) sind exp, cos, sin : C — C holomorph und gilt fiir alle z € C:
/ _ 001 n,_oonnfl_oo anl _
exp(z)-(nz:%n!z> —;n!z —;(n_l)!—exp(z)
) e (_1)n22n ! > (_1)nz2n71 OO (_1)n+1z2n+1 )
cos'(z) = — | = - = — = —sin(z
o= (L) L -y S e
und analog

sin’(z) = cos(z)

2.1.8. Satz (Kettenregel). Seien D, G C C offen. Sei f : D — G komplex-differenzierbar
in zo € D, g komplex-differenzierbar in zy € D, g komplex-differenzierbar in w, =
f(z0) € G. Dann ist g o f komplex-differenzierbar in z, und gilt

(g0 ) (20) = g'(f(20)) - ['(20) ]

Insbesondere ist g o f holomorph, wenn f und g holomorph sind.

Beweis: go f ist reell-differenzierbar und d(go f)(zy) = dg(wo)odf (zp) (Kettenregel
fiir Abbildungen R? — R?, siehe Skript 9.1.8 oder Kénigsberger 2, Kap. 2, §3.1).

Nun sind dg(wp) und df(zy) C-linear, also auch d(g o f)(z)) = g o f komplex-
differenzierbar. Auferdem ist df(z,) die Multiplikation mit f'(z), dg(w,) die Mul-
tiplikation mit ¢'(wy), also dg(wp) o df (zp) die Multiplikation mit ¢'(wy) - f'(29), d.h.
d(go f)(20) = dg(wo) odf (z0) = ¢'(wo) - f'(20) dz. Aber d(go f)(z0) = (go f) (20) dz.
Es folgt (g o f)'(z0) = ¢'(wo) - f'(20)- 0

2.1.9. Satz. Seien D,G C C offen, f : D — G, so dass

(i) f holomorph,
(i) f Homoomorphismus, und

(iii) f'(z) # 0 fiir alle z € D.

Dann ist auch f~! holomorph und | (f~')'(w) =

fiir alle w € G.

Beweis: Seiw € G fest, zo := f~!(wy). Sei (w,) eine Folge in G, w, — wy, n — 00
und w,, # wy. Dann gilt 2, := f~1(w,) = f~1(wy) =: 2o und z, # 2. Deshalb

w,) — f - 1 1

n—o0 Wy, — Wy n—o0 f(zn) — f(zo) n—oo f(zn)—f(20) - f’(zo) '
z—20

Die Folge (w,) ist beliebig = Behauptung. O
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2.1.10. Beispiel. Sei ¢ : D — C eine Logarithmusfunktion. Dann ist / holomorph
und es gilt

E’(z):1 firallez € D .
z

2.1.11. Definition. Eine Abbildung f : D — D zwischen zwei offenen Mengen
heilt biholomorph, falls f bijektiv ist und f, f~! holomorph sind. Zwei offene
Teilmengen D, D C C heifen biholomorph dquivalent, falls eine biholomorphe
Abbildung f: D — D existiert.



21

5. VORLESUNG, 08.05.2017

2.2. Komplexe Kurvenintegrale.

2.2.1. Definition. Eine (parametrisierte) Kurve ist eine stetige Abbildung

v : la,b] = C; 7v(a),v(b) heilen Anfangspunkt und Endpunkt von ~,

|7] :=={7(t) : @ <t < b} heildt Trdger oder Spur von .

Seien ~; : [a1,b1] — C, 75 : [ag,by] — C Kurven, so dass der Endpunkt von
der Anfangspunkt von =, ist, 71(b;) = 72(az). Die zusammengesetzte Kurve ist
Y1 %2 1 ar, by + by —as] — C,

t , t€lay,b
oy [ 01,0
Yolag — by +1) , t € [by,by + by — ay)

Eine Kurve heil3t stiickweise €', wenn man sie in endlich viele ¥'—Kurven zerle-
gen kann, d.h. wenn gilt v =y, ... %7, und 71,...,7%, sind €*'~Kurven.

Ist v : [a,b] — C eine Kurve, so heilt v~ ! : [a,b] — C, v 1(t) = y(a + b — t) die
umorientierte Kurve.

2.2.2. Beispiel. (i) Fiir z,w € C sei [z,w] die Kurve v : [0,1] — C, ~(t) =
(1 —t) 2 + tw, d.h. die Strecke von z nach w. Es ist [z, w] ™' = [w, 2].

Fir 21, 29, . . ., 2z, bezeichnen wir mit [zq, 2o, .. ., 2] = [21, 22] %[22, 23]*. . *[Zm_1, 2m]
den Streckenzug von z; nach z,, iiber z,, . . ., z,,_;. Ein Streckenzug der Form |21, z5]*
[29, 23] * |23, 21| heildt Dreieckskurve.

z3

z29

21
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(ii) Seien zy € C, r > 0. Dann definiert 7 : [a,b] — C, y(t) = 2y + re einen
positiv orientierten Kreisbogen. Wenn b = a + 2kw mit k € N ist, so wird der Kreis
{z € C: |z — 2| = r} genau k-mal durchgelaufen.

Wir schreiben 0B, (z) fiir den positiv orientierten Kreis v : [a,a + 27] — C,
Y(t) = 2z + ret.

Kurven sind Abbidungen v : [a,b] — C, der Tréager |v| ist eine Teilmenge von C.
Man muss zwischen Kurve und Trager unterscheiden. Zum Beispiel haben ~;, s :
[0,27] = C, 11(t) = z9+re®, yo(t) = 2z +re* denselben Trager (der Kreis {z € C :
|z — 20| = r}) aber vy # 9 falls k # 1. Bei v, wird der Kreis einmal durchgelaufen,
bei v, wird der Kreis k—mal durchgelaufen.

2.2.3. Definition. Fiir [ : [a,b] — C stetig, f = u + iv, setze

/f dt—/fdt—/ )dt+z/ab (t) dt

2.2.4. Lemma. Fiir f, g : [a,b] — C stetig gilt:

(i)
b b b b b
/(f—l—g)dt::/ fdt+/ gdt,/()\f)dt:)\/ fdt, A € C,
(i)
b b
dt| < dt < (b —
[yt i< supig)- 0 -

(iii) Sei F' : [a,b] — C mit F'(t) = %(t) = f(¢) fur alle ¢ € [a,b)].
Dann gilt

/ b fdt = F(b) — F(a).

(iv) fo — [ gleichmdpig in [a,b] = [* fodt — [7 fdt (n-soo).

Beweis:
Zu (ii): Sei z := ff fdt. Ist = = 0, so ist (ii) klar. Falls z # 0, schreibe z = |z|e?,
also
b b b b
|2| = ze™"¢ :/ fe "#dt = Re/ fe "edt :/ Re(fe ")dt §/ | f|dt
a a a — a

<[fe~*|=|f|
Zu (iii): Hauptsatz fiir Real- und Imaginarteil.
0

2.2.5. Definition. Sei~ : [a,b] — C ein ¢'-Kurve, f : |y| — C stetig. Das Kurven-
integral von f langs - ist

@7 / f(z)dz = / fdz = / F) ) d

Dabei ist die Ableitung von «(t) = x(t) + iy(t) definiert durch +'(¢t) = 2/(¢) + iy (¢).
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Das Integral nach Bogenldnge von f ist definiert durch

/ fldz] = / SO (1)t

Die Ldnge der Kurve ~ ist

() = / i = [ 0t

Ist v eine stiickweise €'-Kurve, v = ~; * ... * v,, eine Zerlegung in ¥'-Kurven,
f: |v| — C stetig, setze

(2.8) Lfdz::LIfdz+...+/ymfdz.

Dieser Wert ist von der Zerlegung unabhingig.

Zusammenhang mit reelen Kurvenintegrale: die Formel (2.7) ist eigentlich das
Kurvenintegral der 1-Form f(z) dz = (u+iv)(dz+idy) = (v dr—v dy)+i(v dz+u dy)
wie sie in Analysis III eingefiihrt wurde. Dort ist das Kurvenintegral einer 1-Form
w = pdr + qdy langs v(t) = z(t) + iy(t) definiert durch fww = f: ~v*(w), wobei
Y (w) = p(y(t)x'(t) dt + q(y(t))y'(t) dt der Pullback von w durch -~ ist. Es gilt also
¥ (fdz) = f(4(t))y'(t) dt und (2.7) lautet [ fdz:= [} 7*(f d2).

2.2.6. Definition. Sei D C C eine offene Menge und f : D — C eine Funktion.
Eine Funktion f : D — C heilst Stammfunktion von f, falls F' holomorph ist und
F'(z) = f(z) fur alle z € D.

2.2.7. Lemma.
(i) Beide Typen von Integralen sind linear, z.B.

Afi+A dz = A dz + A dz.
[{(1]01 2f2) dz 1fyf12 zfyf22

(ii) Formel (2.8) gilt auch, wenn 7, . . ., ,, nur stiickweise € sind.

(ii)) Invarianz gegeniiber Parametertransformationen: Sei 7 : [o, 3] — [a,b]
bijektiv und stetig differenzierbar, so dass 7'(s) # 0 fiir alle s € |«, 5] (Parameter-
transformation) und sei v : [a, b] — C eine ¢'~Kurve. Dann gilt:

//Odez://sgn(T')fdz.
/Tlfdz:—/wfdz.

Insbesondere
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Beweis: Zu (iii):

/ fdz = / “(Foronis)- (yor)(s)ds

B 7(B)
- / (f o) (r() 7 ((s)) /() ds — / (f om)(t) -+ (t)dt
o et et aiidals

M —tJr(a)

= sgn(r') / (f o 7)(t)/(t) dt = sgn(r") / fd-

weil / "@ [ [” falls 7 wachsend d.h. 7/ > 0
. [# =~ [? falls 7 fallend d-h. 7' < 0 .

(a)
U

2.2.8. Satz (Zusammenhang zwischen Stammfunktion und Kurvenintegral).
Ist f stetigin D, F : D — C Stammfunktion von f, so gilt

2.9) / f(2)dz = F(y(b)) - F(7(a))

Insbesondere gilt fiir jede geschlossene stiickweise ¢ *—Kurve:

Lf(z)dzzo.

Hat eine stetige Funktion f : D — C eine Stammfunktion, so hdngt das Kurvenin-
tegral von f(z)dz nur von Anfangs— und Endpunkt der Kurve und nicht vom Ver-
lauf der Kurve ab, d.h. sind 1,7 : [a,b] — D stiickweise €'~ Kurven mit v,(a) =

Ya(a), v1(b) = 12(b), so gilt
dz = dz.
[/1 f ) [/2 f :

Diese Eigenschaft heifst Wegunabhdingigkeit des Kurvenintegrals von fd-.

Beweis:
[ #az= [ sowma = [ e Fod
d

b
_ / Z(F o) (1) dt = F(y(b) = F(x(8))
nach 2.2.4. =

2.2.9. Satz (Standardabschatzung fiir Integrale). Sei [ stetig auf dem Trdger der
stiickweisen ¢’ '~Kurve ~. Dann gilt:

(2.10)

[t < [ 171021 <sup 5100,

1
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Bewelis:

V(o) dt] < /|f ECCE

i, I7]]dz

fdz‘ =
N

<smﬂfwy\/lv )] dt

tela,b]

= sup [ f(z)[ £(v

z€ly|

O

2.2.10. Satz (Schankensatz). Sei f € 0(D) und z,w € D mit [z,w] C D. Dann
gilt:
[F(2) = f )] < N Nl |2 = wl.

Ist K C D eine konvexe Menge, so gilt:
() = F)| < | lllz —w|, fir alle 2w € K.

Beweis: Nach (2.9) gilt
ﬂd—f@%=[}f@ﬂz

und wir wenden die Standardabschétzung fiir Integrale (2.10). O

2.2.11. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C
stetig. Dann sind dquivalent:

(i) f besitzt eine Stammfunktion,
(ii) f,y f(z)dz = 0 fiir jede geschlossene stiickweise € '~Kurve,
(iii) das Kurvenintegral von fdz ist wegunabhdngig.

Zusatz. Ist das der Fall, so ist eine Stammfunktion durch

_ / () de = /Z:f(é) a

gegeben, wobei z, beliebig und fest ist und -y, eine beliebige stiickweise ¢ '—Kurve von
2o nach z in D ist. (z.B. ein Streckenzug; existiert stets, da D ein Gebiet ist).

Beweis: (i)=-(ii) folgt aus Lemma 2.2.7(iv).
(ii)=>(iii) Seien v, § Kurven mit demselben Anfangs- und Endpunkt. Dann ist y§~!
geschlossen und

0:/*51 dz—/f dz+/f dZ—/f dz—/f

(iii)= (i) Sei w € D beliebig, fest. D offen = 3 p > 0: B,(w) C
Sei v, ein Streckenzug von 2, nach w in D. Dann ist v, * [w, ] ein Streckenzug
von 2y nach z in D fiir alle z € B,(w).
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Yw

20

Es folgt
F@w:/ o

/f ic+ [ o) dc

[w,z]

=Pﬁw+fwwz—w)k/(ﬂo—fwwda<h(/dﬁzz—w-

[w,z] [w,z]

fstetiginw=Ve>036¢€ (0,0) Vz € Bs(w) : |f(2) — f(w)| <e.
Wegen der Standardabschatung 2.2.7(v) gilt:

’/[w Z}(f(C) - f(w))dc” < s/{w , d¢| = |z — w)

F(z) = Fw)

und daher
.
lim ———=— = f(w)

also ist I komplex-differenzierbar in w und F’'(w) = f(w). O
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2.2.12. Beispiel. Die Funktion f : C* — C, f(z) = < hat keine Stammfuntkion,
da

d
(2.11) / Y _oni.
dB1(0) #

Hitte f eine Stammfunktion, so wéare das Integral Null. 4
Die Formel (2.11) folgt aus der Definition des Integrals:

d 27 - it
/ —Z:/ “_dt = 2mi.
8B1(0) # o ¢

Die Funktion f hat aber eine Stammfunktion auf C \ {re® : r > 0} fiir alle ¢ € R,
namlich Zweige des Logarithmus. Das Integral (2.11) héngt eng mit der Unstetig-
keit des Logarithmus zusammen. Wir konnen ndmlich mit Hilfe der Stammfunkti-
on log rechnen

ei(m—e)
/ dz = lim d = lim (log e (™5 _og ei(’”ﬁ))
831(0)

z e—0 ei(—mte) Z e—0
= llLI(l] (i(r —e) —i(—7 +¢))

= 21

Das Integral ist also genau der Sprung des Logarithmus beim Uberqueren des ne-
gativen reellen Achse.

2.2.13. Definition. Ein Gebiet D C C heil3t Sterngebiet, wenn es 2, € D gibt, so
dass fiir alle z € D gilt [z, z] C D.
Wir sagen, dass D Sterngebiet bzgl. z, ist oder z, ein Zentrum von D ist.
(i) Jede komplexe offene Menge ist Sterngebiet. Dabei ist jeder Punkt der
Menge ein Zentrum.
(i) C_ ist Sterngebiet (aber nicht konvex). Die Zentren von C_ sind alle z €
R,.
(iii) C* oder ein Kreisring sind nicht Sterngebiete.

2.2.14. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale in Sterngebieten). Sei D C C ein
Sterngebiet bzgl. zy € D, f : D — C stetig. Aquivalent:

(i) f besitzt eine Stammfunktion,
(i) [,, f(z)dz =0 fiir den Rand OA jedes Dreiecks A C D mit z, als Ecke.
(iii) Das Kurvenintegral von fdz ist wegunabhdngig. Ist das der Fall, so ist eine
Stammfunktion durch

F:D—C, F(z)= f(¢)dc

[ZOVZ]

gegeben.

Beweis: Analog zu 2.2.11. In (iii)=-(ii) setze v = [z, 2] O
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2.3. Der Cauchysche Integralsatz. Unser Ziel ist zu zeigen, dass eine holomor-
phe Funktion f in einem Sterngebiet die Beziehung fy f(2)dz = 0 erfiillt, fiir alle
geschlossenen stiickweisen ¢'-Kurven. Insbesondere besitzt f Stammfunktionen.

2.3.1. Lemma (von Goursat). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C holomorph in D.
Dann gilt [, f(z)dz = 0 fiir den Rand OA jedes abgeschlossenen Dreiecks A C D.

Beweis: Hier betrachten wir auf dem Rand eines Dreiecks stets die Orientierung
gegen den Uhrzeigersinn. Sei A C D ein Dreieck. Setze a := | [, f(2) dz|. Seien
AW AP AB) AWM die vier Teildreiecke die aus A durch Seitenhalbierung hervor-
gehen.

-«

Ne N

e

"V

Dann ist
4

fdz = Z fdz.

GIN = Jonw

(Die Integrale iiber gemeinsame Seiten heben sich wegen der umgekehrten Orien-
tierung auf.) Sei A, dasjenige der Dreiecke AU), fiir das der Betrag des Integrals
maximal wird. Daraus folgt

a<4-’ » f(z)dz}

Durch wiederholte Anwendung dieses Teilungsprozesses erhalten wir Dreiecke

A, Ag,... mit ADA;IDAD... (%)
und a < 4"|faAn f(2)dz], €(0A,) = 5= €(0A), diamA, = 27"diamA,n € N.
Die Mengen A, sind kompakt. Aus (x) = Jz; € D mit 2z, € ﬂnZI A,. fistin z
komplex-differenzierbar, daher gibt es ¢ : D — C mit lim ¢(z) = 0 und

Z—r20

f(2) = f(z0) + f(20)(z = 20) + ¢(2) (2 — 20) -
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Zue > 0 gibt es 6 > 0 mit |p(z)| < ¢ fiir alle z € Bs(z,). Da 0A,, geschlossen sind,

gilt:
/ dz=0 |, / (z—20)dz=0
0A, 0An

= f(2)dz = f(20) /Mn dz + f’(zo)/ (2 — 20) dz + /M” 0(2)(z — 20) dz

0An 0An
[ o) d:
0An

Wegen z, € A, diam A,, — 0 gilt A,, C Bs(z) fiir grolles n € N. Wir erhalten

ZGAn

a <4 }/ gp(z)(z—zo)dz‘ <A™ e sup |z — 20| - (OA,)
0A,

1 1
=4".¢-diam A, ((0A,) =4" - - o diam A2—n L(0A,)
=c-diamA - ((0A)
Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt o = 0. O
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Der Diameter einer Teilmenge A C X ist definiert

durch diam A := sup{d(a;,as) : a1,a2 € A}. Fiir ein Dreieck in der Ebene ist der
Diameter gleich die Lange der ldngsten Seite.

Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum und K,, n € N, eine Folge nichtleerer kompak-
ter Mengen, so dass K, C K, fiir alle n € N. Dann gilt (. K, # 0.

Zum Beweis: Sei z, € K, beliebig gewahlt. Die Folge (z,),>1 gehort zur kom-
pakten Menge K. Wegen Folgenkompaktheit von K3, hat (z,),>1 einen Haufungs-
punkt z; € K. Fiir alle m € N ist dann z, einen Haufungspunkt der Folge (z,),>m
in K,,. Da K, abgeschlossen ist, so gilt zy € K,,, also zy € (e K-
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2.3.2. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete). Sei D C C ein Sterngebiet
und f : D — C holomorph. Dann gilt f7 f(2) dz = 0 fiir alle geschlossenen stiickweise
¢'—Kurven in D. Insbesondere besitzt f eine Stammfunktion in D.

Beweis: Folgt aus Lemma von Goursat 2.3.1 und Hauptsatz tiber Kurvenintegrale
in Sterngebieten 2.2.14. O

2.3.3. Satz (Cauchysche Integralformel). Sei f : D — C holomorph in der offenen
Menge D. Wenn

(2.12) B, (z) C D

ist, so gilt :

(2.13) f(z) = 2%” - )%d(, fiir z € B,.(2)

Beweis: Sei z € B,(z) gegeben. Wegen (2.12) gibt es p > r mit B,(z) C D. Sei
C, die durch Pfeile

1Sy

9B,(20)

0B, (z)

angeordnete Kurve, wo der kleine Halbkreis um 2 den geniigend kleinen Radius
0 > 0 hat. Entsprechend ist C, konstruiert durch Spiegelung um zyz.

Sind S}, S, senkrechte Halbgeraden zu Z;z durch 2, so sind H; = B,(z) \ 5;
Sterngebiete (j = 1,2). Die Funktionen H; > ( — g sind holomorph und

fc- g d¢ =0, j = 1,2, nach 2.3.2 Wir addieren beide Integrale und dabei zer-
legen wir sie in Strecken- und Halbkreisintegrale. Die Anteile iiber die Strecken

heben sich wegen der verschiedenen Orientierungen auf:

8Br(20) 8B5(Z)
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2

[ QK[ Iy /O%f(2+5e“)dt

(—z (—z det
0B (z0) 9By (2) 0
2 2
= z/[f(z + 8e™) — f(2)] dt—i—i/f(z)dt ,
30 (5-0) —omi f(2)
weil
2m )

}/ [f(z+ de™) — dt}<tmoazx |f(z+6e") — f(2)]-2m — 0, §—0.

0 €[0,27]

O

2.3.4. Definition. Sei 7 eine geschlossene Kurve in C und z € C\ |y|. Die Win-
dungszahl (Umlaufzahl) ist

" omi C
und gibt an, wie oft die Kurve v den Punkt z im positiven Sinn umlauft.
Als Beispiel betrachte
v:[0,2n] = C, y(t)=e* ke€Z ~ n(y,0)=k.
2.3.5. Satz. Es gilt n(v, z) € Z.

Beweis: Zerlege a = ¢y < ¢ < ... < ¢ = b, 50 dass vy, := V|(e, 1.e] ¢ [Ch-1,C] =
Uk, wobei ein Zweig des Logarithmus ¢, : U, — C auf U, existiert. Dann gilt
Y= % ... %, und

amion(r,2) = 3 [ =2 = S M0r(@) — ()]

k=1 T (-2 k=1

= tnofen) = 60 ()) + 3 () =~ frar ()]

da fiir zwei Zweige (,, ¢, des Logarithmus gilt ¢ (2), {5(2) € log |z| +iarg z + 2miZ.
U

Der Beweis zeigt, dass 27i - n(v, z) die Gesamtdnderung des Argumentes langs der
Kurve ~ ist und n(v, z) gibt in der Tat an, wie oft ~(¢) insgesamt um den Punkt =
umléuft, wenn ¢ das Definitionsintervall von v durchlauft. Dabei werden Umlaufe
in Uhrzeigersinn negativ, im Gegenuhrzeigersinn positiv gerechnet.

2.3.6. Satz (allgemeine Cauchy-Formel). Sei D ein Sterngebiet, f : D — C holo-
morph. Sei ~y eine geschlossene stiickweise ¢"'~Kurve und z € D \ |vy|. Dann gilt:

n(r.2) " i C — z
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Beweis: Schreibe

R

(2)
v (—=2

FO—-f(2)

= (Fz
PR D (C, z = N
g — 9:(¢) {f’(z) =2

g. ist holomorph in D \ {z} und stetig in D. Das Lemma von Goursat und der
Cauchysche Integralsatz sind noch giiltig (siehe Ubungsblatt 4, 1a). Also

[ o-(0ac =0

v

Nach Definition ist

= 271 - n(7, z). Definiere

und das erste Integral in (x) verschwindet. O

Fiir v = 0B, (2) gilt

n z):{l , 2 € B.(2)
T’ 0, 2¢B(x),

also

L[S . {f(z) . € B,(x)
8BT/(a) ¢ 0 , 2z ¢ B.(20) .

2.3.7. Satz (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei D C C offen, f : D — C holo-
morph. Sei zy € D und p = d(zy,0D) := i%fD |2 — 20| > 0. Dann gilt
zZe

f(z) = Zan(z —2z)"  fiir alle z € B,(z) ,
n=0
wobei

(2.14) ay, = L/ L dz fiiralle r € (0,p) .
OBr(20)

 2mi (z — zo)t!

Beweis: Sei z € B,(z). Wahle r € (|z — 2/, p).
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Dann ist B,(29) C B,(%) und die Cauchysche Integralformel impliziert

1) 2m/<—

OBr(20)

Nun ist

Q) f(©) _ f(©)

(—z (—z20+tz—=z (C—Zo)(l—ﬂ>

¢—20

und |z — 29| < r = |( — 2/, also “ %0 < 1. Somit gilt

i z—2\" 1
¢ — 20 1=

n=0 ¢—=0

Diese Funktionenreihe konvergiert normal und daher gleichméRig fiir ¢ € 9B,.(2),

da .
|z — 20| |z — 20 \"
= und <00 .
; 2\

n=0

zZ— 20

¢—20

sup
(€0B, (Z())

Wir erhalten somit:

1 fO) ~—(z—%\"
f(z)—% / C—Zo' 0<C—Zo) “

n=

ZQL / %d@(z—zo)n

— ZO)
OBy (z0)

(Wir konnen Integral und Summe vertauschen wegen der gleichmél3igen Konver-
genz der Reihe.) O
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2.3.8. Folgerung. Sei D offen, f : D — C holomorph. Dann gilt:

(i) f ist beliebig oft komplex—differenzierbar, d.h. man kann induktiv definieren
f™ D — C,n €Ny durch fO = f, f8 = f, f0 = (f=1Y Insbeson-
dere sind alle Ableitungen f™ holomorph.

(i) Es gilt
A= (I
OB, (2)

fiir alle r € (0,d(z,0D)).  (Cauchy—Formel fiir Ableitungen)
(iii) f ist um jedes zo € D in eine Taylorreihe entwickelbar:

> f)
f(z) = Z fT('ZO)(z —29)"  fiir alle z € By(zy.00)(20) -
n=0 ’

Beweis: Nach 2.3.7 gilt Z an(z — z)", mit a, aus (2.14). Aus Beispiel 2.1.7(iv)

n=0
wissen wir, dass eine Potenzreihe gliedweise differenziert werden darf, also

f'(z) = Znan(z — )"t

fir alle z € B,(2). Dasselbe Argument induktiv angewendet zeigt, dass f unend-
lich oft komplex—differenzierbar ist und

FO2) =3 (k= 1) (k —n+ Dag(z — z)" "

fiir alle z € B,(2). Fiir 2 = z folgt f™ () = nla,, also a, = . O
n!

2.3.9. Bemerkung.

(i) Sei D c C offen. Eine Funktion f : D — C heif3t um den Punkt z, € D
in eine Potengzreihe entwickelbar, falls es p > 0 gibt und eine Potenzreihe

> an(z — 2)", so dass B,(z) C D und f(z) = > au(z — z)" fiir alle

n>0 n=0
2 € B,(2). Die Funktion f heilt analytisch, falls sie um jeden Punkt z, € D

in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Wir haben eben gezeigt:
f analytisch <= f holomorph.

(i) Die Reihe in (i) ist durch f eindeutig bestimmt, da a,, = = /" (z). Ist f
analytisch, so wird f durch seine Taylorreihe dargestellt.

(iii) Der Konvergenzradius der Taylorreihe von f kann echt grosser sein als der
Abstand d(zy, 9D) des Entwicklungspunktes zum Rand. Fiir den Hauptzweig
log : C_ — C hat die Taylorreihe in z; € C_, Re zy < 0, die Form




35
mit Konvergenzradius |zy| > | Im zy| = d(zp,0C_).

Der Satz von Morera is eine Umkehrung des Lemmas von Goursat und stellt ein
wichtiges Holomorphiekriterium dar.

2.3.10. Satz (Morera). Sei D C C offen, f : D — C stetig. Fiir jedes abgeschlossene
Dreieck A C D gelte

/ f(2)dz=0 (Morera—Bedingung).
oA

Dann ist f holomorph.

Beweis: Sei zp € D und r > 0 mit B,(zy) C D. B,(z) ist ein Sterngebiet und der
Hauptsatz {iber Kurvenintegrale fiir Sterngebiete behauptet, dass f eine Stamm-
funktion F' : B,(zy) — C besitzt. F' ist holomorph, also ist nach 2.3.8 auch F’ = f
holomorph. O

2.3.11. Satz (Zusammenfassung zum Holomorphiebegriff). Sei D C C offen und
f: D — C. Dann sind dquivalent:

(i) f ist auf D holomorph, d.h.in jedem Punkt = € D komplex—differenzierbar.

(i) f ist in jedem Punkt z € D reell-differenzierbar und erfiillt die Cauchy—
of

Riemannschen Gleichungen = 0.

(iii) f ist stetig und fiir jedes abgzéschlossene Dreieck A C D gilt die Morera—
Bedingung [, f(z)dz = 0.

(iv) f ist stetig und besitzt lokal eine Stammfunktion, d.h. zu jedem z € D gibt es
eine offene Umgebung U C D, so dass f|y eine Stammfunktion hat.

(v) f ist stetig und fiir jede Kreisscheibe B, (z,) C D gilt

1 f(©) .
S EACYAW B, (2) .
) =g [ Llac firzeBia)
OBy (20)
(vi) f ist analytisch in D.
Beweis:
(i)
]ISatz 2.1.2
(D
Goursy Y 2.1.6 (iv)
M
(v) 222 i) © (vi)
Cauchyformel Azreihenenmickungssatz
(v)
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Bemerkung. (i) Die Aussage " f holomorph =- f analytisch" zeigt deutlich, wie stark
sich reelle und komplexe Differenzierbarkeit unterscheiden: Im Reellen ist die Ab-
leitung einer differenzierbaren Funktion i.A.nicht einmal stetig, z.B.fiir f : R — R,
f(x) =a%sint, o #0, f(0) =0, ist f/ in 2 = 0 unstetig. Auch wenn f € ¢>(R),
muss f nicht analytlsch sein, z.B. fiir f : R = R, f(z) = e V**, 2 #£ 0, f(0) =0
gilt f™(0) = 0 fiir alle n und die Taylorreihe stimmt nicht mit f {iberein.

(ii) Fur den Aufbau der Funktionentheorie haben wir nur die Existenz der Ab-
leitung und nicht deren Stetigkeit benétigt. Wenn man in der Definition der Ho-
lomorphie die Stetigkeit der Ableitung voraussetzt, kann man den Cauchyschen
Integralsatz leicht mit Hilfe des Satzes von Gaul3—-Green (oder Stokes) herleiten:
Ist v = 02 der positiv orientierte Rand eines stiickweise glatt berandeten Gebiets
2 und f holomorph in einer Umgebung von (2, so gilt

/f dz_/f S“’kes/ d(f(=)dz) =0 .

=0, da f holomorph

2.4. Identitatssatz, Nullstellen und holomorphe Fortsetzung.

Bezeichnung: Fiir D C C offen setzen wir
O(D):={f:D—C : fholomorph } .

2.4.1. Satz (Identitdtssatz). Sei D Gebiet, f € €/(D). Dann sind dquivalent:
(i) f=0auf D.
(ii) Es gibt eine offene Teilmenge U C D, so dass f|y = 0.
(iii) Die Menge {z € D : f(z) = 0} hat einen Hdufungspunkt in D.
(iv) 3zo € D mit f™(z) = 0 fiir alle n € N,

Beweis: (i)=(ii)=(iii) klar. Zu (iii))=(iv):
Sei zy € D ein Haufungspunkt. Dann gilt f(z) = > a,(z — 20)", z € B,(2), mit
p = d(z,0D) und 3z, # 29, 2, — 2 mit f(z;) = 0. Ubungsblatt 4, Aufgabe 1(b)
= a, = 0,n € Ny. Aber a, = f™(z)/n!.
(iv)=-(i): Betrachte
Z={z€D: f"(z)=0fiirallen € No} = (| {z€D: f"(z) =0}.
neNy
f™ stetig = {z € D : f("(z) = 0} abgeschlossen = Z abgeschlossen (Durch-
schnitt von abgeschlossenen Mengen)
Seiw € Z. Dann folgt f(z) = 3> £20) (2 —w)" = 0 auf B,(w) mit p = d(w, D) =
B,(w) C Z = Z offen. Zudem z, e Z # 0, also D = Z, da D zusammenhéngend
ist. OJ
Haufig benutzt man den Satz fiir h — ¢ anstelle f, wobei h, g € O(D).
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Fiir die Giiltigkeit des Identititssatzes ist der Zusammenhang von D, der beim
Beweis der Implikation (iv) = (i) benutzt wird, wesentlich: ist z. B. D die Vereini-
gung zweier disjunkter Kreisseheiben By, B; und setzt man f(z) := 0 fiir z € B,
f(z) ;== 1fiir z € By, so ist f holomorph in D, sie hat die Eigenschaften (ii), (iii)
und (iv) aber es gilt f # 0 in D.

2.4.2. Folgerung (Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung). Sei D ein Gebiet,
A C D eine beliebige Teilmenge, A # (), mit mindestens einem Hdufungspunkt in
D. Sei f : A — C eine beliebige Funktion. Dann gibt es hochstens eine holomorphe
Fortsetzung F': D — Cvon f,d.h. F € O(D) mit F|4 = f

Beweis: Angenommen es gibt I, Fy € O(D), Fi|a = F»|4. Mit 2.4.1(iii) fir F; —
F2 fOlgt F1 EFQ in D. ]

2.4.3. Satz. Sei [ ein offenes Intervall in R. Dann gilt: f : [ — R ist analytisch <=
f besitzt eine holomorphe Fortsetzung auf ein Gebiet D C C.

n

Beweis: "=":
f reell-analytisch : <= Vz € I Je(z) > 0, so dass (z — e(z),z + £(z)) C I

und f(y) = icn(:c)(y — )" fir alle y € (z — e(z),z + ¢(x)), wobei ¢,(z) =

n=0
f™(x)/n!. Die Potenzreihe hat Konvergenzradius R = 1/lim {/|c,(x)|. Daher hat
die komplexe Potenzreihe > ¢, (z)(z — x)" Konvergenzradius R > ¢(x). Definiere

n>0
F,: B.py(z) = C ch (z —x)"

Setze D := |J B.(;)(x); D ist ein Gebiet. (Beweis?)
zel
Auf dem Durchschnitt zweier Kreisscheiben B.,,)(z1) und B.(,,)(x2) stimmen F, ,

F,, tiberein, da sie auf B.(;,)(21) N Be(z,)(22) N 1 mit f iibereinstimmen. Damit
ist F: D — C, F(z) = Fy(2) fir z € B.(;)(x), eine holomorphe Fortsetzung von
f. O

Die holomorphe Fortsetzung definieren wir durch Einsetzen der komplexen Va-
riable z in der Potenzreihendarstellung von f. Z. B. ist die holomorphe Fortsetzung
von f: R — R, f(z) = (1 + 2*)~", die Funktion

F:C\{£i} > C, F(2)=(1+2*)""

Die Existenz der imagindren Nullstellen von 2% + 1 = 0 erklért auch, wieso die
Entwicklung f(z) = > 7 ,(—2*)" um 0 nur fiir |z| < 1, jedoch nicht fir |z| > 1
giiltig ist: Auf dem Konvergenzkreis |z| = 1 von . ,(—2?)" liegen die singuldren
Punkte von (1 + 2%)7L. B

Auch den Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung

f() 1+37 Zanx—lCo
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in einem Punkt zy € R kann man leicht berenchnen, indem man der Potenzreihen-
entwicklungssatz fiir die komplexe Reihe F(z) = >, a,(z — x9)" anwendet. Der
Konvergenzradius ist ndmlich der Abstand von z, zum Rand von C \ {#i}, d. h.
zum {+i}. Das ist |z — i| = /23 + 1.
2.4.4. Definition. Ist A C X, wobei X ein topologischer Raum ist, so heif3t ein
Punkt p € A isolierter Punkt, wenn es eine Umgebung U von p gibt mit UNA = {p}.
Die Menge A heil3t diskret, wenn alle Punkte von A isolierte Punkte von A sind.

Es gilt:

A diskret <= A enthailt keinen Haufungspunkt von A.

A diskret und abgeschlossen <= A hat keinen Haufungspunkt.

Als Beispiel, die Menge A = {1 : n € N} ist diskret aber nicht abgeschlossen
in R bzw. C. Der einzige Haufungspunkt von A in R bzw. C ist 0 und 0 gehort
nicht zu A. Hingegen ist A = {1 : n € N} diskret und abgeschlossen in R, oder
{Rez > 0}.

2.4.5. Satz (Isoliertheit der Nullstellen). Sei D ein Gebiet, f € O(D), f # 0. Dann
ist die Menge der Nullstellen Ny = {z € D : f(z) = 0} diskret und abgeschlossen.

Beweis: Ware N, nicht diskret und abgeschlossen, so hétte N einen Haufungs-
punkt in D. Nach dem Identititssatz (2.4.1(iii)) wire f =0 4. O

Die Nullstellen reeller unendlich oft differenzierbarer Funktionen haben diese
Eigenschaft nicht: so ist die Funktion

exp(—m%) sin(%), x#0

f:R—=R, f(x):{o 0

in R beliebig oft differenzierbar und und der Nullpunkt ist Haufungspunkt der
Nullstellen --, n € Z \ {0}. Diese Funktion hat iibrigens die Eigenschaft, dass
f™(0) = 0 fiir alle n € Ny, aber f is nicht identisch Null.

Die Nullstellen holomorpher Funktionen f € &' (D) kénnen sich sehr wohl gegen
den Rand von D héaufen. So hat etwa die Funktion f € 0(C\ {1}),

f(z):sinzi, 2eC\ {1},

die Nullstellenmenge {2 : n € Z} mit Haufungspunkt 1.

Wenn man den Satz 2.4.5 auf die Funktion f — ¢ anwendet, wobei ¢ € C ist,
erhélt man die folgende Aussage iiber die Diskretheit der Faser.

Es sei D eine Gebiet und f € &/(D) nicht konstant. Dann ist fiir jede Zahl ¢ € C
die Menge f~!(c) der c-Stellen von f diskret und abgeschlossen in D (evtl. leer).
Insbesondere ist fur jedes Kompaktum K C D die Menge f~'(c) N K endlich,
speziell hat f hochstens abzdhlbar unendlich viele ¢-Stellen in D.

In der Tat, wire f~!(c) N K unendlich, so gébe es eine Folge von paarweise
verschiedenen Punkten in f~!(¢)NK. Solche Folge hitte, da f~!(c)NK kompakt ist,
einen Haufungspunkt in f~!(c) N K, was unmoglich ist, da alle Punkte von f~!(c)
isoliert liegen. Da jeder Bereich in C die Vereinigung abzdhlbar vieler Kompakta
ist, so folgt weiter, dass f~!(c) abzahlbar ist.
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2.5. Cauchysche Abschiatzungen, Satz von Liouville, Fundamentalsatz der Al-
gebra. Aus der Cauchy-Formel kann man mittels Standardabschétzung fiir Wegin-
tegrale die folgenden niitzlichen Abschitzungen fiir die Koeffizienten der Reihen-
entwicklung in einem Punkt herleiten. Es ist wichtig, dass die Koeffizienten durch
die Supremumsnorm der Funktion abschitzen lassen.

2.5.1. Satz. Sei D C C offen, f € O(D), B.(z) € D und
M(r) = sup [f].

8B, (z0)
Sei f(z Z an(z — zo)" die Potengreihenentwicklung von f um z,. Dann gilt:
n=0
M !
(2.15) la,| < ﬂ, 1f™(2)] < =M(r), neN.
rn Tn

Beweis: Der Potenzreihenentwicklungssatz 2.3.7 impliziert:

WL (ST

270 JoB, (s) (€ — 20)" T

Mit der Standardabschatzung (2.2.7 (v)) folgt

1 |f(O)l _ M(r)
lan| < — 5 ceaS;FzO T2y (0B (2)) = s
—_———

—=pn+1

=27r

O

2.5.2. Definition (Weierstrass). Eine Funktion f € O(C) heil3t ganze Funktion.
Eine ganze Funktion, die kein Polynom ist, heil3t transzendent.

Beispiele: Polynome, exp, sin, cos.

2.5.3. Satz (Satz von Liouville). Jede beschrdnkte ganze Funktion ist konstant.

[e.9]

Beweis: Die Taylorentwicklung f(z Z a,z" von f um 0 konvergiert iiberall in

C (Satz 2.3.7). Da f beschrénkt ist, gibt es ein M > 0,sodass |f(z)| < M fiir alle
z € C. Aus 2.5.1 folgt |a,| < X fiir alle r > 0. Da r beliebig gro werden kann,
folgt a,, = 0 fiir alle n > 1, d.h. f(2) = ay. O
Der Satz wurde nicht von Liouville publiziert, sondern von Cauchy (1844). Liouville hat
1847 einen verwandten Satz bewiesen: Eine elliptische ganze Funktion ist konstant.

2.5.4. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Ein nicht konstantes Polynom P € C|z]
hat eine Nullstelle in C.

Beweis: Ein Polynom p € C|[z] ist nicht konstant genau dann, wenn grad P > 1,
d.h. genau dann, wenn P(z) = a,2" + ...+ ap mit n > 1 und a,, # 0. (In der Tat,
P ist konstant, genau dann, wenn P’ = 0 auf C; andererseits ist die n-te Ableitung
von P(2) = ap 2" + ... + ag, P™(2) = nla,.)



Angenommen P(z) # 0 fiir alle z € C. Dann ist f : C — C, f(2) = —+

P(z)
holomorph und es gilt
1 1
|f(z)| = —0-—=0. |z = o0
27] - |9 + B 4+ ay an
f ist also beschrankt und konstant nach 2.5.3; folglich ist P konstant . O

Ein Korper K heil3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f € K|z
mit Koeffizienten in K und mit grad f > 1 eine Nullstelle in K besitzt. Der Fun-
damentalsatz der Algebra besagt, dass der Korper C algebraisch abgeschlossen ist.
Die Korper Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen, da z.B. z*> — 2 € Q|z]
keine Nustelle in Q hat, und z* + 1 € R[z] keine Nullstelle in R hat.

Aquivalent sind:

e K ist algebraisch abgeschlossen.
e Jedes f € K[X], grad f > 1 zerfdllt in Linearfaktoren: f = ¢ [[}_,(X — ),
n=grad f, ay,...,a, € K, c#0.

Sei K ein Korper, f € K[X], « € K Nullstelle ~» 3¢ € K[X]| mit f = (X — a)q
(denn f = (X —a)g+r,gradr < 1,alsor € K und 0 = f(a) = (o — a)q(a) +r
~» 1 = 0). Also ist X — « ein Faktor von f genau dann, wenn « eine Nullstelle von
f ist. Dabei haben wir benutzt:

2.5.5. Satz (Satz iiber Division mit Rest). Sei R ein Ring, seien f,g € R[X| mit [ =
Z?:o a; X%, ag € R* (insbesondere grad f = d). Dann 3q,r € R[X]| mit f = gq + 7,
gradr < d.

Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, konnen wir ein Polynom f € K[X],
grad f > 1, zerlegen f = (X — ay)gq, wobei «; eine Nullstelle von f ist und ¢
ein Polynom mit gradq = grad f — 1 ist. Falls gradq > 1, gibt es eine Nullstelle
as von ¢ und wir verfahren rekursiv um eine Zerlegung f = ¢ [[_,(X — «;) zu
erhalten. Manche Nullstellen «;, i = 1,...,n, konnen gleich sein. Ist o eine Null-
stelle von f, so bezeichnen wir die Vielfachheit von «, die Anzahl der Nullstellen
a;, i = 1,...,n, die gleich « sind. Das Polynom f hat also genau grad f Nullstel-
len in K, gezdhlt mit Vielfachheit. Die Vielfachheit der Nullstelle « ist auch die
Vielfachheit von X — « in der Primfaktorzerlegung f = ¢ [\, (X — ;) von f.

2.5.6. Satz. Sei D C C offen, f € O(D), K C D kompakt und 0 < ¢ < d(K,0D,).
Sei K. ={2¢€ D :d(z,K) <¢e}.Dann gilt

n n!
If™ )k < g_anHKs'

Beweis: Fiir z € K gilt B.(z) C K., also

|
PO < S ke
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2.6. Maximumprinzip, Offenheitssatz, Schwarzsches Lemma.

2.6.1. Satz (Mittelwertsatz fiir holomorphe Funktionen). Ist f holomorph in ei-
ner Umgebung von B, (z), so gilt

/ fz0 41" (%)

Mittelwert von f auf |z—zo|=r

nach der Cauchy—Formel.

Wir sagen, dass eine Funktion f : D — C die Mittelwerteigenschaft hat, wenn (x)
fiir jede B, (z9) C D gilt.

2.6.2. Satz (Maximumpringip). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C holomorph. Hat
| | ein lokales Maximum in D, so ist f konstant.

Beweis: Sei z; € D ein lokales Maximum, Br(zy) C D eine Umgebung von z, mit
£(2)] < | (z0)] fir = € Brlzo)-
Ist f(z) = 0, so ist f|p,(,) = 0 und nach Identitatssatz f = 0.
Ist f(z0) # 0,50 f(20) = |f(20)|6i¢> (fe™)(20) = | f(20)] > 0.
Wir ersetzen f durch fe ¥ und diirfen annehmen, dass f(zp) > 0. Es gilt also
f(z0) > |f(2)| fiir alle z € Br(z).
Betrachte nun die Funktion g : Br(zy) — R, g(2) = Re(f(z0) — f(2)).
e Wegen Re f(2) < |£(2)] < f(z0) gilt g > 0, g(z0) = 0.
e Durch Zerlegung in Real- und Imginérteil von (x) folgt, dass auch Re f die
Mittelwerteigenschaft hat, also auch g.

Damit

1 2w y
ﬁ/o g(zo +re)dt .
Der Integrand ist stetig und > 0 = g(zq+re) =0 firallet € [0,27],0 <r < R =
Re f konstant in Br(z).
Aber [f(z)] < f(20) = Ref(z) < [f(2)] = [f(2)] = Ref(z) = Im f(z) = 0 =
f(z) =Re f(z) = f(z0) fir z € Bgr(zo).

Identitdtssatz = f(z) = f(zo) fiir z € D. O

0=g(20) =

2.6.3. Bemerkung. Man kann auch die folgende Form des Maximumprinzips be-
weisen, die z. B. fiir harmonische Funktionen andwendbar ist. Sei D C C ein Ge-
biet, f : D — C stetig und erfiillt die Mittelwerteigenschaft. Hat |f| ein lokales
Maximum in D, so ist f konstant.

2.6.4. Satz (Maximumpringip fiir beschrdnkte Gebiete). Sei D C C beschrdnkt,
f € O(D)N€ (D). Dann nimmt | f| ihr Maximum auf dem Rand an:

|£(2)] < | fllop fiir alle =z € D .
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2.6.5. Satz (Minimumpringip). Sei D C C ein Gebiet, f € O(D) und zy € D, so
dass |f| ein lokales Minimum in z, hat.
Dann gilt f(zy) = 0 oder f ist konstant in D.

Beweis: Ist f(z) # 0,50 f(z) # 0, z € U(z) und % € O(U) und ‘—]10| hat ein lokales

Maximum in zy; dann ist f konstant in U also in D nach Identititssatz. O

Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen heil3t offen,
wenn das Bild f(U) jeder in X offenen Menge U offen in Y ist. Beachte: Im Gegen-
satz hierzu bedeutet Stetigkeit, dass jede in Y offene Menge V' ein offenes Urbild
f7HV) hat. f stetig # f offen, z.B. f : R — R, f(x) = z? ist nicht offen.

Sei f: X — Y stetig, bijektiv. Dann gilt: f offen <= f homdomorph.

P:R, x[0,2m) — C*, P(r,0) = (r cos @, rsin 0) ist stetig, bijektiv, aber nicht offen.

2.6.6. Satz (Offenheitssatz). Sei D C C offen, f € O(D) nirgends lokal konstant.
Dann ist die Abbildung F' : D — C offen.

Beweis: Sei U C D offenund zy € U. Z.z. 36 > 0: Bs(f(z)) C f(U). f ist um
2o nicht-konstant = 3B = B,(z) mit B C D und f(z) ¢ f(0B) Sonst ¥r > 0
Jz. € 0B, (%) mit f(2) = f(z,). Wéahle r = 1/n, dann z;,, — 2, n — oo und
f(20) = f(z1/»). Nach Identitétssatz ist dann f konstant in der Zusammenhangs-
komponente von z,. Widerspruch.

Sei
1

0 = 5 min | f(z) = f(z0)] -

2 2€dB

0B
f(0B)

Wir zeigen, dass Bs(f(z0)) C f(B). Sei w mit |w — f(z)| < 6. Dann
20 <[f(2) = f(20)] < [f(2) —wl+|f(20) —w| <|f(2) —w[+0 = [f(2) —w[>
fiir alle z € 0B, also

min | f(z) —w|[ >0 >|f(20) —w].

Dies bedeutet, dass die nicht konstante Funktion B > z — |f(2) — w| ihr Mini-
mum in B erreicht ~» sie hat eine Nullstelle in B, d.h. 3¢ € B mit f({) = w =

Bs(f(20)) C f(B). O
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Aquivalente Fassung des Offenheitssatzes:

2.6.7. Satz (Satz von der Gebietstreue). Sei D ein Gebiet, f € O(D) nicht kon-
stant. Dann ist f(D) wieder ein Gebiet.

Beweis: [ nicht konstant = f nirgends lokal konstant (nach Identitétssatz).
Offenheitssatz = f(D) offen. f stetig = f(D) zusammenhéngend. O

Notiz. Mit Hilfe des Offenheitssatzes erhalten wir einen weiteren Beweis des Fundamen-
talsatzes der Algebra (Satz 2.5.4).

Satz. Sei P € C|z] ein Polynom. Dann bildet P abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene
Mengen ab. Ist P nicht konstant, dann ist P(C) = C und P hat eine Nullstelle.

Beweis: Sei P nicht konstant. Dann gilt P(z,) — oo fiir z,, — oo. Sei A C C abgeschlossen
und z, € A eine Folge mit P(z,) — wy € C. Dann muss z, beschrankt sein. Es gibt also
eine in C konvergente Teilfolge z,, — zp, und da A abgeschlossen ist, gilt 2y € A. Wegen
Stetigkeit folgt P(zp) = wp, d.h. wp € P(A) und P(A) ist abgeschlossen. Ist P nicht
konstant, dann ist P(C) offen und abgeschlossen, somit P(C) = C. O

2.6.8. Satz (Schwarzsches Lemma). Sei D = B;(0). Fiir jede holomorphe Abbildung
f:D— Dmit f(0) =0 gilt

(2.16) 1f(2)| < |2| fiir alle = € D und |f'(0)] < 1.

Gibtes w € D\ {0} mit |f(w)| = |w| oder gilt | f'(0)| = 1, so ist f eine Drehung um
0, d.h. es gibt ¢ € S mit f(z) = ¢ - 2 fiir alle z € D.

Beweis: (Carathéodory)
Sei f(z) =" anz" (ap = f(0) = 0) die Taylorentwicklung von f fiir z € D. Die

Potenzreihe ), ., a,z""! hat denselben Konvergenzradius und definiert
g€ 0OD), g(z) = Zanznfl, z € D.
n=1

Dann gilt f(z) = zg(z) und g(0) = a; = f'(0). Sei w € D fest und r € [Jw], 1].
s@l_1

w € B (0) ~[g(w)| < max|g(z)] = max = <
Maxprinzip |z|=r |z|=r ‘Z| r

Fir r — 1 folgt |g(w)| < 1. Da w beliebig ist, folgt (2.16). Falls |f(w)| = |w|,
w € D\ {0} oder |f'(0)] = 1, so hat |g| ein Maximum in D). Maximumprinzip ~ ¢
ist konstant, g = ¢ mit || = 1. O

Eine biholomorphe Abbildung f : D — D einer offenen Menge auf sich selbst
heilt Automorphismus von D. Die Menge Aut(D) der Automorphismen ist bzgl.
der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

2.6.9. Satz. Jeder Automorphismus f : D — D mit f(0) = 0 ist eine Drehung, d.h.
d¢=¢eveSY f(z)=(-2 zeD.

Beweis: Nach dem Schwarzschen Lemma gilt

FEI< A, 17 (w)] < Jw] firalle 2w eD.
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Firw = f(z) = [z = [ff ()] < |f()]- Also [f(2)] = [2], [B2] = 1,2 # 0=

3¢ € S* mit f(z) = ¢ - z (Gleichheit im Schwarzschen Lemma). O




45
11. VORLESUNG, 31.05.2017

Betrachte nun die spezielle Mobiustransformation

zZ—a

0o D =D, @,(z) == (a € D fest) .
az —
Dann gilt:
va(0)=a, wula)=0, ¢i=Ido, ¢;'=w,,
(2.17) ) 1
0)=la? -1, ¢.(a)=r"—-
A0 =l =1, (@) =

¢, ist eine holomorphe Involution, die 0 und a vertauscht.

2.6.10. Satz.

zZ—a

leD:aeD,gesl}.

Aut(]D):{]DBZHC-

az —

Beweis: Seia = f71(0). Dann ist
fop, € Aut(D) und f o ¢,(0) = f(a) =0.

Satz 2.6.9 = 3 € S mit fora(2) = €2, f(2) = (¢ (2) = Goul2) = C- 25+ O

az—
2.7. Isolierte Singularititen.

2.7.1. Definition. Sei D C C offen, f € O(D). Ein isolierter Punkt 2z, € C\ D (d.h.
sodass 37 > 0: B,.(z) \ {20} C D) heilt isolierte Singularitdt von f.
Wir unterscheiden drei Arten von isolierten Singularitdten:

(1) hebbare Singularititen: 3 f € O(D U {z}) mit f|p = f.

(2) Pole: nicht hebbar und 3¢9 € O(D U {2}), p € Nmit f(z) = g(z)/(z — z)?
fir = € D.

(3) wesentliche Singularitdten: weder hebbar, noch Pole.

Beispiele: Die Funktionen f; : C\ {1} — C, fi(z) = Z2=L, f, : C\ {0} — C

z—1?

fa(z) = 22, f3: C\ 2miZ — C, f3(z) = =5 haben hebbare Singularititen in

e?*—1

1 bzw. in 0. Die Funktion m hat einen Pol in z,, die Funktion e: hat eine
wesentliche Singularitét in 0. Die Funktion -1+ hat Pole in z, = é, k € Z. Der

sin
z

Punkt 0 ist keine isolierte Singularitat, da lim z; = 0.

k—o00

2.7.2. Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Eine isolierte Singularitdt z, einer
Funktion f € O(D) ist genau dann hebbar, wenn es eine Umgebung U von z, gibt, so
dass f in U \ {z} beschrdnkt ist.

Beweis: Die Idee ist, die Funktion f mit (z—2z()? zu multiplizieren; die so erhaltene
Funktion h hat eine holomorphe Fortsetzung in z,, die in zy zusammen mit ihrer
ersten Ableitung verschwindet. Man kann also ein Faktor (z — z)? von h abspalten
und der andere Faktor ist die gesuchte holomorphe Fortsetzung!
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Nun ausfiihrlich: Betrachte g, h: DU {2z} — C

o) = {<z —2)f(2) 2

0 , =20,
h(z) = (2 — 20)9(2) -

g ist nach Annahme stetig in z,. Daher gilt

lim h(z) = h(z) = lim g(2) =0

Z—20 z — ZO Z—20
und h ist C—diffbar, also holomorph mit h(zy) = h'(z) = 0.
Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3r > 0: Vz € B,(2)
h(=z) = (2 — 20)(az + as(z — 20) +...) = (= — 20)2F(2)
=:f(2)

mit f € O(B,(z0)). Fiir = € B,(z0) \ {20} gilt h(2) = (= — 20)9(2) = (= — 20)2f(2),
also f(z) = f(z). Setze

z 7 f(Z) , z€D
: D 20 C, z) = ~
FiDULa}—C f(2) {f(z) e

7 ist wohldefiniert und C—diffbar in D U {2} mit f| = . O

2.7.3. Definition. Sei f € O(D), zy € D. Die Ordnung von f in z, ist

min{n € Ny : f™(z) # 0}, f # 0 in einer Umgebung von z,
ord,,(f) =

oo, f =0 in einer Umgebung von z.

(Nach dem Identitédtssatz gibt es n € Ny mit f(™(z) # 0 falls f # 0 in einer
Umgebung von zj.)

Beispiele: f(z) #0 <= ord,(f) = 0; ord,,(z — 20)" = n;
ordy,(z — 29)" = 0, w # 2.

2.7.4. Satz. Sei f € O(D), zp € D, m = ord,,(f). Dann gibt es g € O(D), so dass
f(z) = (z = 20)"g(2), = € D und g(z) # 0.

Beweis: Die Taylorentwicklung von f um z, lautet

f(z)=am(z—20)" + ams1(z — zo)m+1 +...=(z2—20)"(am + ams1(z —20) +...),
wobei a,, = % =# 0. Daher ist
f(2)
— ., 22
g:D—C |, 9(2):{(2—30) 7 20
am , Z=2

holomorph in D: g ist komplex diffbar in 2y, da g(2) = a,, + ame1(z — 20) + . . . eine
konvergente Potenzreihe in einer Umgebung von z; ist. O
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Sei nun f € O(D), 2 ein Pol von f, d.h. z; ist nicht hebbar und

f=9/(z—2)P , g€ODU{%}) , peN.
Sei ¢ = ord,,(g) und g(z) = h(2)(z — 20)%, h € O(D U{2}), h(20) # 0. Dann gilt:

_ h(Z)(z—20) _ h(z)
f(z) = )y ez’ z€D.
Es ist p > ¢, ansonsten wére z, hebbar; f hat also die Darstellung
h
(2.18) =—— . h(z 0,
f (Z — Zo)r ( 0) #

wobeir =p—q > 0.

2.7.5. Definition. Sei f € O(D), z, ein Pol von f. Die Zahl » > 0 aus der Darstel-
lung (2.18) heil’t die Ordnung des Pols z, von f. Die Zahl ord,, f = —r heil3t die
Ordnung der Funktion f in z,.

Es ist ein ungliicklicher Zufall, dass dem Wort “Ordnung” bei Polstellen z, eine
doppelte Bedeutung zukommt: zum einen hat f in z; eine negative Ordnung, zum
anderen hat f in z, einen Pol von positiver Ordnung. Mit Hilfe der Laurententeick-
lung werden wir spéater eine einheitliche Definition der Ordnung einer Funktion
geben, siehe Definition 2.8.8, die die Definitionen 2.7.3 und 2.7.5 einschliesst.

Wir charakterisieren nun die Pole durch das Wachstumsverhalten.

2.7.6. Satz. Eine isolierte Singularitdt z, von f € O(D) ist ein Pol genau dann, wenn

1y, 1) = eo
Beweis:
(%) ILm (2) =00:<= VM >03r >0Vz € B.(2) \ {20} : |f(2)| > M.

Seir > 0, sodass B.(z) \ {z0} € Dund |f(2)| > 1, z € B,(2) \ {20} Betrachte

1
{f(z) . 2€B(20)\ {2}

0 , Z2=2

h:B.(z0) > C , h(z)=

() = lim h(z) = 0 = h(z), also h ist stetig in B,(zp) und holomorph in B, (z) \
{#0}. Nach dem Hebbarkeitssatz ist » holomorph in B, (z).
Sei p = ord,,(g). Es gilt h(z) = (z — 20)Pk(2) mit k € O(B,(20)), k(z) # 0. Fiir
z # zoist k(z) = h(z)(z — z9) P # 0. Schliel3lich gilt
1 1 1
—— = h(z) = (2 — 20)Pk(2), 2) = ———,
f(Z ( ) ( 0) ( ) f( ) /{Z(Z)(Z—Zo)p
wobei + € O(B,(z)). O

~—
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2.7.7. Satz (Satz von Casorati-Weierstrass). Sei f € O(D) und z, eine isolierte
Singularitdt von f. Aquivalent:

(i) zo ist eine wesentliche Singularitdit.
(ii) Fiir jede Umgebung U von zo mit U \ {20} C D liegt f(U \ {z0}) dicht in C.
(iii) Es gibt eine Folge (z,) in D mit z, — 2, so dass f(z,) keinen Grenzwert in
C hat.

Beweis:
Angenommen, es gdbe U, so dass f(U \ {z}) nicht dicht in C liegt. Dann gibt es
By(a), r > 0, mit f(U \ {z}) N B.(a) = 0. Definiere
1
gU\{Zo}%C ’ g(Z)—f(Z)—CL

g ist holomorph und |g(z)| =

<_

\f(Z) al
Hebbarkeitssatz = ¢ ist holomorph fortsetzbar nach U. Es ist f(z) = a + ﬁ, also
lim f(z) = 40T o falls g(z0) 20
220 00 , falls g(z0) =0.

f hat also entweder eine hebbare Singularitdt (wenn g(z,) # 0) oder einen Pol
(wenn g(zp) = 0). Widerspruch. O

2.7.8. Satz (Groller Satz von Picard). Seien f € O(D) und z, eine wesentliche
isolierte Singularitdt von f. Dann sind fiir jede Umgebung U von z, nur gwei Fdlle
moglich:

(i) f(U\{z}) =C oder

(i) f(U\ {z0}) = C\ {Punkt}.

2.7.9. Definition. Sei D C C offen. Eine meromorphe Funktion auf D ist eine
Funktion f : D" — C, so dass

(i) D' C Coffenist und P(f):= D \ D’ diskret ist,

(ii) f € O(D’) und f einen Pol in jedem Punkt von P(f) hat.
Wenn P(f) leer ist, so ist f € O(D); jede holomorphe Funktion ist also mero-
morph. Die Menge der meromorphen Funktionen in D wird mit M (D) bezeichnet.
Die Ordnung der meromorphen Funktion f in einem Punkt z € D’ des Definiti-

onsbereichs ist definiert wie in Definition 2.7.3 und in einem Pol z € P(f) wie in
Definition 2.7.5.

Beachte: Eine meromorphe Funktion auf D ist keine Funktion f: D — C! Fiir
z € P(f) gilt lim f(w) = co. Wir kénnen deshalb die Funktion f : D — C,
w—z

~Z__{ﬂ@ . zeD
00 ., z€P(f)
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betrachten; f: D — C ist die stetige Fortsetzung von f : D' — C in P(f). Wir
identifizieren f mit f. Eine Umformulierung der Def. 2.7.9 ist also:

f:D— C stetig
f meromorph auf D : <= ¢ P(f):= f~!(co) abgeschlossen und diskret
feO(D\P(f))

Kurz gesagt: f heilst meromorph in D, wenn sie dort bis auf eine abgeschlossene
diskrete Menge von Polen holomorph ist.

2.7.10. Beispiel.

(1) Rationale Funktionen R = g, P, Q € C[z], sind meromorph in C. Nach Kiirzen
der gemeinsamen Linearfaktoren von P und () konnen wir annehmen, dass P, )
teilerfremd sind. Dann ist R € O(C \ N(Q)) wobei N(Q) = {z € C : Q(z) = 0}
und R hat Pole in N(Q).

(2) sind f,g € O(D), D Gebiet; g # 0. Dann £ € M(D).

Beweis:

Sei N(g) = {z € D : g(z) = 0}. Aus dem Identitétssatz folgt, dass N(g) keinen
Haufungspunkt in D hat, also N(g) ist abgeschlossen und diskret. Sei

N ={z€ N(g):ord,(f) > ord.(9)}.

Dann sind die Punkte in NV hebbare Singularitdten von f/g und werden zum Defi-
nitionsbereich hinzugenommen. An den Punkten von N(g)\ N =: P(f/g) hat f/g
Pole. Da P(f) als Teilmenge von N(g) keine Haufungspunkte hat, ist f € M(D).

(k) (4
/ / ;Uﬂgz; , ord, f=ord,g=Fk
E:D—>C , <E>(2): 0 , ord, f>ord,g
00 , ord, f<ord,g.

Die Funktion tan = 22 ist meromorph auf C (mit Polen in 7(Z + 1)) aber nicht
rational.

(3) exp (1) ist keine meromorphe Funktion, da z = 0 kein Pol ist.

2.7.11. Satz. M(D) ist ein Ring beziiglich Addition und Multiplikation der Funktio-
nen. Ist D ein Gebiet, so ist M (D) ein Korper.

Beachte: Ist D kein Gebiet, so ist

1, eD
J:D=C . f(z)= .
0 , 2eD\D
(wobei D; eine Komponente von D ist) holomorph, aber P(%) = D\ D; ist offen,
also nicht diskret, und % definiert keine meromorphe Funktion.

Wir wollen nun holomorphe und meromorphe Funktionen in C = C U {o0} be-
trachten.

2.7.12. Definition. Sei D C C offen mit co € D und r > 0 mit {zeC:lz] >r} C
D. Eine Funktion f : D — C heil3t holomorph in D, falls:



(i) f iststetigin D.
(ii) f ist holomorph in D \ {oo}.
Eine Funktion f : D — C heif3t meromorph in D, falls:
(i) f ist stetigin D.
(ii) P(f):= f'(oc0) ist abgeschlossen und diskret.
(i) f € O(D\ P(f)).
2.7.13. Beispiel.
(1)

f:C\{0} =C ,
ist holomorph.
(2)

P:@%@,P(z):{zm o 2700 (meN)

ist meromorph mit einem Pol in oo.
(3) Seien P, @ € C[z] mit P, Q teilerfremd. Die rationale Funktion R : C—C

a3 #€C Q) #0
R(z) =<( o0 , 2€C,Q(2)=0

lim 22) 2 =00

i@z 7

ist meromorph in C.

50
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Sei D C C offen, so dass DU {co} eine Umgebung von co istund sei f : D — C.
Wir nehmen an, dass es ein r > 0 existiert mit f holomorph in {z € C : |z| > r}.
Betrachte die holomorphe Funktion g : By /,.(0) \ {0} — C, g(w) = f (). Dann
gilt:

f:D — Cholomorph < f € O(D \ {oc0}) und g hat eine hebbare Singularitat
in 0 mit g(0) = f(o0).
f: D — C meromorph < f e M(D\ {oo}) und g hat einen Pol in 0.

2.7.14. Definition. Wir sagen, dass f € M (D) eine Nullstelle (Pol) von Ordung p
in oo hat, wenn dies fiir ¢ in 0 der Fall ist. Wir sagen, dass f in oo eine wesentliche
Singularitdt hat, wenn dies fiir g in 0 der Fall ist.

Beispiele.
(1) Ein Polynom vom Grad m > 1, P : C — C hat einen Pol der Ordnung m in oc.
(2) C > z +— €* € C hat eine wesentliche Singularitéit in oo.

(3) C\ {0} — C, z + 2Pet hat in 0 eine wesentliche Singularitit und in oo einen
Pol der Ordnung p € N.

Kurz gefasst: Definitionsgemaf hat f(z) das gleiche Verhalten in co wie f (1) in 0.

2.8. Laurentreihen und Laurententwicklungen.

Eine holomorphe Funktion f : B,(z) \ {20} — C mit isolierter Singularitit lasst
sich im Allgemeinen nicht in eine Taylorreihe entwickeln, aber in eine sogenannte
Laurentreihe.

Beispiele.
(1) Hat f eine hebbare Singularitit in z,, so gilt:

f(z) = Z an(z — z9)" in B.(z9) (das ist wohl eine Taylorreihe).

n=0
h
(2) Hat f einen Pol, so gilt f = ————— mit h(z) # 0, also
(z — 2p)P
= (z—2)"
Z) = ani
Qg aq Qp_1
- (z—zo)pJr (2 — 2)P1 et (zizo) tap+ap(z—2)+ ...,
mit ag 7£ 0.

(3)
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2.8.1. Definition. Eine Laurentreihe ist ein Paar von Reihen

o
—n
E a_n(z—29)"", E an(z —z0)" |,
n=

wobei a,, € C, n € Z.

Wir schreiben dafiir Z an(z — 20)".

n=—oo

Die Reihe Za_n(z — 29)"" heilBt Hauptteil, die Reihe Zan(z — 29)" Neben-
n=1 n=0
teil der Laurentreihe. Diese heilst konvergent in z € C (bzw. absolut konvergent,

gleichmdfSig oder normal konvergent in einer Menge), wenn dies fiir den Haupt-
teil und Nebenteil der Fall ist. Der Grenzwert ist die Summe der entsprechenden
Grenzwerte:

o
g an(z — z)" = g a_n(z — z) ”+§ an(z — zo)"
n=0

2.8.2. Satz. Ist die Potenzreihe ), a_,w" auf By,.(0) und die Potenzreihe .~ a,w"
auf Bg(0) konvergent, dann konvergiert die Laurentreihe >~ a,(z—z)™ absolut
auf dem Ringgebiet K, r(z9) = {z : v < |z— 20| < R} und normal (also gleichmd/sig)
auf jedem Ringgebiet K ,, = {2z : 0 < |2 — 2| < 0}, wobeir < o < o < R.

Die Summe der Laurentreihe Y>> a_,(z — z)" ist holomorph in K, g(z).

2.8.3. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Ringgebiete).
Sei g holomorph im Ringgebiet

(2.19) K,g(2) ={z€C:r<|z—2| <R} (0<r<R<+oc0, z€cC).

Dann gilt fiiraller <r; < Ry < R

(2.20) [ sow = [ a0

[¢—z0|=r1 |¢—z0|=R1

Beweis:

Wir fithren geschlossene Kurven wie in Figur ein, die in Sterngebieten (eigentlich
Kreisscheiben) verlaufen. Auf diese Kurven wenden wir den Cauchyschen Integral-
satz an. Durch Addition der Integrale erhalten wir (2.20)



53

0

Alternativer Beweis: Wir wenden den Satz von Stokes fiir das Gebiet K, p, und
die Differentialform g(z)dz. Es gilt allgemein fiir eine glatte Funktion A:

oh oh ) oh

d(hdz) = dh A dz = (8Zdz+ S2dZ) Nz = dz A dz.

Ist also g holomorph, so ist d(gdz) = 0. Folglich
srac— [ 90— [ god= [ oo,

[¢—z0|=R1 |¢—20]="1 0Ky Ry Ky Ry
2.8.4. Satz (Cauchysche Integralformel fiir Ringgebiete). Sei f holomorph im Ring-
gebiet (2.19). Dann gilt fiir alle z € K, g,(z0) mitr < r; < R1 < R:

2.21) Fz) = —— J(e)de / |

2mi (—z 2m
|¢—z0|=R1 |¢—z0|="r1

Beweis:
OBdA z, = 0. Seien z,r;, R; wie oben fest. Wir wenden (2.20) fiir die holomorphe

Funktion an:
JO=f(2) C 4z
g:K.r(0)—=C , g(¢)= { NN

f/(Z) ’ C:Z
Es ist
_ f(€)d¢ _
| s0ac= | - C / 2mi f(2)
I¢|=R1 I¢|=R1 \C\ Ry I¢|=R1
27i da| |<R1
f(¢) d¢
d¢ = — .
|G - e [ 2= [ 2R
I¢l=r1 |C| R I¢l=r1
0da| |>r1
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2.8.5. Satz (Laurententwicklung). Sei f holomorph in einem Ringgebiet (2.19).
Dann hat f eine Laurententwicklung

[e.9]

(2.22) f2) =Y anlz—z)", z € K, p(x) .

n=—oo

Dabei sind a,, (n € 7Z) eindeutig bestimmt durch

1 f(€)d¢
|¢—20|=0

Beweis:

OBdA z; = 0. Es ist

1 (©d; 1 (QdC 1 [ &1\
2mi C—z  2mi 2(1-¢) 2m ;z<z) (©)de
I¢l=m1 I¢l=r1 [Cl=r1
= (% | soe d§> 24
=0 ¢l=r1

_ Z“’ n L fOd
— — a/_nZ 9 af—n i . *
27TZ CfnJrl
n=l =

Wegen || = r < |z| konvergiert die Reihe gleichmal3ig auf {|(| = r;} und die
gliedweise Integration ist erlaubt.
Wie im Potenzreihenentwicklungssatz erhalten wir

1 O <, ! £(Q)d¢
%/ D DU ““‘%/ Gk

n=0

I¢|=R1 IC|=Ra
Aus (2.19) erhalten wir (2.22). Allerdings haben wir in (2.23) nun ¢ = r; bzw.
0 = R;. Den allgemeinen Fall erhalten wir wegen (2.20) fiir g(¢) = 252 :

Firaller < p <o < R gilt

f(¢) d¢ f(¢)d¢
/ (il :/ (ntl , neZ.

ICl=e I¢|=0

O

Wir bemerken, dass die Cauchy-Abschétzungen (2.15) auch fiir die Koeffizienten
der Laurententwicklung gelten:
(2.24) la,| < M(r)r™™, ne€Z, wobeiM(r)= sup |f].

9B (20)
Daraus ergibt sich einen anderen Beweis des Riemannschern Hebbarkeitssaztes.
Falls |f| < M in einer punktierten Umgebung von z, so ist |a,| < Mr~", fiir alle
r > 0 klein genug und alle n € Z. Mit » — 0 erhalten wir a,, = 0 fiir alle n < 0.
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2.8.6. Satz (Laurentzerlegung). Sei f holomorph in (2.19). Dann existieren eindeu-
tig bestimmte holomorphe Funktionen g : Br(0) — C, h: B1(0) — C, so dass

f(z):g(z—zo)+h< ) , 2 € K, r(2) und h(0) =0.

zZ— 20

Beweis: . .
g(w) = Z a,w" ,  h(w) = Z a_,w"
n=0 n=1
Eindeutigkeit: Ubung. O

2.8.7. Satz (Klassifizierung der isolierten Singularitaten).

Sei z eine isolierte Singularitdt der Funktion f und sei f(z) = Z an(z — z)" die

n=—oo

Laurententwicklung von f in einem Kreisring B, (zy) \ {z0}. Die Singularitdt ist:

(a) hebbar < a, = 0 fiir alle n < 0.
(b) Pol der Ordnung m <= a, =0fiirallen < —-m, a_,, #0.
(c) wesentlich <= a,, # 0 fiir unendlich viele n < 0.

Beweis: Ubung. O
Mit Hilfe der Laurententwicklung geben wir eine einheitliche Definition der Ord-
nung einer Funktion, die die Definitionen 2.7.3 und 2.7.5 erweitert.

2.8.8. Definition. Sei f eine holomorphe Funktion und 2, in Definitionsbereich
von f oder eine isolierte Singularitdt von f. Sei f(z) = >~ a,(z — z)" die
Laurententwicklung von f um z,. Die Ordnung der Funktion f in z, ist

ord., (f) =inf{n € Z: a, # 0} € ZU {£o0}
wobei inf () := oo.
Es gilt also:

f hat eine wesentliche Singularitat in z ord,,(f) = —o0

ord,, (f) > —o0
ord, (f) = -k (keN)

f ist meromorph in 2z
f hat ein Pol von Ordnung k in z,

f hat eine hebbare Singularitit in z,

>
oder ist holomorph in 2 ordz (f) = 0

f hat eine Nullstelle von Ordnung £ in 2 ord,,(f) =k (k€eN)
ord,, (f) = o0

Ist ord,,(f) € Z, so gibt es eine Umgebung U von z,, so dass f holomorph und
nullstellenfrei auf U \ {z,} und meromorph auf U ist. Dann ist 1/f definiert und
holomorph auf U \ {z,} und meromorph auf U und es gilt

ord,, (%) = —ord,, (f).

v v oee

f=0um z
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Seien fi, fo zwei meromorphen Funktionen in einer Umgebung von z,. Dann ist
fifo und f; + f, meromorph in einer Umgebung von z; und es gilt

ord,, (fif2) = ord.,(f1) ord., (f2),

OrdZO(fl + f2) > min{ordZO(fl)aOrdZO(fQ)}'

Notiz. Mit Hilfe der Cuachy-Abschitzungen (2.24) konnen wir die Ordnung ord., (f), also
die Art der Singularidt in 2y, mit dem Wachstum von

M(r) = sup |f],

0By (z0)
verbinden.
Satz. Es gilt
log M
ord,, = liminf log M(r) .
r—0 logr

Ist ord,, > —o0, so gilt
log M(r) _ . log|f(2)

ord,, = lim ————= = .
050 logr z—20 log |z — 20|

2.9. Folgen holomorpher Funktionen. Wir erinnern uns den folgenden Satz aus
Analysis II:

2.9.1. Satz (Vertauschung von Grenzwert und Differentiation). Sei f, : [a,b] —
C, n € N mit den Eigenschaften:

(1) lim, .o fr = f punktweise,

(2) f, stetig differenzierbar;

(3) (f})n konvergiert gleichmdfSig auf [a, b|.
Dann ist f auch differenzierbar, und es gilt f' = lim,,_,, f,.

Notiz. Die wesentliche Voraussetzung hier ist (3), wie das folgende Beispiel zeigt: Seien

fn:[o,l]—>R, fn(x):%\n/x—{-n_ln

Fiiralle z € [0,1] gilt 0 < fo(z) < fu(1) < 2, also limy o0 fn(2) = 0 =: f(z) gleichmaRig.
Es gilt

1 1 1
/ _ - .= - 5—1
Daraus folgt
1 1 nn1 _

Also f/(0) # lim, . f}(0). Hier konvergiert f,, — f gleichmé&@ig, jedoch nicht f;, — f’.

Wir konnen sogar eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion als gleichméaRigen
Limes von stetigen Funktionen konstruieren. Wir formulieren das als eine Ubung. Fiir
mehr dazu siehe Walter, Analysis I, S. 353, 359.

Aufgabe. (a) Sei f: I — Rin x € [ differenzierbar. Seien a,, — ¢ und b,, — z( Folgen
in I mit a, < 29 < b, und a,, < b, fiir alle n. Zeigen Sie: d,, := W — f'(xp) fiir
n — oQ.

(Tipp: Mit f(x) = f(xo) + r(z)(x — x0) liegt d,, zwischen r(a,,) und r(b,), warum?)

(b) Fiir jedes n € N definieren wir eine Funktion f, : [0, 1] — R wie folgt: Ist 1 < m < 2"
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und z € [Z2, 2], so sei f,(z) := x — %L fiir ungerades m und f,(z) == & — z fir

gerades m. Man iiberzeugt sich leicht, dass f,, wohldefiniert und stetig ist.
(i) Skizzieren Sie f1, fo, f3, f4 und Zi:l I
(ii) Zeigen Sie, dass f:= ) 7~ fr : [0,1] — R existiert und stetig ist.
(iii) Zu jedem n € N sei [a,, b,] ein Intervall der Form [m_l m] (wie oben), das zg

on ) on
f(bn) — flan)

enthélt. Zeigen Sie: ist filir gerades n gerade und fiir ungerades n

n — Yn
ungerade, und f ist in xy nicht differenzierbar.

Die Funktion f ist also stetig, aber nirgends differenzierbar.

Wir werden sehen, dass in der Theorie der holomorphen Funktionen die Bedin-
gung (3) aus Satz 2.9.1 iiberfliissig ist, wenn die Folge f,, gleichmél3ig konvergiert.
Die springende Punkte sind, dass

e wegen der Cauchy-Formel, ist der gleichmaf3ige Grenzwert holomorpher
Funktionen wieder holomorph,

e bei holomorphen Funktionen erlauben die Cauchy-Abschitzungen eine
Kontrolle der Ableitungen durch die Funktion.

2.9.2. Definition. Sei D eine offene Menge, f, : D — C, n € N. Wir sagen, dass
(fn) lokal gleichméaRig gegen f : D — C konvergiert, wenn es zu jedem a € D ein
0 > 0 gibt, so dass f,, — f, n — oo gleichmal3ig in Bs(a).

2.9.3. Satz. Sei D C C offen. Genau dann gilt f, — f, n — oo lokal gleichmd/sig in
D, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C D gilt f, — f, n — oo gleichmdfSig in
K.

2.9.4. Beispiel. Sei f, : D — C, f,(2) = 2". Dann f,, — 0, n — oo wegen
|fn(2)| < 7™ fiir 2] < rund r™ — 0, n — oo fiir r < 1. Aber f,, konvergiert nicht
gleichméaRig gegen 0, da || f,|lp = supp |f.| = 1. Also ist die lokal gleichmaRige
Konvergenz eine schwichere Forderung als die gleichméf3ige Konvergenz.

2.9.5. Satz (Weierstraf3scher Konvergenzsatz). Sei D C C offen, f, € O(D) und
fn — [, n — oo, lokal gleichmdfSig in D. Dann ist f € O(D) und fiir die Ableitungen
hat man auch £ — f®, n — o, lokal gleichmdRig fiir alle k € N.

Beweis: Zu z, € D wahlen wir » > 0 mit B,(z9) C D, also

ful2) = i / Jn(Q)d¢ fir z € B,(z) (Cauchy Integralformel) .
271 (—=z

OBy (20)

Fir z € B,(z) fest, fC"T(? — %, n — oo, gleichmélig auf 0B, (z,), konnen wir

Integral und Grenzwert vertauschen und erhalten

=5 [ 292 sen.

OBr(20)

Daraus folgt, dass f holomorph ist (siehe z.B. 2.3.11).
Sei nun K C D kompakt, 0 < r < d(K,0D), K(r) = {z € C:d(z,K) < r}. Nach
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Satz 2.5.6 (Cauchysche Abschitzungen) gilt:
k!
Hfr(zk) - f(k)”K < T_k”fn - fHK(r) —0, n—o0.
U
2.9.6. Satz. Seien g, € O(D) holomorph und die Reihe Z gn konvergiere lokal

n>0
gleichmdfSig in D. Dann ist f : D — C, f(z) = Zgn(z), holomorph und fiir k € N
n=0

gilt f®)(z) =~ g\M(2) fiir z € D.
n=0

2.9.7. Definition. Seien g, : D — C. Dann konvergiert Z gn lokal normal, wenn

n>0
fiir jedes a € D ein § > 0 existiert, so dass Z 90| Bs (@) < 00.
n=0
Dann konvergiert Z gn auch lokal gleichmafRig.

n>0

2.9.8. Satz. Die Reihe Z Gns gn € O(D), konvergiere lokal normal in D. Dann ist

n>0

f= Z gn, ebenfalls holomorph.

n=0
Beispiel. Die Riemannsche (—Funktion ist definiert durch

(:{Res>1}—=C , ((s)= %
s=1

Die Reihe konvergiert normal in jeder Halbebene {Rez > 1+ ¢}, ¢ > 0.
¢ ist somit holomorph.
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15. VORLESUNG, 21.06.2017

3. DIE ALLGEMEINE CAUCHY-THEORIE

Der Integralsatz und die Integralformel wurden fiir Sterngebiete bewiesen.
Frage: Sei D ein beliebiges Gebiet. Fiir welche Kurven v C D gilt fiir alle f € O(D)

Lf(z)dZZO?

Antwort: Es sind genau die geschlossenen Kurven, deren Windungszahlen um alle
Punkte im Komplement von D verschwinden. Diese Kurven werden nullhomolog
genannt. Wir fithren nun den Begriff der Homologie, der uns erlaubt, eine allge-
meinere Form der Cauchy Theorie zu formulieren.

3.1. Homologieversion der Cauchyschen Sitze.
Fiir eine geschlossene Kurve v und 2z € C\ |y| wurde die Windungszahl definiert

durch
(2= 5 [ 7
A= o0 (—2z
Y

3.1.1. Satz (Eigenschaften der Windungszahl).

(1) n(y,2) € Z fiir z€ C\ ||.
(i) C\ |y| 3 2+ n(v, 2) ist lokal-konstant.
(iii) n(v,z) =0 fiir z in der unbeschrdnkten Komponente von C \ |v]|.

Als Beispiel betrachte die Kurve PQPRP:

R

n(y,z) =0

P

3.1.2. Definition. Ist v eine geschlossene Kurve in C, so heil3en
Inty={z¢€C\|y| : n(v,2) #0} das Innere von v und
Exty={z€C\ |yl : n(y,2) =0} dasAufere von .

Sei D C C offen. Dann heil3t v nullhomolog in D, wenn Inty C D.
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Die Mengen Inty und Ext~ sind offen in C, da n(v, z) lokal konstant ist. Die
Menge Int v ist beschrénkt, die Menge Ext v ist unbeschrankt, genauer, falls |y| C
B, (a), so gilt Inty C B,(a) und C\ B,(a) C Ext~.

Die Redeweise ‘nullhomolog in D’ kommt aus der algebraischen Topologie, und
driickt intuitiv aus, dass - ein Flachenstiick in D berandet.

Bemerkung. - ist nullhomolog in D, wenn es keinen Punkt des Komplements von
D umlauft.

IntyCD < (n(y,2)#0=2€D) < (2¢D = n(v,2)=0)

3.1.3. Lemma.

(i) Sei v eine stiickweise ¢'—Kurve und ¢ : |y| — C stetig. Dann ist

F:C\|y|—>C |, F(z)z/%d(

holomorph.
(ii) Sei D ein Gebiet. Sei g : D x D — C stetig und ¢((, z) holomorph in z fiir
jedes ¢ € D. Dann ist

ﬂ@z/ﬂ@d%

holomorph.

Beweis: (i) Sei zy € C\ || fest. Dann gilt

_ [ (2= 20)9(C)
F(z) = F(z) = /y €= — 20) d¢ und daher
L [ [ et

Seir = d(zp,v) > 0. Fir |z — 29| < r/2gilt | — 2| > r/2 furC € |v|. Die Standar-
dabschatzung fiir Integrale liefert

(z — 20)p(C) M i ‘
| s ad < 2 1),

und fiir z — 2z, strebt dies gegen 0. Also existiert F’(z;) und hat den behaupteten
Wert. Somit ist " holomorph.
(ii) Zu zeigen (Morera): Fiir jedes Dreieck A € D gilt |, on G(2) dz = 0.

/ dz—// d(dz—// (¢,2)dzd¢ =0,

denn das innere Integral verschwindet (Goursat), da ¢g(¢, z) holomorphin zist. [J

3.1.4. Definition.
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(i) Sind ~4,...,7, geschlossene Kurven, so nennt man die formale Summe
I''=7 +...4+ v, einen Zyklus und |I'| := |y;|U...U|y,| seinen Tréiger.
Ist f: |'| — C stetig, dann definiert man

/f(z) dz :== Z/f(z) dz und n(l,z2):= Zn(’yj,z) , 2 ¢ T .

7j=1
(ii) SeiTl ein Zyklus. Wir definieren
IntI' ={2 € C\ |I'| : n(I',z) #0} das Innere von v und
ExtI'={2z€ C\|T| : n(T,2) =0} dasAuferevonT .

Ein Zyklus I" in einem Gebiet D heil3t I nullhomolog in D, wenn Int vy C D,
d.h.n(T',z) =0 fir alle = ¢ D.
Zwei Zykel 'y, I'; heilsen homolog in D, wenn I'y — I'y nullhomolog in D
sind, d.h. n(I'y,2) = n(l2,2) V2 ¢ D.

(iii) Ein Zyklus I' in C heilst Randzyklus einer offenen Menge VV C C, wenn

oV =1l , nT,2)=1 VzeV |, nl,2)=0 Vz¢V.

Wir sagen I" berandet V. Analog wird eine Randkurve ~ definiert als einfach
geschlossene Kurve, die V' berandet.

Beispiel. Eine geschlossene Kurve v : [a,b] — C heil3t einfach, falls |, ;) injektiv
ist. Eine einfache geschlossene Kurve kann also als eine stetige injektive Abbildung
v : 81 — C betrachtet werden, also ein Homéomorphismus v : S' — ~(S!) =:
|7|]- Eine einfache geschlossene Kurve heifst auch Jordankurve. Ein beschranktes
Gebiet, das von einer Jordankurve berandet wird, hei3t Jordangebiet.

Satz (Jordanscher Kurvensatz). Ist v : S* — C eine Jordankurve, dann gilt:
(i) || zerlegt die Ebene C in genau zwei Gebiete, ein beschrdnktes Gebiet GG, und
ein unbeschrdnktes Gebiet G5, wovon || ist gemeinsamer Rand: 0G; = 0G5 = |v|.
(ii) Fiir z € C\ || gilt n(~, z) = £1 (konstant), falls = € G; und n(vy, z) = 0, falls
z € Go.

Sei D C C eine offene beschriankte glatt berandete Teilmenge. Laut Definition
jeder Punkt von 0D eine offene Umgebung U hat mit einer lokal definierende
Funktion r € ¥>*(U),sodass UND = {z € C: r(z) < 0} und dr # 0 auf U. Mit
Hilfe einer Zerlegung der Eins lasst sich zeigen, dass es eine global definierende
Funktion p € €>°(C) gibt, d. h.

D={2cC:p(z) <0}, OD={2€C:p(z)=0}, C\D={z€C:p(z)>0}

und dp # 0 in einer Umgebung von 0D. Der Rand 0D ist eine glatte 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von C = R?. Wir legen die Randorientierung auf 9D fest (so
dass anschaulich D “links von 9D liegt”). Da 0D eine kompakte Untermannigfal-
tigkeit von R? ist, so hat D endlich viele zusammenhingenden Komponenten (',
..., Cp,. Jede Komponente ist eine kompakte glatte 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R?. Nach einem Satz aus der Differentialtopologie ist jede kompakte
1-dimensionale Untermannigfaltigkeit diffeomeorph zum Kreis S'. Wir setzen ein
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Diffeomorphismus S' — C; mit der Standardparametrisierung des Kreises zusam-
men und erhalten eine Parametrisierung von C; durch eine geschlossenen Kurve
7;. Wir wahlen +;, so dass sie C; in positiver Richtung durchlauft. Dann berandet
der Zyklus I" = v; + ... + 7,, die offene Menge D.

Dann ist D gegeben durch D = {z € C : p(z) < 0}, wobei p € ¥*°(D) und
dp # 0(im Sinne von Analysis 3). Dann ist der Rand 0D eine glatte 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von C = R2. Wir legen die Randorientierung auf 9D fest, so
dass anschaulich D “links von 0D liegt”. Da 0D eine kompakte 1-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit ist, so ist 9D diffeomeorph zum Kreis S*, nach einem Satz aus
der Differentialtopologie. Wir setzen dieses Diffeomorphismus mit der Standard-
parametrisierung des Kreises und erhalten eine Paramatrisierung von 0D durch
eine geschlossenen Kurve ~. Wir wahlen ~, so dass sie 9D in positiver Richtung
durchlauft. Dann wird D von I" berandet.

3.1.5. Satz (Hauptsatz der Cauchyschen Funktionentheorie). Sei D ein Gebiet und
I' C D Zyklus in D. Dann sind dquivalent:

(i) Fiir alle f € O(D) gilt / f(2) dz = 0 (Cauchy-Integralsatz),

(ii) Fiir alle f € O(D) gilt cFiie Cauchy-Formel
1
at2) 10 =5 [ ac zep\pn.
r

(iii) I ist nullhomolog in D.

Beweis:
(D=(1):
Seig(¢) = w, (e D\ {z}, und g(z) = f'(z). Dann ist g holomorph in D und

/ ¢)d¢ = /f) 2. /< d¢ = 2mi- f(z)n(T,2) , =€ DT

¢ —

(iD)=(1):

Sei f € O(D)und z € D\ |T'|. Dannist A(¢) = (( — 2) - f(¢) € O(D) mit h(z) = 0.
Somit

1
0=l HE) = M ac— - [0
r

(1) =(iii):

Sei z ¢ D. Dann gilt

n(F,z):%/gd_CZ:O, da f(O:C—ZGO(D)’ wennz ¢ D .

(iii)=-(ii):
Sei f € O(D). Zeige: IntI'C D = /Mdg:o
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Definiere g: D x D — C,

F(O) ~ (2 )
g(C,Z)r{ (-2 7

f(2) , (==z.
Dann ist zu zeigen, dass

(1) g stetig ist und ¢((, z) holomorph in z.
(2) Dann folgt mit Lemma 3.1.3(ii), dass G(z) = [ ¢(¢, 2) d¢ holomorph ist.
(3) G = F|p ist Einschréankung einer ganzen Funktion /' : C — C.
(4) F ist beschrankt und sogar F(z) — 0 fiir z — oco.
Dann folgt (Liouville) F' = 0.

Zu (1), ¢(¢, z) ist holomorph in z und in (.
Fiir die Stetigkeit auf der Diagonalen sei (29, z9) € D x D. Fiir (¢, 2) € Bs(z) X
Bs(zy) betrachte

— J(z , 1
FO=IE) i

(—=z (—=z

9(¢,2) — 9(20,20) =

Nun ist f’ stetig. Zu ¢ > 0 wéhle § > 0 so, dass |f'(w) — f'(z0)| < € in Bs(20).
Somit gilt auch (2).
Fir (3) setze

F(z) = G(z) , ze€D
v H(z) , zeExtl,

f(©)

wobei H(z) := | —*
—Z

r
F ist wohldefiniert, da G(z) = H(z) fir = € D N ExtI'. Aus der Voraussetzung
IntI' C D folgtnun D UExtT' = C, d.h. F ist eine ganze Funktion.
Zu (4): Fir R > max |I'| und |z| > R gilt

1
/F @dc‘ < ((T) max| f| -

d¢ holomorph ist nach Lemma 3.1.3(i).

1

F(2)] = |H ()| = T

— 0 (2 = 00).
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16. VORLESUNG, 26.06.2017

3.1.6. Definition. Sei U offen und a € U. Sei f : U \ {a} — C holomorph und
r > 0, so dass B,(a) C U. Dann heifRt

res, [ := QL / f(z)dz

i
9By (a)
das Residuum von f in a.
Bemerkung.
(i) Ist f(z) = i a,(z —b)" die Laurent-Reihe um b, dann ist res, f = a_; .

(i) Ist f holomorph in a, dann ist res, f = 0.
-1

(iii) Sei h(z) = Z a,(z — b)" ein Hauptteil um b und v C C\ {b} eine

n=—oo

geschlossene Kurve. Dann ist 4 : C\ {b} — C holomorph und

1 a_q dz

— | W dy = =L

271 (2) dz 211 z—>b
¥ ¥

=a_1-n(y,b) =n(v,b) -resy h .

(iv) Ist a auBerwesentliche Singularitdt von f # 0, dann ist

!/

ord,(f) = res, (f7> :

Beweis von (iv): Sei f meromorph in G und a € G. Sei n = ord,(f) € Z. Es gibt
eine Umgebung U C G von a und eine holomorphe Funktion A in U mit

f(z)=(z—a)"-h(z) und h(a)#0.

Die Funktion h erhdhlt man, wenn man die Laurent-Entwicklung von f um a
betrachtet:

:Zak(z—a (z—a)" Zankz—a =(z—a)"-h(z).

Es gilt h(a) = a, # 0 und n = ord, f. Weiter erhdlt man

fliz) _ n W)
flz) —a h(z)

Sei nun ¢ > 0 klein genug, dass h(z) # 0 in Bs.(a). Dann folgt

[ 5= [ e [ fecain

0B¢:(a OBc(a) 0Bc(a)
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3.1.7. Satz (Residuensatz). Sei D ein Gebiet, S C D eine diskrete Menge in D und
f: D\ S — C holomorph. Sei -y eine geschlossene Kurve in D \ S mit Inty C D
(d.h. ~ ist nullhomolog in D). Dann gilt

2m/f )dz = n(vy,z) -res, f .

zEIntv

Bewelis:

z€D\S = res, f=0

Int v ist kompakt = Int+yN.S ist endlich } Summe rechts ist endlich

Sei SNInty = {by,...,b,}. Seien

-1

hi(z)= Y all(z—b)"

n=—oo

die Hauptteile von f um b;. Dann ist f — Zn: h; holomorph in einer Umgebung V'
j=1

von Int 7. Wegen Inty C V folgt mit dem Cauchy-Integralsatz

O:/f(z)dz—zn;/h](z)dz

= /f(z) dz — 271'@'2”:71(% bj) - resy, f .

O

3.1.8. Satz (Residuensatz fiir Zykel). Sei D ein Gebiet, S C D eine diskrete Menge
in Dund f: D\ S — C holomorph. Sei I' C D\ S nullhomologer Zyklus in D. Dann
gilt

(3.1) - /f )dz = n(l, z) -res, f .

zEIntF

Ist T Randzyklus von V' € D, dann gilt

(3.2) /f )dz = reszf .
2mi
zeV

Die Ordnung ord,(f) einer holomorphen Funktion f € O(D) in einem Punkt
a € D wurde in Definition 2.7.3 eingefiihrt:

min{n € Ny : f™(a) #0}, f # 0in einer Umgebung von q,

0o, f =0 in einer Umgebung von a.

ord,(f) = {

3.1.9. Definition. Sei f : D — C holomorph. Dann ist
vi(a) = orda(f — f(a))
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die Vielfachheit, mit der f den Wert f(a) annimmt. Statt Vielfachheit spricht man
auch von Multiplizitdt. Fiir U C D heif3t

Ne(Uw) = > v(2)
zef~1(w)NU

die Anzahl der w-Stellen von f in U gezéhlt mit Vielfachheit.
Es gilt

(@ min{n € N: f(a) # 0}, fallsf nicht konstant in einer Umgebung von a,
vela) =
d oo, falls f konstant in einer Umgebung von a.

Ist f konstant, dann v¢(a) = co. Ansonsten gibt es ein n > 1, so dass in der Ndhe
von a gilt f(z) = f(a) + (2 — a)"¢(z) mit g holomorph in a und g(a) # 0. Dann ist
vi(a) = n. Firn =1 gilt g(a) = f'(a).

Beispiele: Fiir f(z) = 2" gilt v4(0) = n, v¢(z) = 1 falls z # 0 und N;(C,w) =n
fiir alle w € C. Allgemeiner, ist f € C[z] ein Polynom von grad n, so gilt N¢(C,w) =
n fiir alle w € C (Fundamentalsatz der Algebra).

Bemerkung.

@) ve(a) >1, vi(a)=1 < f'(a) #0.
(ii) Ist f nicht-konstant so gilt

(3.3) uyto) =res, (=)

Aus dem Residuensatz folgt sofort:

3.1.10. Satz (Argumentprinzip). Sei G Gebiet und f holomorph in G. Seien ay, as, . . .
die paarweise verschiedenen w-Stellen von f und I' C G nullhomologer Zyklus in G
mit a,, ¢ |I'|. Dann gilt

(3.4) ! /f(]:)%)w dz = Zn(F, a,) - vi(ay,) .

2mi
I
Ist I Randzyklus von V' € G, dann ist dies die Anzahl N¢(w, V') der w-Stellen in V:
1

2mi

(3.5) /f(];/)% dz = Ng(w, V).

Ist v die Randkurve von V € G, so gilt

(3.6) Nf(w,V):%/%dz:n(fo%w),

also lduft die Bildkurve f o~y so oft um den Punkt w wie w-Stellen in V' liegen.

Beweis: Die Formel (3.4) folgt aus (3.1) angewandt auf ff—w und (3.3). Die For-
mel (3.5) folgt aus (3.2) und (3.3). Die Gleichheit (3.6) folgt aus der folgenden
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Bemerkung. Sei f holomorph in G und 7 geschlossene Kurve in G. Sei w ¢ f(|v]).
Dann gilt

S UC R N O S
!ﬂ@—wd (o).

2mi o ) (—w
oy

O

Aus (3.6) wird ersichtlich, warum Satz 3.1.10 Argumentprinzip genannt wird.
Die Windungszahl n(f o v, w) gibt bis aus den Faktor 27 die Gasamténderung des
Argumentes der Funktion f o v(t) — w an, wenn ¢ das Definitionsintervall von ~
durchléuft.

Bemerkung. Ist f meromorph mit den Polstellen by, b,, . . ., so gilt
1 f'(2)
2—71'i / m dz = ; TL(F, au) . z/f(au) + Z TL(F, by) : Ol"dby f .
F 14

Ist I' Randzyklus, so muf3 man also noch die Anzahl der Polstellen N;(co,V) in V'

abziehen:
1

2ri

PG N V) — Noloo
F/ﬂz)i_wdz_zvf( V) = Ny(o0, V).

3.1.11. Satz (Rouché). Seien f, g holomorph in G und I' Randzyklus von V € G.
Gilt |f(z)—g(2)| < |f(2)| fiir alle z € |I'|, so haben f und g gleichviele Nullstellen
in V' (mit Vielfachheit).

Beweis: Sei hy = f+ A(g— f), A€ [0,1]. Dannist hy = f und h; = g. Wegen
[A(g(2) = F(2))] < lg(2) = f(2) < [f(2)] fuir z € T
ist hy(z) # 0 auf |I'|. Somit ist die Anzahl der Nullstellen in V'

L [BE) 1 [ FEAGE - E),
2mi J ha(2) 27 J f(z)+Xg(2) = f(2)) ’

Nun hangt N, stetig von A ab, und da N, € Z, folgt Ny = N;. O

Es gibt eine Version des Satzes von Rouché fiir meromorphe Funktionen: Seien

f, g meromorph in G und I" Randzyklus von V' € G. Gilt | f(z) — g(2)| < |f(z)] fiir
alle z € |I'|, so gilt N;(0,V) — Nf(o0,V) = Ny(0,V) — Ny(o0, V).
Wir geben zwei Anwendungen des Satzes von Rouché, der Fundamentalsatz der
Algebra und die Siatze von Hurwitz (die etwas spater kommen). Es kommt darauf
an, bei vorgegebener Funktion f eine Vergleichsfunktion g mit bekannter Nullstel-
lenzahl so zu finden, dass die Ungleichung im Satz von Rouché erfiillt ist.

3.1.12. Satz (Fundamentalsatz der Algebra).

Sei P € C[z] ein nicht konstantes Polynom von Grad n. Dann ist fiir jedes w € C die
Anzahl der w-Stellen Np(C, w) gleich n. Insbesondere hat das Polynom n Nullstellen
in C, gezdhlt mit Vielfachheit.



68

Bewelis:

O.b.d.A.sei P(z) = 2" +a, 12" '+...+ag,n > 1. Setze f,g: C — C, f(z) = P(2),
g(z) = 2". Fir r > 0 hinreichend grof3 gilt

[f(w) = g(w)| = |an—1w"™ + ... +ao] < [w"] = |g(w)],

da 1
lim an_lw"’ + ...+ ag —0.
wW—00 wr
Also folgt: N¢(0, B.(0)) = N,(0, B,(0)) = n. -

Einen anderen Beweis haben wir in 2.5.4 mit Hilfe des Satzes von Liouville gege-
ben.
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17. VORLESUNG, 28.06.2017

3.2. Anwendung des Residuensatzes auf die Berechnung von Integralen. Zu-
nichst betrachten wir trigonometrische Integrale.

3.2.1. Satz. Sei R = g eine rationale Funktion. ) habe keine Nullstelle auf |z| = 1.
Dann gilt

2 .
/ f(cost,sint)dt =27 Z res,, R
0

mit R(z) = 1R(2(2 + 1), L(z — 1)).

Beweis:
Seiz € S, z=¢" =cost + isint. Dann

1 _ 1 1 . 1 _ 1 1
cost:§(z+z):—( +—> , smtz—,(z—z)z—,(z——),
2

2 21 21 z
also
27
. 1 1\ 1 1) 1 1 _
/R(Cost,smt) dt = /R <§(Z+ ;),2—2(2 - ;)) ;dz = EQWzZresz.
0 oD web
O
Beispiel. Seiw € C, |w| # 1. Fiir /27r dt I gilt
. w , |w . =
p o 1—2wcost+ w? &
1
R =
) = T v
~ 1 1 1 1
R(Z> = — z —

;1—2w%(z+%)+w2 zz—wR —wtwz (z—w)(l—wz)

R hat genau einen Pol in D, namlich w falls |w| < 1 oder L, falls |w| > 1. Ist
lw| < 1, so ist

~ ~ 1
res,, R = Zh_r)rllu(z —w)R(z) = T2
Ist |w| > 1, so ist
~ 1\ ~
res,, R = lim (z - —) R(z)
z%i w
ozw—1 1
= lim :
sl w (z —w)(1 —wz)
1 1 1

w L —w w?-1
w

2
) lw| < 1
= I=97 ’
, Jw| > 1.

w?—1

Wir betrachten nun uneigentliche Integrale.



70

3.2.2. Satz. Sei f holomorph in D \ F, wobei D D {z : Imz > 0}, F endlich und
FNR = 0. Es existiere / f(z)dx und es sei lim zf(z) = 0. Dann gilt:
o Z—00

/f(x) dx = 2mi Z res, f

Imw>0
Beweis: Sei v, : [0,27] — C, ~,(t) = re'. Dann gilt
/ flx d:p+/ fz dZ—Qﬂ"LZI"eSwf
Imw>0

fiir r gentigend groR. Standardabschétzung =

z)dz

<sup|f|-7r—0 , r—o0.
v(r)

O

3.2.3. Folgerung. Sei R = g eine rationale Funktion, so dass () keine reelle Nullstelle
hat und grad Q > grad P + 2. Dann gilt

/ R(z) dx = 2mi Z res, R .

Im w>0

Beispiel.

Beweis: grad @ > grad P+ 2 = |R(2)| = (‘ ‘2) also lim zR(z) =0. O
2

Z—00
o] 2
I= / S
N
Betrachte R(z) = ——.
z

Die Nullstellen des Nenners sind die 4-ten Wurzeln von —1:

{e — k=0,1,2, 3} {e 1 ¢ T e e’%ﬂ}

Fiir w = ¢'7 gilt:
£ = lim( ) 22 w? w? 11
res, f = lim(z — w) - = = = ==
Z—w T+2¢ (14 2Y]z0  4w? 4w 4 4/2




. i 3T . .
Flir w; = 't = jw gilt:

2
wy

res = —
wi dw3

= [ =2m-

1__
=—-w
1

ZE:—4—\/§(1—Z)
mi(l-2i—1)
V2 2 a

71
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18. VORLESUNG, 03.07.2017

Wir wenden nun die Methode der Residuen fiir Integrale der Form

7 f(x)e®® da . (%)

an.

3.2.4. Satz.

Sei F C H := {2z € C: Imz > 0} eine endliche Menge. Sei f holomorph in einer

offenen Umgebung von H \ F, so dass lim f(z) = 0. Dann existiert fiir alle £ € R,
Z—00

das uneigentliche Integral (x) und
/ f(z)e™*dr = 2mi Z res, (f(2)e).
0 weF

Beweis: Betrachte r, s > 0 und das Quadrat wie in der Skizze. Wir wéhlen r, s
geniigend grof3, so dass F' C Q.

V3
t=r-+s

Y4 2

Es gilt:
weF

2mi Z res, (f(2)e?) = /f(z)eigzdz
oQ

= / f(z)e*dx + / f(2)e*%dz + / f(2)e*=dz + / f(2)e*dz

Y4
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Wir zeigen, dass /f(z)ezfzdz — 0, wenn r, s — oo flir i = 2, 3, 4.

Vi

t t
‘/f(z)e’fzdz‘ = ‘/f(s +iu)ei5(s+i“)du‘ = ‘/f(s +du)e* e du
Y2 0 0

t

) 1 t
<@l [ =l (~ge) [, = 111
0

1—e

3

1
< gl =0, 5 =00,

Analaog
, 1
’/f(Z)elizdz’ < g”f”‘,m‘ — 0 , T— 00
Y4

und
iz iz _—Et ..
‘/f(z)e dz| < sup [e*°f(2)|(r+s)=¢ %" -t sup |f(z)] = 0 firt — oco.
3

Im z=t -0 Im z=t
—0
U
3.2.5. Folgerung. Sei R = g eine rationale Funktion ohne reelle Polstellen und
deg ) > deg P + 1. Dann gilt
/ R(z)e®*dx = 2mi Z res,, (R(2)e™?)

—o weH
fiir alle £ € R,
Beweis: In der Tat, lim R(z) = 0. O

Z—00

Beispiel. Sei ¢ € R, Dann gilt

[ et , el 2mie ¢® . Reb >0
— dx = 2mwiresy, — | =
x —ib z—1b 0 , Reb<0.

—00

Seinun b € R, . Dann gilt

7 eiée 2mie s fiir —
—dx =
T 4 1b 0 fur + .

—00

Summe und Differenz dieser Identitidten ergibt:

/ x(;ojgbf dr = / Zsligbf dr = ge‘gb (Laplace-Identititen) .
0 0
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Anwendung: berechnen wir / e dz (siehe Analysis-Skript, §6.6, Bsp. (7)). Es
0 T
gilt:
R
/;Sf; dx —>/ vsin T e, R0

0

ist gleichmal3ig in b > 0. Daraus folgt, dass / ST 11 existiert und
X

0
o o .
sin x . rsinx T
der=1lm | ——dzx = —.
b—0 2 4 b? 2
0 0
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19. VORLESUNG, 05.07.2017

3.3. Eine Homotopieversion der Cauchyschen Satze.

3.3.1. Definition. Zwei Kurven «, 5 : [0,1] — D C C heillen homotop in D (bei
festen Endpunkten) falls eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — D - genannt
Homotopie - existiert, so dass «(t) = H(t,0), (t) = H(t,1) fir alle ¢t € [0, 1] und
a(0) = H(0,s) = p(0), a(1) = H(1,s) = p(1) fiir alle s € [0, 1]. Bezeichnung:
a ~ f (mod D). Eine geschlossene Kurve « : [0,1] — D, «(0) = a(1) = 2 heifdt
nullhomotop, falls « zur konstanten Kurve 3(t) = z, homotop ist. Bezeichnung:
a ~ 0 (mod D). Ein Gebiet D C C heildt einfach zusammenhdngend, falls jede
geschlossene Kurve in D nullhomotop in D ist.

H(0, s)

H(1,s)

<1

a=H(-,0)

3.3.2. Beispiel.
(1) Ist D C Ckonvex und «,  haben die gleichen Anfangs- bzw. Endpunkte «(0) =
£(0), a(l) = 5(1). Dann sind « ~ S und H(t,s) = (1 — s)a(t) + sB(t).
(2) Die Homotopierelation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Sei
C(D,z) ={a:[0,1] = D :a(0) = a(l) = z}

Die Menge m(D; zy) = C(D, z)/~ ist eine Gruppe bzgl. [a] - [5] = [« * 8] und
heit Fundamentalgruppe von D bzgl. z,. Das Einselement ist ¢ = ¢,,, wobei
(1) = 2o fiir alle ¢t € [0, 1]. Ist D wegzusammenhéngend, so sind (D, zp) und
m (D, z1) isomorph fiir alle zy,z; € D:ist v : [0,1] — D, v(0) = 2z, 7(1) = 2,
so ist (X, 20) = ™ (X, 21), [@] = [y~! * a % 7]. In diesem Fall lassen wir z, in der
Bezeichnung weg und schreiben 7 (D). Fiir ein Gebiet D gilt:

D ist einfach zusammenhéingend <= m (D) =1 = {e}.

(3) Konvexe Gebiete und Sterngebiete sind einfach zusammenhéngend. Ein Ring-
gebiet K, p(2) ist nicht einfach zusammenhé&ngend.
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einfach zusammenhingend nicht einfach zusammenhangend

Da wir nun mit beliebigen (d.h. stetigen) Kurven arbeiten, definieren wir das
Integral ldngs dieser Kurven.

3.3.3. Lemma. Sei « : [a,b] — D eine Kurve. Dann existiert eine Zerlegung a = to <
ty < ... < t, =bvon [a,b] und ein r > 0, so dass « ([tj_1,t;]) C B, (a(t;—1)) N
B, (a(t;)) C Dfiirj=1,...,n. Ist f € O(D) so, ist die Zahl
n o olt)
Z / f(2)dz
= atj1)

unabhdngig von der Wahl der Unterteilung. Ist « stiickweise €, so stimmt diese
Summe mit [ f(z)dz iiberein.
(e :==d(|a|,0D) > 0; v gleichmdfsig stetig ~ 35 > 0 usw.)

3.3.4. Definition.
Ist o stetig und f € O(D), so definieren wir [ f(z)dz durch die obige Summe.

Seinun @ = [0,1] x [0,1] und H : Q — D stetig. Betrachte die Kurven
a1 = Hl1x{0}> @2 = H|yxj0,1), a3 = Hjo,1)x{13> 4 = H|{01x]0,1) und setze
Hlpg = ay * ag % az " * ay '

BILD EINFUGEN!!!
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3.3.5. Satz. Sei D C C offen, H : Q — D stetig, f € O(D). Dann gilt:

IRCLE

Hlaq

Beweis:

Da H(Q) kompakt ist, gilt r = d(H(Q),0D) > 0

Sei 0 < ¢ < r. H ist stetig und Q kompakt = H ist gleichmaRig stetig auf () =
F6>0Va,y€Q, do(x,y) <0 :do(H(x),H(y)) < e.

BILD EINFUGEN' I

Sei nun E <3 % und zerlege @ in ein Netz von n? Quadrate Q;; (1 < j,k < n). Fiir
alle (j, k) gilt also H(Q;;) C B.(w) fiir ein w € H(Q). B.(w) ist Sterngebiet, also
gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir Sterngebiete

IRCCE

Hloqy,
Aullerdem gilt
/ f(2)dz = Z / f(z
Hloq = Hpg
BILD EINFUGEN!!!
Die Integrale auf den inneren Kurven heben sich weg. O

3.3.6. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir homotope Kurven). Sei D C C offen,
f€eO(D)und o, B homotope Kurven.
Danngilt [ f(z)dz= [, f 5 [(2) dz. Ist a nullhomotop, so [, [(z)dz=0.

Beweis:
Sei H : Q — D eine Homotopie zwischen «, 8. Dann gilt nach 3.3.5

0_/f dz—/f dz+/f dz+/f dz+/f

Hlaq Ca(l) Ca(O)
:/f(z)dz—/f(z)dz
a B

3.3.7. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir einfach zusammenhédngende Gebiete).
Sei D ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f € O(D) und « eine geschlossene

Kurve. Dann gilt:
JECLE
Beweis:

o ist homotop zu einer konstanten Kurve c., und [, f(z)dz = 0. O
20

—0 —0

O
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3.3.8. Folgerung. Ist o nullhomotop in D, so ist o nullhomolog in D.

Beweis:
Ist 2 ¢ D, soist D > ¢ + = holomorph in D, also n(y,2) = 5 [, % =0, da
a~ 0. U

Die Umkehrung ist falsch. Die folgende Kurve in C \ {a, b}, a # b, ist nicht nullho-
motop, sie ist aber nullhomolog, da n(vy, a) = n(vy,b) = 0.
BILD EINFUGEN!!!

3.3.9. Folgerung. Sei D einfach zusammenhdngend. Dann gilt:
(a) Fiir jede f € O(D), f(z) # 0 fiir alle z € D, existiert g € O(D) mit f =
exp(g), d-h. g =log f.
(b) Fiir jede f € O(D), f(z) # 0 fiir alle = € D, fiir jedes n € N existiert
h € O(D) mit k™ = f (d.h. h ist eine holomorphe n-te Wurzel von f auf D).
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20. VORLESUNG, 10.07.2017

4. BIHOLOMORPHE ABBILDUNGEN

4.1. Konforme Abbildungen. Wir wollen nun die Holomorphiebedingungen geo-
metrisch interpretieren.

4.1.1. Definition. (i) Seien z,w € C. Der nichtorientierte Winkel zwischen
z,w ist £ (z, w) := arccos B [0, 7], wobei z-w das reelle Skalarprodukt

von z,w € R? ist. Der orientierte Winkel zwischen z, w ist arg 2.

(ii) Eine R-lineare Abbildung 7' : R? — R? heillt winkeltreu, falls fiir alle
z,2w € R?\ {0}, £(Tz2,Tw) = £(z,w) und orientierungstreu, falls T eine
positiv—orientierte Basis in R? in eine positiv-orientierte Basis tiberfiihrt.
T ist orientierungstreu <= detT > 0.

(iii) Seien 7,7, zwei Kurven in C, z = 7(t;) = 72(t2) ein Schnittpunkt. Die
Kurven seien diffbar in ¢, ¢, und es gelte /| (¢;) # 0, 75(t2) # 0. Der unori-
entierte (bzw. orientierte) Winkel zwischen ~,, v, ist der unorientierte (bzw.
orientierte) Winkel zwischen ~/(¢1), v5(t2).

(iv) Eine ¢!-Abbildung f : D — D' (D, D’ C C offen) heif3t lokal konform, falls
df (z) winkeltreu und orientierungstreu ist fiir alle z € D. Ist aulerdem f
bijektiv, so heildt f konform.

4.1.2. Bemerkung. (1) Sei T : R? — R? linear.
T ist winkeltreu und orientierungstreu <= die assoziierte Matrix von 7'
hat die Form (§ 7*) mit a,b € R, a® + b* # 0.
<= T ist die Komposition einer Rotation und einer Streckung:

(a _b) = Va2 + b2 (\/a%}b? \/aa2b+b2) — VdetT (C9590 —sin 90) 7
b a JEE Vo sing  cosp
<= Der orientierte Winkel zwischen z,w ist gleich dem orientierten
Winkel zwischen 7'z, Tw.
(2) f : D — D' ist lokal konform <= der orientierte Winkel zwischen
zwei reguldren Kurven in einem Schnittpunkt z gleich ist dem orientierten
Winkel der Bildkurven im Schnittpunkt f(z).

Beweis: Wir zeigen:
T : R* — R? ist winkeltreu <= 3\ € R, Vv, w € R*: (Tv, Tw) = A (v, w)
”<:“

v-w Tv-Tw
cos £ (v,w) = = = cos £(Tv, Tw)
Foll Tl — Tl - 1wl
also £(v,w) = £L(Tv, Tw), da cos : [0, 7] — [—1, 1] injektiv ist.

[14

7’j
Sei {ey, e2} eine ONB von R?. Sei o; = || Te;||> > 0.

exles = Te LTey dh. (Tey,Tey) =0 (%)

e1t+es e —ey == T(61 + 62) 1 T(61 — 62) ==
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0:<T€1+T€2,T€1—T€2>(:)O'1—0'2 = 01 =02.
Setze \ := /o1 = /0,. Dann gilt fiir v = aje; + ases, w = freg + Baes:
<TU, TU)> = alﬁlHTele + OéQﬁQHTegHZ = )\2<’U, U)>
U
Es gilt also: T winkeltreu <= 3\ > 0: 1+ T orthogonal. T winkeltreu und orien-
tierungserhaltend <= 3\ > 0: 1 T orthogonal und det (+7°) > 0
= IN>0:1T€S0Q2) < IN>0Tp e R ME(T) =\ (59 "9,

siny cosp

(wobei ME(T) die darstellende Matrix von 7" bzgl. der Standardbasis ist.)
<= T C-linear (und T : C — C, T(z) = X' - 2).

4.1.3. Satz. Sei D eine offene Teilmenge von C. Eine Funktion f : D — C ist lokal-
konform < f € O(D)und f'(z) # 0 fiir alle z € D.
f: D — C konform <= f ist biholomorph.

Bewelis:

f lokal-konform : <= Vz € D: df(z) winkeltreu und orientierungserhaltend

<= Vz € D: df(z) C-linear und bijektiv
<= f holomorph in D und f'(z) # 0 fiir alle z € D

Die zweite Behauptung folgt aus dem Biholomorphiesatz 4.1.5. O

4.1.4. Satz (Umkehrsatz). Sei f : D — C holomorph, zy € D mit f'(zy) # 0. Dann
gibt es offene Umgebungen U C D von z, und v von f(z), so dass f|, : U — V
biholomorph ist.

Beweis: Wir wissen, dass f stetig reell-diffbar ist. (Eigentlich ist eine holomor-
phe Abbildung sogar ¢, siehe Forgerung 2.3.8). Nun gilt df (zy) = f’(2¢) dz mit
f'(20) # 0. Deshalb ist df (z) € Z&(R? R?) ein Isomorphismus. Reeller Umkehrs-
atz ~ 33U,V wie oben mit f|y : U — V ein ¥>-Diffeomorphismus. Satz 2.1.9 ~»
f~* holomorph. O

Ein anderes Argument dafiir, dass df (zo) isometrisch ist:
Wegen der Cauchy-Riemannschen Gleichungen gilt fiir die Jacobi-Matrix von f in
20-

ou v
dr  Ox au\®  [ov\® |of® |of) ., .

| ~(3) +(50) =I5 = [&] =1reor #0.
Jr Oz

4.1.5. Satz (Biholomorphiesatz). Sei f : D — C holomorph, injektiv mit f'(z) # 0
fiir alle z € D. Dann ist f(D) offen und f : D — f(D) biholomorph.

Beweis: Vgl. Diffeomorphiesatz Konigsberger 2, Kap. 3, §3.3 O

4.1.6. Satz. Sei D C C offen, f : D — C holomorph. Ist f injektiv, so ist f(D) offen
und f : D — f(D) biholomorph.
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Beweis:

O.B.d.A. D ist ein Gebiet. f injektiv = f nicht konstant = f(D) offen.

Wegen 4.1.5 reicht es zu zeigen, dass f/(z) # 0 fiir alle z € D. Angenommen, es
gibt a € D mit f'(a) = 0. Dann hat die Funktion g : D — C, g(z) = f(2) — f(a) eine
Nullstelle der Ordnung p > 2 in a. Argumentprinzip (Satz 3.1.10) ~ p = N, (0) =
n(v,0), wobei y(t) = g(a+re™), r > 0 gentigend klein, fest. Aber fiir |w| gentigend
klein, gilt dann p = n(v,0) = n(y,w) = N,(w). Wir wahlen r so, dass ¢'(z) # 0
fiir z € B,(a) \ {a}. Dann hat w zwei verschiedene Urbilder in D, Widerspruch zur
Injektivitat von f. O

4.2. Die Satze von Arzela-Ascoli und Montel.

Ziel: Charakterisierung der Kompaktheit in dem Raum %' (X) der stetigen Funktion
auf einem kompakten metrischen Raum.

Ist V' ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum und K C V, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) K ist kompakt (K hat die Heine-Borel Uberdeckungseigenschaft).
(i) K folgenkompakt (K hat die Bolzano-Weierstrass Eigenschaft, d.h.
jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge).
(iii) K ist beschrankt und abgeschlossen.

Fiir unendlich-dimensionale Vektorraume gilt diese Charakterisierung nicht mehr:

4.2.1. Satz (Satz von Riesz). Die Einheitskugel B;(0) = {v € V : ||v|| < 1} eines
Banachraums V ist kompakt genau dann, wenn dim V' < oc.

Ist also dimV = oo, so ist die Einheitskugel nicht kompakt, obwohl sie be-
schrankt und abgeschlossen ist. Wir suchen nun ein Kompaktheit-Kriterium in der
Raum der stetige Funktionen. Sei nun (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Be-
trachte

¢ (X)={f:X — C: f stetig}

mit der sup-Norm || f|| = supy | f|- Dann ist (¢'(X), || - ||) ein Banachraum und i. A.
gilt dim %' (X) = oo. Eine Funktionenfolge konvergiert in (¢'(X), || - ||) genau dann,
wenn die Folge gleichmal3ig auf X konvergiert.

Wir formulieren nun ein Analogon des Satzes von Bolzano-Weierstrass in ¢’ (X).
Dazu brauchen wir einen neuen Begriff. Wie sagen, dass eine Folge (f,,) in ¢'(X)
gleichgradig stetig ist, wenn gilt: fiir alle x € X und alle ¢ > 0 existiert § = §(z, ¢),
so dass fiir alle 2’ € Bs(z) und alle n € N gilt | f,(z) — f.(2")| < e. Man beachte,
dass ¢ fiir alle f,, derselben Wert hat, weshalb die Redeweise gleichgradig stetig.

4.2.2. Satz (Satz von Arzela—Ascoli). Sei (f,) eine Folge in ¢ (X ) mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) (fn) ist beschrinkt in € (X), d. h. sup,, || fn]| < oo.
(2) (fn) ist gleichgradig stetig. Dann besitzt (f,) eine konvergente Teilfolge in
7 (X)



82

Beweis: Wir benutzten das Cantorsche Diagonalverfahren, um eine Teilfolgen zu
konstruieren, die auf eine dichte abzdhlbare Menge konvergiert. Aus der gleich-
gradigen Stetigkeit folgt, dass die so erhaltene Grenzfunktion auf ganz X in Su-
premumsnorm konvergiert.

1. Schritt: Es gibt eine hochstens abzihlbare dichte Teilmenge A C X.In der
Tat, sei n € N. Da (X, d) kompakt ist, so existiert A, = {x,1,...,Zpk,} C X, sO
dass X = U?L Bijn(2,,;). Dannist A := (J,, .y An hochstens abzéhlbar und fiir alle
r e A,neNgibtesa € Amitd(z,a) <1/n,d.h. Aliegt dicht in X.

2. Schritt: Wir zeigen, dass es eine Telfolge (v,) von (f,,) gibt, so dass fiir alle
a € A (v,(a)) konvergiert. Definiere A, = {a,,...,q,}, p € N. Betrachte die Folge
(fn(ay)). Sie ist beschrankt: |(f,(a1))| < cfiir alle n € N. Nach Bolzano-Weierstrass
besitzt (f,(a;)) eine konvergente Teilfolge ( j}(f)(al)). Die Folge ( fﬁl)(al)) ist auch
beschrankt, besitzt also eine konvergente Teilfolge ( f£2)(a2)). Da f\* Teilfolge von
f,&l) ist, konvergiert auch f,SZ)(al), also j}(f) konvergiert auf A,.

Rekursiv konstruieren wir Folgen ( j}(f))n, so dass ( fq(f)) eine Teilfolge von ( j}(f_l))
istund £ konvergiert auf A;. Wir benutzen nun das Cantorsche Diagonal-Verfahren:

N AT
[ R

;g

Wir betrachten die Diagonalfolge v, = (f{™). Da (f{"™),sx Teilfolge von (£ ist,
so konvergiert ( fr(L")) auf Ay, also auf A = | Ay.

3. Schritt: Konvergiert (v, ) auf die dichte Menge A, so konvergiert v,, punkt-
weise auf X. Sei z € X beliebig. Wahle a € A mit d(z,a) < (e, z). Da (v,(a))
konvergent ist, wahle N € N so, dass fiir m,n > N gilt |v,(a) — v,,(a)| < e. Dann
gilt

|on(2) = vm(2)| < |va(2) = va(@)] + |vn(a) = vm(a)] + [vm(a) = vm(2)]. < 32

Daraus folgt, dass (v,(x)) konvergent ist.

4. Schritt: Ist X kompakt und (v,) gleichgradig stetig und punktweise konver-
gent, so ist (v,) gleichmalig konvergent. Sei ¢ > 0. Da X kompakt ist, existieren
T1,. .. @, € X mit X = UY | B2, (2;), mit §(e, z) wie in (2). Fiir ein z € X und
ke {1, RN N} mit xr € B(S(e,xk)(xk)

[on (@) = vm (@) < (Un(x) — Un(@)| H[on(@k) = Vml20)[ + [Vm(TH) — Vm(2)]

<e <e

Es folgt

_ < — <
lon = vmlla < 26+ max |fu(z) = fulaw)] < 3¢

J/

<e fiir alle m\,rn grof$ genug
Es folgt, dass (v,) eine Cauchy-Folge ist in dem Banachraum (¢ (X), || - ), also
konvergent. O
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4.2.3. Satz (Montel/Stieltjes—Vitali). Sei D C C offen, (f,) eine lokal gleichmdfsig
beschrdnkte Folge in O(D), d.h. fiir jedes K C D kompakt gilt sup,, ||f.llx < oo
Dann besitzt (f,,) eine lokal gleichmdfsig konvergente Teilfolge.

<c

Beweis: Sei » € D, B,(z) C D. Nach Annahme existiert ¢ > 0 mit || f||5-5 <

fiir alle n € N. Cauchy—Abschétzungen 2.5.6 liefern'

Hf?llHBT/Z(z) (r /2)an”K < n € N.

Fiir w € B, /»(2) gilt dann (Schrankensatz)

Falw) = fa2)] < o .

Dies zeigt, dass die Folge ( f,,) gleichgradig stetig ist. Wer wenden nun den Satz von
Arzela—Ascoli an. Sei (K),),en eine Ausschopfung von D mit kompakten Teilmengen:

Vp e N: K, C D kompakt, K, C lo(p+1, und D = U K,.
peEN

Man kann K, etwa so definieren:

Kp:{zeD d(z,0D) }ﬂB

Waiéhle eine Teilfolge ( n ) gleichméllig konvergierend auf K. Aus ( fn ) wahle
eine Teilfolge ( f,(f)) gleichmiflig konvergierend auf K,, usw. Die Diagonalfolge
( ,(l”)) konvergiert dann auf jedem K, p € N, also auf jedem kompakten K C
D. U
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21. VORLESUNG, 12.07.2017

4.3. Der Injektionssatz von Hurwitz.

4.3.1. Satz (Hurwitz I). Eine Folge f, € O(D) konvergiere lokal gleichmdysig im
Gebiet D C C gegen f € O(D). Es sei U beschrdnkt und offen mit U C D, so dass f
keine Nullstelle auf OU hat. Dann gibt es einen Index ny; € N, so dass alle Funktionen
f, fo mitn > ny in U gleich viele Nullstellen haben.

Beweis:

Schritt 1: U = B,(z). Es gilt e = min{|f(z)| : z € OU} > 0. f,, — f gleichmallig
auf OU = Iny, so dass || f, — fllov < ¢ fir alle n > ny = |f.(2) — f(2)] < |f(2)]
fiir alle z € U, n > ny. Rouché ~» Behauptung.

Schritt 2: U beliebig. U kompakt = f hat in U nur endlich viele Nullstellen (Iden-
titdtssatz). Sie liegen alle in U = U \ dU, es gibt also paarweise disjunkte Kreis-
scheiben Uy, ...,U, in U, sodass fin K = U \ (U, U...U Uy) nicht verschwindet.
Da f,, — f gleichmél3ig auf K, sind fast alle f,, nullstellenfrei in K.

Schritt 1~ fiir fast alle n gilt Ny, (0,U;) = N¢(0,U;) also Ny, (0,U) = N;(0,U). O

4.3.2. Satz (Injektionssatz von Hurwitz). Es sei f,, € O(D) eine Folge von injektiven
Funktionen, die in D lokal gleichmdfSig gegen f € O(D) konvergiert. Dann ist f
entweder konstant oder injektiv.

Beweis:

Angenommen f ist weder injektiv noch konstant. Seien a,b € D mit a # b, f(a) =
f(b). Sei r > 0 mit B,(a) N B,(b) = (). Die Funktion f — f(a) hat Nullstellen in a
und b und ist nicht identisch Null. Nach 4.3.1 haben fast alle Funktionen f,, — f(a)
gleich viele Nullstellen in B,(a) und B, (b), d.h. f, nimmt den Wert f(a) in zwei
verschiedenen Stellen an. Widerspruch. O

4.4. Riemannscher Abbildungssatz. Zwei Gebiete der komplexen Ebene heil3en
biholomorph &dquivalent oder konform dquivalent, wenn es zwischen ihnen eine
holomorphe bijektive Abbildung gibt. Eine Fundamentalfrage ist: Wann sind zwei
Gebiete biholomorph &dquivalent? Fiir manche spezielle Gebiete findet man ei-
ne biholomorphe Abbildung durch eine Mobiustransformation. Zum Beispiel sind
die obere Halbebene H und die Einheitskreisscheibe D biholomorph biholomorph
dquivalent, unter der Mobiustransformation, genannt Cayley-Abbildung,

(4.1) H— D, ijjZ,
mit der Umkehrabbildung
1
(4.2) D —s H, z>—>iz+1-
o

Hingegen sind C und D nicht biholomorph dquivalent, denn jede holomorphe
Abbildung C — D ist nach dem Satz von Liouville konstant.
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Wie kommt man darauf, dass die Funktion (4.1) ein Kandidat fiir eine biholo-
morphe Abbildung H — DD ist? Wir wissen (Ubungsblatt 2), dass Mobiustransfor-
mationen verallgemeinerte Kreislinien in C auf verallgemeinerte Kreislinien abbil-
den. Dabei heifit eine Teilmenge von C verallgemeinerte Kreislinie, falls sie entwe-
der eine Kreislinie in C oder eine (nicht notwendig durch 0 gehende) Gerade ver-
einigt mit dem Punkt oo ist. Wir wissen auch, dass fiir je zwei Tripel (21, 22, 23) und
(w1, wy, w3) jeweils verschiedener Punkten in C genau eine Mobiustransformation
M existiert mit M (z;) = w; fiir j = 1,2, 3. Wir suchen also eine Mobiustransfor-
mation

~ az+b
die den Rand von H, d.h. reelle Achse, in den Rand von D, d.h. die Kreisli-
nie, abbildet, und zwar so, dass M(0) = —1, M(1) = —i, M(cc) = 1 (d.h.
lim, ., M(z) = 1). Diese Forderung an (4.3) fithren sofort zu (4.1).
Wir bemerken nun, dass die Abbildungen H — {z : Rez > 0}, z — z/i = —iz
und {z: Rez > 0} — C_, z — 2?, also auch ihre Zusammensetzung
(4.4) H— C_, z+— —22,

biholomorph sind. Setzen wir (4.2) mit (4.4) zusammen, so erhalten wir eine
biholomorphe Abbildung

z—1

2
(4.5) D—»C_, zH<Z“) ,

Diese Abbildung ist bemerkenswert, indem sie die beschrdnkte Einheitsscheibe biho-
lomorph auf auf die Vollebene ohne die negative reelle Achse abbildet. Eine verwand-
te Abbildung ist die Koebe Abbildung

N z z (z+1 ?
D_HC’Z'_)ZRZ:(2—1)221(2—1+1) ’
n=1

die D biholomorph auf C \ (—oo, ;] abbildet.

Wann ist ein Gebiet D biholomorph dquivalent zur Einheitskreisscheibe D? Da
biholomorphe Abbildungen Homéomorphismen sind, und da D einfach zusam-
menhédngt, so muss auch D einfach zusammenhédngen. Sind nédmlich D;, D, ho-
moomorphe Gebiete und hangt D, einfach zusammen, so ist auch D, einfach zu-
sammenhéngend. Ein Satz, der nach Felix Klein “zu den tiefsten und grof3ten Er-
kenntnissen zu zdhlen ist, die in der Mathematik je erwachsen sind”, besagt, dass
D keinen weiteren Zwangen unterliegt.

4.4.1. Satz (Riemannscher Abbildungssatz). Sei D C C eine offene, einfach zusam-
menhdngende Teilmenge, D # C. Dann ist D biholomorph zu D.

Beweis: Nach Folgerung 3.3.9 hat ein einfach zusammenhindendes Gebiet die
Quadrat-wurzel-Eigenschaft: Jede nullstellenfreie holomorphe Funktion hat ei-
ne holomorphe Quadratwurzel. Im Beweis benutzen wir nur die Quadratwurzel-
Eigenschaft von D.
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Wir nehmen also an, dass D die Quadratwurzel-Eigenschaft hat. Sei a € D fest.
Betrachte die Familie

K={feO(D): f(D)CD,f injektiv, f(a) = 0}.
Wir zeigen, dass
(1) £ #0,
(2) 3f € K mit | f’(a)| maximal,
(3) f € K mit|f'(a)| maximal = f(D) =D und f ist biholomorph.
1. Schritt: Existenz holomorpher Injektionen. Wir zeigen, dass IC # (). Sei b €
C\ D. Die holomorphe Funktion z — z — b hat keine Nullstelle aud D. Folglich

gibt es g € O(D) mit g(z)* = z — b fiir alle z € D. Da g nicht konstant ist, so ist sie
offen. AufSerdem gilt

9(z) =%g(z) = g(z)’ =gV =z2-b=2-b=z2="7.
Insbersondere ¢ injektiv und
Vwe C: {fw} ¢ g(D),

d.h. g(D) enthélt keine Spiegelpunkte. Sei ¢ € ¢g(D) (also ¢ # 0) und B,(c¢) C g(D).
Dann ist B,(—c) C C\ g(D), also g(D) C C\ B,(—c). Die holomorphe injektive
Funktion

h:C\{-c} >C, h(z)zzgfi")-

erfiillt h(g(a)) = 0 und ist beschrant auf C \ B,(—c), also auf g(D). Sei
R > sup{|h(w)| : w € C\ B.(—c)}.

Dann ist +(h o g) € K.
2. Schritt: Die Extremalfunktion. Wir zeigen, dass

3f e K+ [f'(a)] =sup{|g'(a)] : g € K}.

Da K # () gilt M := {|¢'(a)| : g € K} € [0,00]. Sei g € K; g ist injektiv also ¢'(a) # 0
und M > |¢'(a)| > 0. Aulerdem ||g||p < 1 und fiir » > 0 mit B,(a) C D gilt

50 < Tlalls < 7 < Jg; A0 M < o
Sei (f,) eine Folge in K mit |f/ (a)| — M, n — oo. Es gilt || f,,|| < 1 fiir alle n € N.
Nach dem Satz von Stieltjes-Vitali gibt es eine konv. Teilfolge (v,) mit v, — f lo-
kal gleichmaf3ig fiir n — oo. Satz von Weierstrass: f € O(D) und f; — f’ also
fla) =0, ()| = M. -~
Wir zeigen, dass f € K. Es ist klar, dass f(D) C D f ist aber nicht konstant
(|f'(a)] = M > 0), also f(D) ist offen und folglich f(D) C D. Nach dem Injekti-
onssatz von Hurwitz 4.3.2 ist f injektiv.
3. Schritt: Wir zeigen, dass f(D) = D und f biholomorph ist. f injektiv =
Q= f(D) C Doffen und f : D — 2 biholomorph. Insbesondere hat auch Q2
die Quadratwurzel-Eigenschaft. Angenommen 2 # . Wir benutzen dann das fol-
gende
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Lemma (Quadratwurzel-Verfahren von Koebe-Carathéodory). Das Gebiet (2 C D
habe die Quadratwurszel-Eigenschaft und 0 € Q, Q0 # D. Dann gibt es g € O(Q)
injektiv mit g(2) C D, g(0) =0, |¢'(0)| > 1.

Betrachte dann go f € K; esist [(go f)'(a)| = |¢'(0)| - | f'(a)| > |f'(a)|. Dies ist
ein Widerspruch zur Wahl von f.
Beweis des Lemmas: Sei b € D\ 2. Betrachte die Mobiustransformation

z—>b
bz —1
op(2) £ 0fiir 2 € Q. Sei h: Q — C, h%(2) = pp(2), z € Q. Es ist klar, dass h(Q2) c C
und man zeigt wie in (1), dass h injektiv ist. Setze
C:h(O), g:wchGO(Q)
g ist 1nJekt1v und ¢(0) = .(h(0)) = p.(c) = 0. Wegen h? = ¢, = 2h(0)R'(0) =
4(0), ¢ = h(0)2 = @4(0) = —b. Also
/ N/ ! o . 902(0) _ (1 - \0\2)_1(1 B |b‘2>
§(0) = @ile) - 1(0) = i) - L2 = -
(L —le)7 " —le)A +el) 1+l
2c 2
und |¢'(0)| > 1, wegen |c| # 1. O

op D =D, @y(z) =

4.4.2. Bemerkung. Ist D # C, wahle B.(b) C C\ D. Dann ist die Funktion D >
z=a holomorph und beschrankt auf D. Fiir R > 0 geniligend grof3 ist: D —

z—

C, f(z) = Rp ein Element in K.

4.4.3. Folgerung. Jedes einfach zusammenhdngende Gebiet D C C ist homoomorph
zu der Einheitskreisscheibe.

Beweis: Ist D = C,soist p: C = D, ¢(2) = 7 777 ein Homéomorphismus von C
auf D. Ist D # C, so gibt es sogar eine biholomorphe Abbildung f : D — D (nach
4.4.1). O

Notiz. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es zu jedem einfach zusammenhén-
genden Gebiet D C C eine biholomorphe Abbildung f : D — D. Diese ist eine injektive
holomorphe auf D und wird schlicht genannt. Zur Untersuchung schlichter Funktionen
ist die Normierung f(0) = 0 und f/(0) = 1 zweckmadssig. Eine solche Funktion hat die
Potenzreihenentwicklung f(z) =z + Y .5 apz™.

In einer FuRnote seines Werkes “Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen, welche
eine schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln” aus dem Jahr 1916 stellte der
Mathematiker Ludwig Bieberbach die folgende These auf:

4.4.4. Bieberbachsche Vermutung. Es sei f : D — C, wobei D die ebene Einheitskreis-
scheibe bezeichnet, eine holomorphe, injektive Funktion mit der Potenzreihenentwicklung
f(z) =24+ > 7", a,2". Dann gilt |a, | < n fiir alle n > 2.

Diese nach Bieberbach benannte Vermutung hat einige Jahrzehnte zahlreiche Mathe-
matiker beschéftigt. Bieberbach selbst hat bewiesen, dass sie fiir den Fall n = 2 erfiillt ist.
Der erste Beweis der Bieberbachsche Vermutung gelang Louis De Branges im Jahr 1984.



Die Koebe-Funktion
z > n
fI]D—>(C, f(Z):m:ZTLZ s
n=1

erfiillt die Gleichheit in der Bieberbachsche Vermutung.
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