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3. VORLESUNG, 26.04.2017

1.3. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Logarithmus.

1.3.1. Definition. Eine Funktionenreihe ) . a,(z — 20)" heil3t Potenzreihe mit
Koeffizienten a,, und Entwicklungspunkt z,. Der Konvergenzradius der Reihe ist

R:=sup {t € [0,00) : (|a,|t") beschrankt} € [0, oc] .
Wir verabreden, dass Bg(z) := C, falls R = co.

1.3.2. Satz.

(a) Die Reihe ist in der Kreisscheibe Br(z) absolut konvergent.

(b) Die Reihe ist in jeder Kreisscheibe B,(z) mit p < R normal (also auch gleichmd-
Jsig) konvergent.

(c) Die Reihe ist fiir |z| > R divergent.

Br(zy) ={z € C: |z| < R} heil’t Konvergenzbereich der Potenzreihe. Die Potenz-
reihe definiert eine Funktion P : Bg(z)) — C, P(z) = Y .~ a,(z — 20)". Wegen
der gleichméRigen Konvergenz in allen B,(z) mit p < R ist P stetig.

Fiir eine Funktion f : D — C wird die Supremumsnorm durch

\fllp = sup{|f(z)| iz € D} € [0, 0] .

eingeftihrt. Eine Reihe ) . f, von Funktionen f, : D — C heilst normal kon-
vergent, falls ) _, || f.||p konvergiert. Konvergiert die Funktionenreihe »_ _ f,
normal, so konvergiert sie auch gleichmif3ig. Konvergiert die Funktionenreihe
> o1 fn gleichméRig und sind f, stetig in D, so ist auc die Summe f = Y>> f,
der Reihe stetig in D,

1.3.3. Satz. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) - an(z—20)". Dann gilt:

1
(1.5 R=—F —+ (Cauchy-Hadamard-Formel)
lim sup {/|a,| Y
n—o0
und
(1.6) R= lim |- ,
n—oo an+1

falls der Grenzwert in R existiert.

1.3.4. Definition. Die Exponentialreihe ist die Potenzreihe

n

z
2 i
n=0

Der Konvergenzradius ist nach (1.6) R = oo, da a,, = 1/n! und |a,/a,1| = n + 1.

Die Exponentialreihe definiert also eine Funktion

o0 n

(1.7) exp: C— C, exp(z) ::Z%EC,

n=0

genannt Exponentialfunktion.
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Es gilt

N |
exp(1l) = Z e (Eulersche Zahl).
n=0
Mit Hilfe des Satzes vom Cauchy-Produkt (Analysis I, 3.3.6) erhalten wir die Funk-
tionalgleichung (Additionstheorem) der Exponentialfunktion:

(1.8) exp(z +w) = exp(z) exp(w), z,w e C.

Es ist klar, dass exp(z) = exp(z), fiir z € C, exp(z) € R fiir z € R, | exp(z)| = 1, fiir
z € iR, | exp(z)| = exp(Re z), fiir z € C. Wegen exp(0) = 1, folgt aus (1.8), dass
1
1. —z) = = :
(1.9 exp(—z) = exp(z) oxp(2) zeC
Die Gleichung (1.8) besagt, dass exp : (C,+) — (C*, -) ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. Aus (1.8), (1.9) ergibt sich leicht, dass exp(r) = ¢" fiir alle r € Q. Die

Exponentialfunktion stimmt fiir rationale Zahlen mit Potenzen von e {iberein. Dies
motiviert die folgende Definition.

1.3.5. Definition. Fiir z € C sind die komplexen Potenzen von ¢ definiert als

e® :==exp(z)|.

Damit wird die Funktionalgleichung zur Potenzregel:
(1.10) et =¢*e", zweC.

Wir verwenden beide Schreibweisen, e* und exp(z).

Die trigonometrischen Funktionen wurden in der Vorlesung Analysis I ausfiihr-
lich untersucht. Sie sind Abkommlinge der Exponentialfunktion, die Mutter vieler
interessanter Funktionen. Ihre Eigenschaften setzen wir als bekannt voraus.

1.3.6. Definition (Euler). Sei z € C. Definiere
_ _ 1 . _
sinz = 5(6” —e ), cosz= 5(6” +e %),
1
sinhz = —(e* —e®), coshz=—=(e+¢e77).
2 2
Es folgt (durch Einsetzen der Potenzreihen—Darstellung von e und e~%)

[eS) _1)
sinz-Z(( ) 22 cos

2n+1)!

: _ = 1 2n+1 _ = 1 2n
smhz_§7(2n+1)!z coshz—;mz
Alle diese Reihen haben Konvergenzradius oo, da die Exponentialreihe Konver-
genzradius oo hat.
Die Definition impliziert sofort

e¥ =cosz+1isinz.
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Dies ist i.A.nicht die Zerlegung in Real- und Imaginérteil von e¢**. Wenn aber ¢ € R,
so gilt cos ¢, sin p € R und wir erhalten die Eulersche Formel (1.2):

(1.11) €' = cosp +ising, wobei cos ¢ = Re €™, sin p = Im ™.

1.3.7. Satz. Die Exponentialabbildung exp : C — C* ist eine surjektive und peri-
odische Abbildung mit Periode 2mi. Fiir z € C* gilt exp~'(2) = log || + i Arg(z) =:
Log(z). Die Einschrdnkung exp : {z : —m < Imz < 7w} — C* ist stetig und bijektiv.
Deren Umkehrung, gegeben durch

log:C* = {z:—r<Imz<7}, zrloglz|+iargz,
ist stetig auf C_ und unstetig auf R_. Fiir alle reellen Zahlen a € R_ gilt

lim log(z) = log(a) = log|a| +im, lim log(z) = log|a| —ir ,
Im 2>0 Im 2<0

d.h. log macht beim Uberqueren der negativen reellen Achse einen ,,Sprung von 2mi*.

1.3.8. Definition.

(a) Sei z € C*. Eine Zahl w € exp~!(z) (d.h.eine Zahl, die die Gleichung ¢* = z er-
fiillt) heilt ein Logarithmus (oder Wert des Logarithmus) von z. Die Zahl log(w)
ist ein Logarithmus von z und hei3t Hauptwert des Logarithmus von z.

(b) Eine stetige Funktion [ : G — C in einem Gebiet G C C* heil3t Logarithmus-
funktion oder Zweig des Logarithmus in G, wenn gilt ¢/*) = 2 fiir alle z € G,
d.h. wenn [ eine stetige Umkehrung von exp ist. Die soeben eingefiihrte lokale
Umkehrung

log:C_ = {z:—nm<Imz <7}

ist stetig und heil3t Hauptzweig des Logarithmus. Sie ist eine komplexe Fortset-
zung des gewoOhnlichen reellen (natiirlichen) Logarithmus log : R, — R.

1.3.9. Bemerkung. Aus Sicht der reellen Analysis ist die Abbildung exp : C — C*
ein lokaler ¥ Diffeomeorphismus und sogar eine Uberlagerung. Die Abbildung
log: C_ — {z: —m < Imz < 7} ist eine ¥ lokale Umkehrung von exp.

2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

2.1. Definition und erste Eigenschaften.

2.1.1. Definition. Sei D C C offen. Eine Funktion f : D — C heil3t komplex
differenzierbar in z, € D, wenn

, d ) z) — f(z
(2.1) f'(20) == —f(zo) = lim J&) = =)

in C existiert.
dz z=z20 2 — 20

Diese Zahl heilst dann die (komplexe) Ableitung von [ in z,. Die Funktion [ :
D — C heil3t holomorph in D, falls f komplex differenzierbar in allen Punkten
z € D ist; f heilst holomorph in z; € D, wenn f holomorph in einer offenen
Umgebung von z ist.
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Diese Definition erhalten wir durch Ubertragung der Definition der Differen-
zierbarkeit in einer reellen Verdnderlichen. Auf gleiche Weise wie in der reellen
Analysis zeigt man:

2.1.2. Lemma. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
() f ist komplex differenzierbar in z,
(ii) Es gibt A € Cund p : D —» C mit lim,_,,, 2% = 0 und

z—z0

f(2) = f(20) + Az = 20) + p(2)
(i) Es gibt L € £(C,C) mit f(z) = f(z0) + L(z — 20) + o(|z — 20]), 2 = 20
In diesem Falle gilt f'(zy) = A und L(v) = f'(zo) - v fiir v € C.

Dabei bezeichnet .4 (C, C) den Raum der C-linearen Abbildungen von C nach C.

Seinun f : D — C, z = v + iy — f(2) = u(x,y) + iv(z,y), wobei u = Re f
und v = Im f. Wir identifizieren f mit einer Funktion f : D C R? — R?, (z,y) —
((z,9),v(z,y)):

—f(2)

CoD C
zw(x,y)l le(rvy)
R?2> D R2

(z,y) = (u(z,y),v(z,y))
Die Funktion f heil’t reell-differenzierbar, wenn L € % (R? R?) = %(C, C) exis-
tiert mit f(z) = f(20) + L(z — 20) + o(|z — 20]), 2 — 2. Die Abbildung L ist das Dif-
ferential von f in 2, und wird bezeichnet mit L = df (2). Ist f reell-differenzierbar
in 2y, so existieren die partiellen Ableitungen

0 0 0 0 0 0
) = Golan) i), () = 5 )+ i ().

und of o7
df(Z(]) = %(Zo) dx + a—y(Z'Q) dy .

Dabei sind
dr,dy:C — C, de(z) =de(x+iy) =x, dy(z)=dy(z+iy)=vy.



