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2.3.2. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete). Sei D C C ein Sterngebiet
und f : D — C holomorph. Dann gilt f7 f(2) dz = 0 fiir alle geschlossenen stiickweise
¢'—Kurven in D. Insbesondere besitzt f eine Stammfunktion in D.

Beweis: Folgt aus 2.3.1 und 2.2.9. O

2.3.3. Satz (Cauchysche Integralformel). Sei f : D — C holomorph in der offenen
Menge D. Wenn

(2.10) B,(z) C D

ist, so gilt :

(2.11) f(z):% . )%d(, fiir z € B,.(2)

Beweis: Sei z € B,(z) gegeben. Wegen (2.10) gibt es p > r mit B,(z,) C D. Sei
C, die durch Pfeile

1S,

9B,(20)

OB, (z) 5

angeordnete Kurve, wo der kleine Halbkreis um 2 den geniigend kleinen Radius
0 > 0 hat. Entsprechend ist C, konstruiert durch Spiegelung um zyz.
Sind S}, S, senkrechte Halbgeraden zu Z;z durch 2, so sind H; = B,(z) \ 5;

Sterngebiete (j = 1,2). Die Funktionen H; > ( — % sind holomorph und

Jo Jg(_cz) d¢ = 0, 7 = 1,2, nach 2.3.2 Wir addieren beide Integrale und dabei zer-
legen wir sie in Strecken- und Halbkreisintegrale. Die Anteile iiber die Strecken

heben sich wegen der verschiedenen Orientierungen auf:

8Br(20) 8B5(Z)
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2

it 2w
[ I PR g [ e s
0B, (20) 0B;(2) 0 0
21 2
=i [ [f(z+6e") — f(2)]dt+i | f(z)dt,
{ s [
30 (5-0) —omif(2)
weil
2w )
}/0 [f(z + 6e™) — f(z)]dt| < ténoagfr]|f(z+5e”) f(z)|-2r —0, 0—0.

O

Sei v eine geschlossene Kurve in C und z € C\ |7|. Die Windungszahl (Umlaufzahl)
ist

2m C

und gibt an, wie oft die Kurve ~ den Punkt z im positiven Sinn umléuft. Z.B.
v:[0,21] = C, y(t) =™ k€Z ~ n(y,0)=k.

Es gilt n(v, z) € Z. Beweis: Zerlege a = ¢y < ¢; < ... < ¢, = b, so dass v =
Yiew_1,en] © [Cr—1, k] = Uy, wobei ein Zweig des Logarithmus ¢}, : U, — C auf U,
existiert. Dann gilt v = 1 * ... % v, und

omion(r,2) =3 [ =2 = S @) - fulrlenn))

k=17 (=2 k=1
—1

= luy(en) = () + 3 () — b ((e))]

(-

1

3

T

g v~
€2miL €2miZ

da fiir zwei Zweige (1, ¢, des Logarithmus gilt /,(z), l5(2) € log |z| + i arg z + 2miZ.

2.3.4. Satz (allgemeine Cauchy-Formel). Sei D ein Sterngebiet, f : D — C holo-
morph. Sei v eine geschlossene stiickweise ¢'~Kurve und z € D \ |vy|. Dann gilt:

n(r,2) 27rz C — z
Beweis: Schreibe
o / {OENIC) |
(—=z C -z
Nach Definition ist [ ’;(fi = 27i - n(v, z). Definiere

[O-IE) g

PR (C7 z =
9.: D — 9:(¢) {f’() =2
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g, ist holomorph in D \ {z} und stetig in D. Das Lemma von Goursat und der
Cauchysche Integralsatz sind noch giiltig (siehe Ubungsblatt 4, 1a). Also

1 g.()dC =0

und das erste Integral in (x) verschwindet. O

Fiir v = 0B, (2) gilt

n z):{l , 2 € B.(2)
T’ 0 , -¢B.(a),

also

1 / &dcz{ﬂz) . 2 € Bi(x)

0 B, .
8B, (a) o 2 ¢ Br(=)

2.3.5. Satz (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei D C C offen, f : D — C holo-
morph. Sei zy € D und p = d(zy,0D) := i%fD |z — 20| > 0. Dann gilt
ze

f(z) = Zan(z —z)"  fiir alle z € B,(z) ,
n=0
wobei

2mi z — zo)"t!

(2.12) ay, = L/ L dz fiiraller € (0,p) .
OBr(20) (

Beweis: Sei z € B,(z). Wahle r € (|z — 2/, p).

Dann ist B, (z9) C B,(%) und die Cauchysche Integralformel impliziert

1S
6 =3 [ £l
OBr(z0)

Nun ist

Q) _ f(©) _ f(©)

(-2 C—20+ZO—Z_(C_zO)<1_m)
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und |z — 2 <r:\§—z0\,alsoz_zo < 1. Somit gilt
i(z—zo)n_ 1
a) TToE

n=0

Diese Funktionenreihe konvergiert normal und daher gleichméRig fiir ¢ € 9B,.(2),

da i,
|z — 20 |z — 2 \"
= und ] <o0.
; 2\ o

Z — 20

¢—20

sup
¢€IBr(20)

Wir erhalten somit;

RS Y A ((s PR
_Zm / (C—zo)”“dC( o)

(Wir konnen Integral und Summe vertauschen wegen der gleichmél3igen Konver-
genz der Reihe.) O



