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11. VORLESUNG, 31.05.2017

Betrachte nun die spezielle Mobiustransformation

Qpa:D%]D)a @a(z):_z_a (aE]Dfest).
az — 1

Dann gilt:

QOGJ(O) = a7 @a(a) — 0, (10627, = Id]D) 5 d.h. gO;l = gpa
¢, ist eine holomorphe Involution, die 0 und a vertauscht.
2.6.10. Satz.

Aut(]D):{]DBzHC

zZ—a

leD:aeD,gesl}.

az —
Beweis: Seia = f!(0). Dann ist

fop, € Aut(D) und f o ¢,(0) = f(a) =0.
Satz 2.6.9 = 3¢ € St mit fop,(2) = 2z, f(2) = Cp; 1 (2) = Cpa(z) =¢- 2% O

az—1

2.7. Isolierte Singularititen.

2.7.1. Definition. Sei D C C offen, f € O(D). Ein isolierter Punkt 2z, € C\ D (d.h.
sodass 37 > 0: B,.(z) \ {20} C D) heilt isolierte Singularitdt von f.
Wir unterscheiden drei Arten von isolierten Singularititen:
(1) hebbare Singularititen: 3 f € O(D U {z}) mit f|p = f.
(2) Pole: nicht hebbar und 3¢9 € O(D U {2}), p € Nmit f(z) = g(z)/(z — z)?
firz € D.
(3) wesentliche Singularitdten: weder hebbar, noch Pole.

Beispiele:Die Funktionen f, : C\ {1} — C, fi(z) = ==L, f, : C\ {0} — C

z—1?2

fo(z) = 222, fy . C\ 2miZ — C, f3(z) = —Z; haben hebbare Singularititen in

e*—1

1 bzw. in 0. Die Funktion ﬁ hat einen Pol in z,, die Funktion e* hat eine
wesentliche Singularitit in 0. Die Funktion -2+ hat Pole in 2z, = %, k € Z. Der

sin 1
z

Punkt 0 ist keine isolierte Singularitat, da klim 2z = 0.

—00

2.7.2. Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Eine isolierte Singularitdt z, einer
Funktion f € O(D) ist genau dann hebbar, wenn es eine Umgebung U von z, gibt, so
dass f in U \ {z} beschrdnkt ist.

Beweis: Die Idee ist, die Funktion f mit (z—z()? zu multiplizieren; die so erhaltene
Funktion h hat eine holomorphe Fortsetzung in z,, die in z; zusammen mit ihrer
ersten Ableitung verschwindet. Man kann also ein Faktor (z — z)? von h abspalten
und der andere Faktor ist die gesuchte holomorphe Fortsetzung!

Nun ausfiihrlich: Betrachte g, h: DU {2z} — C

o) {(z SV IONNEEE L
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g ist nach Annahme stetig in z,. Daher gilt

lim h(z) = h(z) = lim g(z) =0

Z—20 z — ZO Z—20
und h ist C—diffbar, also holomorph mit h(zy) = h'(z) = 0.
Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3r > 0: Vz € B,(2)
h(=) = (= — 20)2(as + as(z — ) +...) = (= = 20)*f(2)
=:f(2)

mit f~€ O(B,(20)). Fir z € B.(20) \ {20} gilt h(z) = (z — 20)g9(2) = (2 — 20)f(2),
also f(z) = f(z). Setze

z z flz) , z€D
D UA{z C, f(2)=<"-
fiDU{z} = C, f(2) {ﬂ@ RO

f ist wohldefiniert und C—diffbar in D U {2} mit f|p = f. 0
2.7.3. Definition. Sei f € O(D), zy € D. Die Ordnung von f in z, ist

min{n € Ny : f™(z) # 0}, f # 0 in einer Umgebung von z,

oo, f =0 in einer Umgebung von 2.

OrdZO(f) = {

(Nach dem Identitédtssatz gibt es n € Ny mit f(™(z) # 0 falls f # 0 in einer
Umgebung von zj.)

Beispiele: f(z) #0 <= ord,(f) = 0; ord,,(z — 20)" = n;
ordy,(z — 29)" = 0, w # 2.

2.7.4. Satz. Sei f € O(D), zp € D, m = ord,,(f). Dann gibt es g € O(D), so dass
f(2) = (2 = 20)"g(2), = € D und g(z) # 0.

Beweis: Die Taylorentwicklung von f um 2z, lautet
f(2) = am(z — 20)™ + ama1(z — 20)™ ™ + ... = (2 — 20)™(Om + Amg1(z — 20) +...)

wobei a,, = % =# 0. Daher ist

f(2)
poes s z Z|
g:D>C g<z):{<zzo> 7 %o
A, s zZ =20

holomorph in D: g ist komplex diffbar in zy, da g(2) = @, + ami1(z — 20) +. . . eine
konvergente Potenzreihe in einer Umgebung von z ist. O

Sei nun f € O(D), 2o ein Pol von f, d.h. z; ist nicht hebbar und

f=9/(z—2)" , g€ODU{%}) , peN.
Sei g = ord,,(¢g) und g(z) = h(z)(z — 20)%, h € O(D U{z}), h(z) # 0. Dann gilt:
M=) h(:)

(z—2)P (22— z)P 9

f(z) =

, 2€D.
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Es ist p > ¢, ansonsten wire z, hebbar; f hat also die Darstellung
h
(2.149) f=———, h(z) #0,

(z — zo)"

wobeir =p—q > 0.

2.7.5. Definition. Sei f € O(D), 2, ein Pol von f. Die Zahl r > 0 aus der Darstel-
lung (2.14) heilt die Ordnung des Pols z, von f. Die Zahl ord,, f = —r heil3t die
Ordnung der Funktion f in z,.

Es ist ein ungliicklicher Zufall, dass dem Wort “Ordnung” bei Polstellen z, eine
doppelte Bedeutung zukommt: zum einen hat f in z; eine negative Ordnung, zum
anderen hat f in 2, einen Pol von positiver Ordnung.

Wir charakterisieren nun die Pole durch das Wachstumsverhalten.

2.7.6. Satz. Eine isolierte Singularitdt z, von f € O(D) ist ein Pol genau dann, wenn

lim f(z) = oo.

Beweis:
(%) Zh_)HZl f(z) =00:<= VM >03r >0z € B.(20) \ {20} :|f(2)] > M.

Seir > 0, sodass B.(z) \ {z0} C Dund |f(2)| > 1, 2 € B,(2) \ {20} Betrachte
1

h:B.(%) = C , h(z)= {f(z) , 2 € B(20) \ {20}

() = lim h(z) =0 = h(z), also h ist stetig in B, (z,) und holomorph in B, (z) \
{20}. Nach dem Hebbarkeitssatz ist 4 holomorph in B, (z).
Sei p = ord,,(g). Es gilt h(z) = (2 — 20)Pk(2) mit k € O(B,(20)), k(z9) # 0. Fiir
z # zo ist k(z) = h(z)(z — 29) P # 0. Schliel3lich gilt
1 1 1
=h(z) = (z — 20)Pk(2), )= ———

wobei + € O(B,(z)). O

~—



