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13. VORLESUNG, 14.06.2017

Sei D C C offen, so dass DU {co} eine Umgebung von co istund sei f : D — C.
Wir nehmen an, dass es ein r > 0 existiert mit f holomorph in {z € C : |z| > r}.
Betrachte die holomorphe Funktion g : By /,.(0) \ {0} — C, g(w) = f (). Dann
gilt:

f:D — Cholomorph < f € O(D \ {oc0}) und g hat eine hebbare Singularitat
in 0 mit g(0) = f(o0).
f: D — C meromorph < f e M(D\ {oo}) und g hat einen Pol in 0.

2.7.14. Definition. Wir sagen, dass f € M (D) eine Nullstelle (Pol) von Ordung p
in oo hat, wenn dies fiir ¢ in 0 der Fall ist. Wir sagen, dass f in oo eine wesentliche
Singularitdt hat, wenn dies fiir g in 0 der Fall ist.

Beispiele.
(1) Ein Polynom vom Grad m > 1, P : C — C hat einen Pol der Ordnung m in oc.
(2) C > z +— €* € C hat eine wesentliche Singularitéit in oo.

(3) C\ {0} — C, z + 2Pet hat in 0 eine wesentliche Singularitit und in oo einen
Pol der Ordnung p € N.

Kurz gefasst: Definitionsgemaf hat f(z) das gleiche Verhalten in co wie f (1) in 0.

2.8. Laurentreihen und Laurententwicklungen.

Eine holomorphe Funktion f : B,(z) \ {20} — C mit isolierter Singularitit lasst
sich im Allgemeinen nicht in eine Taylorreihe entwickeln, aber in eine sogenannte
Laurentreihe.

Beispiele.
(1) Hat f eine hebbare Singularitit in z,, so gilt:

f(z) = Z an(z — z9)" in B.(z9) (das ist wohl eine Taylorreihe).

n=0
h
(2) Hat f einen Pol, so gilt f = ————— mit h(z) # 0, also
(z — 2p)P
= (z—2)"
Z) = ani
Qg aq Qp_1
- (z—zo)pJr (2 — 2)P1 et (zizo) tap+ap(z—2)+ ...,
mit ag 7£ 0.

(3)
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2.8.1. Definition. Eine Laurentreihe ist ein Paar von Reihen

o
—n
E a_n(z—29)"", E an(z —z0)" |,
n=

wobei a,, € C, n € Z.

Wir schreiben dafiir Z an(z — 20)".

n=—oo

Die Reihe Za_n(z — 29)"" heilBt Hauptteil, die Reihe Zan(z — 29)" Neben-
n=1 n=0
teil der Laurentreihe. Diese heilst konvergent in z € C (bzw. absolut konvergent,

gleichmdfSig oder normal konvergent in einer Menge), wenn dies fiir den Haupt-
teil und Nebenteil der Fall ist. Der Grenzwert ist die Summe der entsprechenden
Grenzwerte:

o
g an(z — z)" = g a_n(z — z) ”+§ an(z — zo)"
n=0

2.8.2. Satz. Ist die Potenzreihe ), a_,w" auf By,.(0) und die Potenzreihe .~ a,w"
auf Bg(0) konvergent, dann konvergiert die Laurentreihe >~ a,(z—z)™ absolut
auf dem Ringgebiet K, r(z9) = {z : v < |z— 20| < R} und normal (also gleichmd/sig)
auf jedem Ringgebiet K ,, = {2z : 0 < |2 — 2| < 0}, wobeir < o < o < R.

Die Summe der Laurentreihe Y>> a_,(z — z)" ist holomorph in K, g(z).

2.8.3. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Ringgebiete).
Sei g holomorph im Ringgebiet

(2.15) K,pg(2) ={z€C:r<|z—2| <R} (0<r<R<+oc0, z€C).

Dann gilt fiiraller <r; < Ry < R

(2.16) [ sow = [ a0

[¢—z0|=r1 |¢—z0|=R1

Beweis:

Wir fithren geschlossene Kurven wie in Figur ein, die in Sterngebieten (eigentlich
Kreisscheiben) verlaufen. Auf diese Kurven wenden wir den Cauchyschen Integral-
satz an. Durch Addition der Integrale erhalten wir (2.16)
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0

2.8.4. Satz (Cauchysche Integralformel fiir Ringgebiete). Sei f holomorph im Ring-
gebiet (2.15). Dann gilt fiir alle z € K,, g, (z) mitr <1 < Ry < R:

2.17) f(z):% / %_% / fC(C_)oiQ.

|¢—z0|=R1 [(—z0|=r1

Beweis:
OBdA z, = 0. Seien z,r;, R; wie oben fest. Wir wenden (2.16) fiir die holomorphe
Funktion an:

F(O-f(=)

e (F#z
. p— CZ
g:K.0)=C , g {f,<z) Cc=2z.

Es ist

[ o= [ RO e [ o [ IO g

|¢|=R1 I¢|=R1 IC|=PRa I¢|=R1
e

2mi da |z|<R1
[ SQAC [ A O
/ g(C)dC_ Cler C_Z f( ) / C_Z / —z

¢
I¢l=1 IC|=R1 I¢l=r1
—_——

0da|z|>r

0

2.8.5. Satz (Laurententwicklung). Sei f holomorph in einem Ringgebiet (2.15).
Dann hat f eine Laurententwicklung

o0

(2.18) f2) =Y anlz—z)", z € K, p(x) .

n=—oo
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Dabei sind a,, n € Z eindeutig bestimmt durch

_ b _fQd¢
(2.19) ay = / G r<o<nR.

271 — ZQ)nJrl ’
[{—z0|=0
Beweis:
OBdA z; = 0. Es ist

1 F(¢) dc 1 f(Qd¢ 1 |
i ) (—x 7w ) 2(1-%) 2mi 2;(‘) *
¢l=r <=1 : Iel=ra
:_Z<2m / foe dC) o
I¢1=r1
> 1 f(Q)d¢
:—;(J,_nZ ) af—n:% C—n—f—l ’
= I¢I=r1

Wegen || = m < |z| konvergiert die Reihe gleichmal3ig auf {|(| = r;} und die
gliedweise Integration ist erlaubt.
Wie im Potenzreihenentwicklungssatz erhalten wir

Q) dS IR ANIGYS
i | Z =
\C\ Ry I¢|=Ra

Aus (2.15) erhalten wir (2.18). Allerdings haben wir in (2.19) nun ¢ = r; bzw.
f(Q) .

Cn—i—l °

0 = R;. Den allgemeinen Fall erhalten wir wegen (2.16) fiir g({) =

Firaller < p <o < R gilt

f(¢)d¢ J(¢) d¢
[19%_ ok,

I¢I=e ¢|=0




