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14. VORLESUNG, 19.06.2017

2.8.6. Satz (Laurentzerlegung). Sei f holomorph in (2.15). Dann existieren eindeu-
tig bestimmte holomorphe Funktionen g : Br(0) — C, h : B1(0) — C, so dass

f(z):g(z—zo)+h( ) , 2 € K, r(2) und h(0) =0.

zZ— 20

Bewelis:
g(w) = Z a,w" ,  h(w) = Z a_,w"
n=0 n=1
Eindeutigkeit: Ubung. O

2.8.7. Satz (Klassifizierung der isolierten Singularitaten).

Sei z eine isolierte Singularitdt der Funktion f und sei f(z) = Z an(z — z)" die

n=—oo

Laurententwicklung von f in einem Kreisring B, (zy) \ {z0}. Die Singularitdt ist:

(a) hebbar < a, = 0 fiir alle n < 0.
(b) Pol der Ordnung m <= a, =0fiirallen < —m, a_,, #0.
(c) wesentlich <= a,, # 0 fiir unendlich viele n < 0.

Beweis: Ubung. O
Sei f meromorph in G und a € G. Dann gibt es ein n € Z, eine Umgebung
U C G von a und eine holomorphe Funktion A in U mit
f(z)=(z—a)"-h(z) und h(a)#0.

h erhdhlt man, wenn man die Laurent-Entwicklung von f um «a betrachtet:

flz) = Zak(z —a)f=(z—a)"- Zan_k(z —a)f=(z—a)" h(2).
k=n k=0

Es gilt h(a) = a, # 0 und n = ord, f. Weiter erhdlt man
f2)_ _n | HE)
fz) " z—a Az
Sei nun ¢ > 0 klein genug, dass h(z) # 0 in Bs.(a). Dann folgt
/ f(f))dz: / n dz + h(z)dz:27ri-n.

f z—a h(z)
0Bc(a) 0Bc(a) 0Bc(a)

2.9. Folgen holomorpher Funktionen. Wir erinnern uns den folgenden Satz aus
Analysis II:

2.9.1. Satz (Vertauschung von Grenzwert und Differentiation). Sei f, : [a,b] —
C, n € N mit den Eigenschaften:

(1) lim, . f = f punktweise,

(2) f, stetig differenzierbar;

(3) (f})n konvergiert gleichmdfSig auf [a, b|.
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Dann ist f auch differenzierbar, und es gilt f' = lim,,_, f,.

Die wesentliche Voraussetzung hier ist (3), wie das folgende Beispiel zeigt: Seien

fn:[o,l]—>R, fn(x):%\n/x—{-n_ln

Fiiralle z € [0,1] gilt 0 < fo(z) < fu(1) < 2, also limy o0 fo(z) = 0 =: f(z) gleichmaRig.
Es gilt f/(z) = 1L (z+ L)% L. Daraus folgt f,(0) = Lo =100 =3 0. Also
17(0) # lim,,, £/ (0). Hier konvergiert f,, — f gleichméRig, jedoch nicht f;, — f’.

Wir konnen sogar eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion als gleichméfigen
Limes von stetigen Funktionen konstruieren. Wir formulieren das als eine Ubung. Fiir

mehr dazu siehe Walter, Analysis I, S. 353, 359.

Aufgabe. (a) Sei f: I — Rin xy € [ differenzierbar. Seien a,, — ¢ und b,, — z( Folgen
in I mit a, < 29 < b, und a,, < b, fiir alle n. Zeigen Sie: d,, := W — f(xp) fiir
n — oQ.

(Tipp: Mit f(x) = f(xo) + r(z)(x — x0) liegt d,, zwischen r(a,,) und r(b,), warum?)

(b) Fiir jedes n € N definieren wir eine Funktion f, : [0, 1] — R wie folgt: Ist 1 < m < 2"
und z € [, 2], so sei f,(z) := x — 2L fiir ungerades m und f,(z) == & — z fir
gerades m. Man iiberzeugt sich leicht, dass f,, wohldefiniert und stetig ist.

4
(i) Skizzieren Sie f1, f2, f3, f1 und ka.
k=1

(ii) Zeigen Sie, dass f := Z fx : [0,1] — R existiert und stetig ist.
k=1
(iii) Zu jedem n € N sei [a,, b,] ein Intervall der Form [m*I m] (wie oben), das zg

on ) on
f(bn) — flan)

enthélt. Zeigen Sie: ist filir gerades n gerade und fiir ungerades n

n — On
ungerade, und f ist in x( nicht differenzierbar.

Die Funktion f ist also stetig, aber nirgends differenzierbar.

Wir werden sehen, dass in der Theorie der holomorphen Funktionen die Bedingung (3)
aus Satz 2.9.1 iiberfliissig ist, wenn die Folge f,, gleichméf3ig konvergiert. Die springende
Punkte sind, dass

e wegen der Cauchy-Formel, ist der gleichméflige Grenzwert holomorpher Funktio-
nen wieder holomorph,

e bei holomorphen Funktionen erlauben die Cauchy-Abschitzungen eine Kontrolle
der Ableitungen durch die Funktion.

2.9.2. Definition. Sei D eine offene Menge, f,, : D — C, n € N. Wir sagen, dass (f,,) lokal
gleichmallig gegen f : D — C konvergiert, wenn es zu jedem a € D ein § > 0 gibt, so
dass f, — f, n — oo gleichméfig in Bs(a).

2.9.3. Satz. Sei D C C offen. Genau dann gilt f,, — f, n — oo lokal gleichmdfsig in D,
wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C D gilt f,, — f, n — oo gleichmdfSig in K.

2.9.4. Beispiel. Sei f,, : D — C, f,(z) = 2. Dann f, — 0, n — oo wegen |f,(z)| < "
fir |z| < rund r™ — 0, n — oo fiir r < 1. Aber f,, konvergiert nicht gleichmi3ig gegen
0, da || fn|lp = supp | fn] = 1. Also ist die lokal gleichméRige Konvergenz eine schwéchere
Forderung als die gleichmal3ige Konvergenz.
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2.9.5. Satz (WeierstraBscher Konvergenzsatz). Sei D C C offen, f, € O(D) und f,, — f,
n — oo, lokal gleichmdfsig in D. Dann ist f € O(D) und fiir die Ableitungen hat man auch
fy(Lk) — f), n — oo, lokal gleichmdpfig fiir alle k € N.

Beweis: Zu zy € D wahlen wir » > 0 mit B,.(z9) C D, also

fu(z) = i / M fiir z € B, (20) (Cauchy Integralformel) .
27 (—=z

OBr(20)
Fiir z € B,(2) fest, fC"T(? — %, n — oo, gleichmélig auf 9B, (z), konnen wir Integral
und Grenzwert vertauschen und erhalten
1 f(Q)d¢
S By (20) .
0By (20)

Daraus folgt, dass f holomorph ist (siehe z.B. 2.3.9).
Sei nun K C D kompakt, 0 < r < d(K,0D), K(r) = {z € C : d(z,K) < r}. Nach Satz
2.5.6 (Cauchysche Abschétzungen) gilt:

k!
1735 = i < il = Fllacey = 0 n— o0
O

2.9.6. Satz. Seien g, € O(D) holomorph und die Reihe Z gn konvergiere lokal gleichmdfSig
n>0

in D. Dann ist f : D — C, f(z2) = Zgn(z), holomorph und fiir k € N gilt f®(2) =
n=0

Zgﬁlk)(z)ﬁlr z € D.
n=0

2.9.7. Definition. Seien g, : D — C. Dann konvergiert Z gn lokal normal, wenn fiir

n>0
oo

jedes a € D ein § > 0 existiert, so dass Z llgnll Bs(a) < 00-
n=0
Dann konvergiert Z gn auch lokal gleichmaf3ig.

n>0

2.9.8. Satz. Die Reihe Z n» gn € O(D), konvergiere lokal normal in D. Dann ist f =
n>0

Z gn ebenfalls holomorph.

n=0
Beispiel. Die Riemannsche (—Funktion ist definiert durch
1
(:{Res>1} =-C , ((s)= prl
s=1
Die Reihe konvergiert normal in jeder Halbebene {Rez > 1+ ¢}, ¢ > 0.
¢ ist somit holomorph.



