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15. VORLESUNG, 21.06.2017

3. DIE ALLGEMEINE CAUCHY-THEORIE

Der Integralsatz und die Integralformel wurden fiir Sterngebiete bewiesen.
Frage: Sei D ein beliebiges Gebiet. Fiir welche Kurven v C D gilt

/f(z)dzzO VfeoD)?
.
Antwort: Es sind genau die geschlossenen Kurven, deren Inneres in D liegt.

3.1. Homologieversion der Cauchyschen Sétze.
Fiir eine geschlossene Kurve v und z € C\ |y| wurde die Windungszahl definiert durch

1 d¢
n(%z)—z—m/c_z-
Y

3.1.1. Satz (Eigenschaften der Windungszahl).

@) n(y,2) € Z fiir ze€ C\ |y|.
(ii)) C\ || 2 z = n(v, z) ist lokal-konstant.
(iii) n(v,z) =0 fiir z in der unbeschrdnkten Komponente von C\ |v|.

Als Beispiel betrachte die Kurve PQPRP:

n(y,z) =0

P

3.1.2. Definition. Ist v eine geschlossene Kurve in C, so heillen
Inty={ze€ C\|y| : n(y,2) # 0} das Innere von v und
Exty={z€C\|y| : n(y,2z) =0} das Aufere von ~ .
Sei D C C offen. Dann heil3t v nullhomolog in D, wenn Inty C D.

Bemerkung. ~ ist nullhomolog in D, wenn es keinen Punkt des Komplements von D um-
lauft.

IntyCD <= (n(y,2)#0= z2€D) < (2¢D = n(y,2) =0)

3.1.3. Lemma.
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(i) Sei vy eine stiickweise €' ~Kurve und ¢ : |y| — C stetig. Dann ist
F:C\hl—C , ﬂ@a/ﬂﬁﬂ
v (=2

holomorph.
(ii) Sei D ein Gebiet. Sei g : D x D — C stetig und ¢((, z) holomorph in z fiir jedes
¢ € D. Dann ist

G = g(¢,2)d
(2) /y (¢, 2)d¢
holomorph.

Beweis: (i) Sei zp € C\ || fest. Dann gilt

_ [ (z—20)e(C)
F(z) — F(z0) = [y = - 20) d¢ und daher

F(z) = Fz0) _ / o(¢) i — / (z — 20)9(C) dc
z— 20 5 (€ —20)? 4 (C=2)(C—20)%
Seir = d(zp,7) > 0. Fiir |z — 20| < r/2 gilt | — 2| > r/2 fiir ¢ € |7|. Die Standardabschit-
zung fiir Integrale liefert
/ (2 — 20)¢(¢)
y (€=2)(C—2
und fiir = — z strebt dies gegen 0. Also existiert F”(zp) und hat den behaupteten Wert.

Somit ist /' holomorph.
(ii) Zu zeigen (Morera): Fiir jedes Dreieck A cC D gilt [, G(z)dz = 0.

[eea= [ [acaici= [ [ o¢zaza-o.
oA an 7

v 0A

2|z — 2|
e < 253 ol 160).

denn das innere Integral verschwindet (Goursat), da ¢(¢, z) holomorph in z ist. O

3.1.4. Definition.

(i) Ssind ~4,...,7, geschlossene Kurven, so nennt man die formale Summe I' :=
Y + ...+, einen Zyklus und |I'| := |y1| + ... U |y,| seinen Tréger.
Ist f : |T'| — C stetig, dann definiert man

n

/f(z) dz = Z/f(z) dz und n(T,z2):= Zn(yj,z) , 2 ¢ T .
r j:lw

j=1

(ii) Sei I ein Zyklus in einem Gebiet D. Dann heilst I" nullhomolog in D, wenn
n(I',z) =0 fiir alle z ¢ D.
Zwei Zykel 'y, T's heien homolog in D, wenn n(I'y, z) = n(I's,2) V z ¢ D.

(iii) Ein Zyklus I' in D heif3t Randzyklus von (der offenen Menge) V cC D, wenn

oV =IT| , nl,z2)=1 VzeV , nl,2)=0 Vz¢V.

Analog wird eine Randkurve ~ definiert als einfach geschlossene Kurve, die V
berandet.

3.1.5. Satz. Sei D ein Gebiet und I' C D Zyklus in D. Dann sind dquivalent:
(i) Fiir alle f € O(D) gilt / f(2)dz = 0 (Cauchy-Integralsatz),
r
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(ii) Fiir alle f € O(D) gilt die Cauchy-Formel
w210 =5 [ 2 ac, zep\m,
r

(iii) IntT" C D, d.h. T ist nullhomolog in D.

Beweis:

()=-(iD:

Sei g(¢) = w, (e D\ {z} und ¢(z) = f’(z). Dann ist g holomorph in D und

/ ) dc = /f D = /Cozdc—szu n(N2), =€ DAIT.

>i)=():

Sei f € O(D)und z € D\ |I'|. Dannist A(¢) = (¢ — z) - f(¢) € O(D) mit h(z) = 0. Somit

(©)
0=n(l2) 2772/ " 2mi /f
r
(1)=-(iiD):

Sei z ¢ D. Dann gilt

n(I‘,z):%/Cd_szo, da f(¢) = 1Z€O(D), wenn z ¢ D .

¢ —
r
(iii)=-(ii):
Sei f € O(D). Zeige: IntI' CD = w d¢ =0
Definiere g: D x D — C,
(O —1(z)
g@&){ ST
f'(z) , (=2

Dann ist zu zeigen, dass

(1) g stetig ist und ¢(¢, z) holomorph in z.
(2) Dann folgt mit Lemma 3.1.3(ii), dass G(z fr 9(¢, z) d¢ holomorph ist.
(3) G = F|p ist Einschrdnkung einer ganzen Funktlon F:C—C.
(4) F ist beschrankt und sogar F'(z) — 0 fiir z — oc.
Dann folgt (Liouville) F' = 0.

Zu (1), g(¢, z) ist holomorph in z und in ¢.
Fiir die Stetigkeit auf der Diagonalen sei (zp,29) € D x D. Fiir ((,z) € Bs(z0) X Bs(20)
betrachte

0(C.2) — gz, ) = 2O =) g 1

2 _f(ZO):C—z

[ (w) = 1)) du
[¢2]
Nun ist f’ stetig. Zu ¢ > 0 wéhle § > 0 so, dass |f’(w) — f'(z0)| < € in Bs(zp).
Somit gilt auch (2).
Fir (3) setze
Flz) = { , z€D
H(z) , zeExtl',
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wobei H(z) := / g(—o d¢ holomorph ist nach Lemma 3.1.3(i).
T —z

F ist wohldefiniert, da G(z) = H(z) fiir = € D N ExtI'. Aus der Voraussetzung IntI" C D

folgt nun D UExtT' = C, d.h. F ist eine ganze Funktion.

Zu (4): Fir R > max |I'| und |z| > R gilt
f(©)
—=d

=t

3.1.6. Definition. Sei U offen und a € U. Sei f : U \ {a} — C holomorph und r > 0, so
dass B,(a) C U. Dann heif3t

|F(2)| = |H(2)| =

SE(F)-mIgX|f|- — 0 (2 —>00).

d(z,T)
U

res, f = = / f(z)dz

21
8B, (a)

das Residuum von f in a.

Bemerkung.
o0

@ Ist f(z) = Z an(z —b)" die Laurent-Reihe um b, dann ist res, f = a_1 .

(ii) Ist f holomorph in a, dann ist res, f = 0.
-1

(iii) Sei h(z) = Z an(z—0b)" ein Hauptteil um b und v C C\ {b} eine geschlossene

n=—oo

Kurve. Dann ist 4 : C\ {b} — C holomorph und
1 a_1 dz
3 h(z)dz-z—m, P> =a_1-n(y,b) =n(y,b) -resp h .
g gl

(iv) Ist a auflerwesentliche Singularitiat von f = 0, dann ist
/

ord, f = res, (f7) .



