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17. VORLESUNG, 28.06.2017

3.2. Anwendung des Residuensatzes auf die Berechnung von Integralen. Zunichst
betrachten wir trigonometrische Integrale.

3.2.1. Satz. Sei R = g eine rationale Funktion. ) habe keine Nullstelle auf |z| = 1. Dann
gilt
2 .
f(cost,sint)dt = 27 Z res, R

0 weD

mit R(z) = LR(3(z + 1), 5:(z ~ 1))-
Beweis:
Seize S, z=¢l

‘t—l( +_)_1(%_1) "t—l( _)_1< 1)
cos—zz z—2zz ,sm-zz_z zZ)=—|z ,

t — cost + isint. Dann

also

2w
/R(cost,sint)dt:/R<%(z+%),2%(z—%)) %dz: %QWinesw]?é.
0

oD weD
O
2w dt
Beispiel. Seiw € C, |w| # 1. Fiir /0 T —— I gilt
1
Rlw,y) = 1 — 2wz +w?’
ﬁ(z) _ 1 1 _ 1 z _ 1

;1—2w%(z—|—é)—|—w2 zz—w—w+wlz  (z—w)(l—wz)’

R hat genau einen Pol in I, ndmlich w falls |w| < 1 oder L falls |w| > 1. Ist jw| < 1, so ist

- - 1
res, R = Zlgrzlu(z —w)R(z) = T2
Ist |w| > 1, so ist
- 1\ ~
res,, R = lim (z - —)R(z)
z%i w
o zw—1 1

= lim

=l w (z —w)(1 —wz)
1 1 1

21
w2—1 )

= 12{132}2 ) ’U)’<1

Wir betrachten nun uneigentliche Integrale.
3.2.2. Satz. Sei f holomorphin D\ F, wobei D D {z : Im z > 0}, F endlichund FNR = {.
o
Es existiere / f(z)dx und es sei lim zf(z) = 0. Dann gilt:
oo Z—00

Im w>0

/f(ac)da:sz’ Z resy f
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Beweis: Sei~, : [0,27] — C, v,(t) = re'. Dann gilt

rf(x)dx—l—/()f(z)dz:%m' Z resy, f
—r ~y(r

Imw>0
fiir r gentigend grof3. Standardabschétzung =

f(z)dz| <sup|f|-7r—=0 , r—o0.
(r) ()
([l

3.2.3. Folgerung. Sei R = g eine rationale Funktion, so dass () keine reelle Nullstelle hat
und grad Q > grad P + 2. Dann gilt

/ R(z)dx = 2mi Z res, R .

Im w>0
Beweis: grad@ > grad P+ 2 = |R(z)| = O(#) ,also lim zR(z) =0. O
Z—00
Beispiel.

2

00 2
s
o 1+
Betrachte R(z) = 1j_—4.

z

Die Nullstellen des Nenners sind die 4-ten Wurzeln von —1:

{eiw k= 0,1,2,3} = {ei%,ei%,ei%,é%ﬂ}

Fiir w = €' gilt:

1
= 1. - N - = =~ A 4
resy f m (z —w) L+24 7 (142 |me  4uwd 4w 4 44/2

Flir wy; = "1 = jw gilt:

wy 1 7 7
= — == — = — - —— 1_
resy, f Tl 1 1 4w 4\/5( i)
L gy U mi(l-2i-1) 7w
42 V2 2 V2



