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18. VORLESUNG, 03.07.2017

Wir wenden nun die Methode der Residuen für Integrale der Form

∞∫

−∞

f(x)eiξx dx . (∗)

an.

3.2.4. Satz.

Sei F ⊂ H := {z ∈ C : Im z > 0} eine endliche Menge. Sei f holomorph in einer offenen
Umgebung von H \F , so dass lim

z→∞
f(z) = 0. Dann existiert für alle ξ ∈ R+ das uneigentliche

Integral (∗) und
∞∫

−∞

f(x)eiξxdx = 2πi
∑

w∈F
resw(f(z)e

iξz).

Beweis: Betrachte r, s > 0 und das Quadrat wie in der Skizze. Wir wählen r, s genügend
groß, so dass F ⊂ Q.

γ2

γ3

t = r + s

γ4

γ1−r s

Es gilt:

2πi
∑

w∈F
resw(f(z)e

iξz) =

∫

∂Q

f(z)eiξzdz

=

s∫

−r

f(x)eiξzdx+

∫

γ2

f(z)eiξzdz +

∫

γ3

f(z)eiξzdz +

∫

γ4

f(z)eiξzdz

Wir zeigen, dass
∫

γi

f(z)eiξzdz → 0, wenn r, s → ∞ für i = 2, 3, 4.

∣∣∣
∫

γ2

f(z)eiξzdz
∣∣∣ =

∣∣∣
t∫

0

f(s+ iu)eiξ(s+iu)du
∣∣∣ =

∣∣∣
t∫

0

f(s+ iu)eiξse−ξudu
∣∣∣

6 ‖f(z)eiξs‖|γ2|
t∫

0

e−ξudu = ‖f‖|γ2|
(
−1

ξ
e−ξu

) ∣∣∣
t

0
= ‖f‖|γ2| ·

1− e−tξ

ξ

6
1

ξ
‖f‖|γ2| → 0 , s → ∞ .
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Analaog ∣∣∣
∫

γ4

f(z)eiξzdz
∣∣∣ ≤ 1

ξ
‖f‖|γ4| → 0 , r → ∞

und
∣∣∣
∫

γ3

f(z)eiξzdz
∣∣∣ ≤ sup

Im z=t
|eiξzf(z)|(r + s) = e−ξt · t︸ ︷︷ ︸

→0

sup
Im z=t

|f(z)|
︸ ︷︷ ︸

→0

→ 0 für t → ∞ .

�

3.2.5. Folgerung. Sei R = P
Q eine rationale Funktion ohne reelle Polstellen und degQ ≥

degP + 1. Dann gilt
∞∫

−∞

R(x)eiξxdx = 2πi
∑

w∈H
resw

(
R(z)eiξz

)

für alle ξ ∈ R+.

Beweis: In der Tat, lim
z→∞

R(z) = 0. �

Beispiel. Sei ξ ∈ R+, Dann gilt
∞∫

−∞

eiξx

x− ib
dx = 2πi resib

(
eiξx

z − ib

)
=

{
2πie−ξb , Re b > 0

0 , Re b < 0 .

Sei nun b ∈ R+. Dann gilt
∞∫

−∞

eiξx

x± ib
dx =

{
2πie−ξb für −
0 für + .

Summe und Differenz dieser Identitäten ergibt:
∞∫

0

b cos ξx

x2 + b2
dx =

∞∫

0

x sin ξx

x2 + b2
dx =

π

2
e−ξb (Laplace-Identitäten) .

Anwendung: berechnen wir
∫ ∞

0

sinx

x
dx (siehe Analysis-Skript, §6.6, Bsp. (7)). Es gilt:

R∫

0

x sinx

x2 + b2
dx →

∞∫

0

x sinx

x2 + b2
dx , R → ∞

ist gleichmäßig in b > 0. Daraus folgt, dass

∞∫

0

sinx

x
dx existiert und

∞∫

0

sinx

x
dx = lim

b→0

∞∫

0

x sinx

x2 + b2
dx =

π

2
.


