Funktionentheorie — Klausur

1. Aufgabe (8+8+8 Punkte)

Bestimmen Sie die folgenden Integrale

T Acos(t) > cos(mx) :
(i) /0 5 — dcos(t) dt, (i) /_ PR 2d$, (iii) /831(0) ze'*dz.

o

2. Aufgabe (8-+8 Punkte)
(a) Berechnen Sie den Hauptteil der Laurententwicklung von f(z) = ﬁ im
Punkt zo = 0.

(b) Bestimmen Sie res,(z = m5277) fir a € C.

3. Aufgabe (44-8 Punkte)
(a) Formulieren Sie den Satz von Liouwville.

Seien f und g zwei ganze Funktionen mit |f(2)| < |g(z)] fiir alle z € C.
(b) Zeigen Sie, dass es C' € C gibt mit f = C - g und |C| < 1.

(Hinweis: Betrachte f/g.)

4. Aufgabe (12 Punkte)
Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen (gezahlt mit Vielfachheit) des Polynoms

2% +1i322° — 2+ 3i in {2 < |z] < 4}.
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5. Aufgabe (10 Punkte)
Zeigen Sie

Z "(n+1)(z—2)", fir alle z € By(2).

—2z+1 o

6. Aufgabe (4+6+2 Punkte)

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: Seien Gy,Gy C C einfach zusammenhéngende
Gebiete mit Gy N Gy # 0. Dann ist G; U G4 einfach zusammenhéngend.

Man betrachte die geschlossenen Kurven ~yg,v1,7%: [0,27] — C, v(t) = € + 1,
() = e+ 1, o(t) = 2e™.

(b) Zeigen Sie, dass 71 * 72 Randzyklus von By(0) \ Bi(1) ist.

(¢) Bestimmen Sie die Windungszahl von 7 * 73 um Punkt z = 1.

7. Aufgabe (4+4+444 Punkte)
Sei f eine ganze Funktion mit f o f = idc.

(a) Zeigen Sie, dass f injektiv ist.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Casorati-Weierstrass, dass f keine wesentliche
Singularitat in oo hat.

(¢) Benutzen Sie (b) um zu zeigen, dass f ein Polynom ist.

(d) Verwenden Sie (a) und (c), um f zu bestimmen.

Viel Erfolg! (Gesamtpunktzahl: 102 Punkte) Seite 2/2



