Funktionentheorie — Nachklausur

1. Aufgabe (8+8+8 Punkte)

Bestimmen Sie die folgenden Integrale

2m 3 o0 1 cos(z)
: . d de
(@) /0 5 — 3sin(t) dt, (i) /0 o2 10 (i) /631 o 2 :

2. Aufgabe (8-+8 Punkte)

1

(a) Berechnen Sie den Hauptteil der Laurententwicklung von f(z) = P

im Punkt z5 = 0.

(b) Bestimmen Sie res,(z — 227 4+ <€) fiir ¢ € C.

3. Aufgabe (6 Punkte)

Es sei f: By(0) — C eine holomorphe Funktion mit f(1/n) = 55 fiir alle n € N.
Bestimmen Sie f(1 + i).

4. Aufgabe (6 Punkte)

Seien f und g zwei ganze Funktionen, sodass |f(z) — g(z)| < 2017 fiir alle z € C
gilt. Zeigen Sie, dass es C' € Bgg17(0) gibt mit f(z) = g(z) + C fiir alle z € C.
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5. Aufgabe (12 Punkte)
Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen (gezahlt mit Vielfachheit) des Polynoms

20432+ 1 in {1 < |z| <2}

6. Aufgabe (8 Punkte)
. Zeigen Sie
1 o0
S Zanz”, fir alle z € B;(0)
n=0
mit
fall d
o, =0 o fallsmumgerade, L 00
2721 | falls n gerade,
7. Aufgabe (4+4+4 Punkte)

(a) Formulieren Sie das Schwarzsche Lemma.

Sei D C B;(0) ein Gebiet und sei h: D — By(0) eine biholomorphe Abbildung mit
h(0) = 0. Weiter sei f: D — B;(0) eine holomorphe Abbildung mit f(0) = 0.

(b) Zeigen Sie, dass |f(2)| < |h(z)| fiir alle z € D gilt.

(¢c) Zeigen Sie: Gilt die Gleichheit |f(p)| = |h(p)| in einem Punkt p # 0, so ist f
biholomorph.

Viel Erfolg! (Gesamtpunktzahl: 84 Punkte) Seite 2/2



