SS 21 Marinescu / Zielinski

6. Blatt zur Vorlesung Funktionentheorie
Abgabe: bis 24.05.21, 23:59 Uhr auf Ilias

1. Aufgabe

(a) Berechne:

. 2 1
/ i ?’(z)dz und / - dz.
dB2(1) % dB1(0) sin(z)

(b) Sei f: C — C holomorph und z1, 29 € C, 2z # z9. Zeige:
/ f(2) ds — 2m-f(22) — f(z1)
9B,(0) (

z—21)(z — 29) 29 — 21

., falls r > max{|z1], |22|}.

Was gilt fiir zo — 27

2. Aufgabe
Sei U C C* offen und « € C. Eine stetige Abbildung f : U — C heisst Zweig von 2
auf U falls ein Zweig ¢ : U — C des Logarithmus existiert und f(z) = e*®) 2 € U.
(a) Zeige, dass f holomorph ist und f'(z) = 2 f(2), z € U.
(b) Sei g : D — C, g(2) = e*1°8(1+2)  wobei log den Hauptzweig des Logarithmus ist
(also ist g ein Zweig von (1 + 2)%). Zeige, dass

)...(a—n+1)

- —1
g(z):(1+z)°‘:1+z&(a o 2", firzeD.

n=1

3. Aufgabe (3424243 Punkte)
(i) Gibt es jeweils eine in einer geeigneten Nullumgebung holomorphe Funktion f
mit f(1/n) = a, fir n € N wobei (a,)nen eine der folgenden Folgen ist?

1 1 1 1

(a)O,ﬁ,O,Z,O,g,O,g,O,... bzw.
11111111
(b)_a_a_a_a_a_a_a_a' bzw
2'2°4°4°6°6°8°8
(©) 12345678
2737475767778797
(ii) Gibt es eine holomorphe Funktion f in einer geeigneten Nullumgebung mit
1/n) = f(=1/n) = 1/n fir n € N?

f"(1/n) = 0 fiir fast alle n € N.

(iv) Sei f € O(C), so dass fir jede Taylorentwicklung f(z) = > 0 an(20)(z — 20)"
ein k € Ny existiert mit ag(zo) = 0. Zeige, dass f ein Polynom ist.

Bitte wenden



4. Aufgabe
Die Funktion f(z) = —
e

] ist in 0 holomorph fortsetzbar und ihre Taylorreihe um
0 schreibt man in der Form

wobei die B,, Bernoullische Zahlen genannt werden.

(a) Berechne By, By, Ba, Bs. Zeige, dass f(z) + 32 = 5z cot(5:2) und f(z) + 32 eine
gerade Funktion ist. Zeige, dass By,.1 =0, n € N.

(b) Fiir n,p € N, bezeichne mit S? = 17 + ... + nP. Berechne S}, 52, 53, St Gibt
es eine Gesetzmassigkeit bei der Bildung von SP? Bernoulli hat die folgende Formel
erraten

P 1 1
e e (e (1o

p+1 2 3
+1 P g nP=5 1+ 1 P\ g nP 7+
6 5 6 8 7 8 o ..
Zeige, dass
. gp (n+1)z 1
Z_”Zp_1+ez+ per= 2 ¢
P er —1 z

und beweise die Bernoullische Formel durch Koeffizientenvergleich.



