SS 21 Marinescu / Zielinski

7. Blatt zur Vorlesung Funktionentheorie
Abgabe: bis 07.06.21, 23:59 Uhr auf Ilias

1. Aufgabe
(a) Sei D C C ein Gebiet und seien f,g: D — C holomorph. Zeige:

(i) f-g=0= f=0o0der g =0,

(i) f2=¢*= f=goder f=—g.

b) Gibt es eine holomorphe Funktion f: C — C mit f(+) = 52 fir alle n € N?
(c) Sei f: C — C holomorph mit f(R) C R. Zeige f(Z) = f(2) fiir alle z € C.
(d) Sei f: C\ {0} — C, f(2) = 1 —e'/%. Finde eine injektive Folge (z,)nen, so dass

f(z,) = 0 fiir alle n € N gilt. Ist dies ein Widerspruch zum Identitétssatz?

2. Aufgabe (2434342 Punkte)
(a) Beweise die folgende Verallgemeinerung des Identitétssatzes: Sind f und g holo-
morph in einem Gebiet D und existiert ein Punkt 2y € D, so dass fast alle (d.h.
bis auf endlich viele) Ableitungen von f und g in zj iibereinstimmen, so gibt es ein
Polynom p € Cl[z], so dass gilt: f(z) = g(2) + p(2), z € D.

(b) Sei f holomorph in der Umgebung von B, (0) und z € B,(0). Zeige, dass

o f©)
f(z) = 1(0) = 2mi cj=r (€ —2)C

dac .
Falls r > 2|z|, zeige dass
2
1f(z) = FO)] < ==

Leite daraus den Satz von Liouville her.

(c) Sei f(z) = > o°,a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r» > 0 und sei
0 < p<r. Zeige

2 e
| 15t =2m 3 o
0 n=0
und folgere 377 [a,|*p*" < M? wobei M, = max,—,{|f(2)|} ist.

(d) Zeige mit Hilfe von (c) das Maximumprinzip.

(bitte wenden)



3. Aufgabe

(a) Sei D ein beschriinktes Gebiet in C und h € O(D)(C(D), so dass |h|op|
konstant ist. Zeige, dass h konstant ist oder dass h eine Nullstelle in D hat.

(b) Sei f € O(D) NC(D) nicht-konstant, so dass | f|sp| konstant ist. Zeige, dass es
peN ay,...,a, €D, my,...,m, € Nund g € O(D) gibt mit

()= (z = a)™ .. (2 — a)™g(), 2 €D,

wobei g keine Nullstellen in D hat.
(c) Sei a € D und p,(z) = £=£. Zeige, dass |¢pq(2)| =1 fiir |z] = 1.

1-az’
(d) Sei f eine Funktion wie in (b). Zeige, dass h : D\{a,...,a,} — C, h =
f@am -+ pa, " eine Fortsetzung h € O(D) N C(D) hat, mit |h|sp| konstant. Leite

al

her, dass es C' € C gibt, mit

f(z) =Cpgt(2) - pr(2), z €D,

insbesondere ist f eine rationale Funktion.



