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1. Aufgabe
(a) Sei D ⊂ C ein Gebiet und seien f, g : D → C holomorph. Zeige:

(i) f · g ≡ 0⇒ f ≡ 0 oder g ≡ 0,

(ii) f 2 ≡ g2 ⇒ f ≡ g oder f ≡ −g.

(b) Gibt es eine holomorphe Funktion f : C → C mit f( 1
n
) = n

2n−1 für alle n ∈ N?
(c) Sei f : C→ C holomorph mit f(R) ⊂ R. Zeige f(z) = f(z) für alle z ∈ C.
(d) Sei f : C \ {0} → C, f(z) = 1− e1/z. Finde eine injektive Folge (zn)n∈N, so dass

f(zn) = 0 für alle n ∈ N gilt. Ist dies ein Widerspruch zum Identitätssatz?

2. Aufgabe (2+3+3+2 Punkte)
(a) Beweise die folgende Verallgemeinerung des Identitätssatzes: Sind f und g holo-
morph in einem Gebiet D und existiert ein Punkt z0 ∈ D, so dass fast alle (d. h.
bis auf endlich viele) Ableitungen von f und g in z0 übereinstimmen, so gibt es ein
Polynom p ∈ C[z], so dass gilt: f(z) = g(z) + p(z), z ∈ D.

(b) Sei f holomorph in der Umgebung von Br(0) und z ∈ Br(0). Zeige, dass

f(z)− f(0) = z

2πi

∫
|ζ|=r

f(ζ)

(ζ − z)ζ
dζ .

Falls r ≥ 2|z|, zeige dass

|f(z)− f(0)| ≤ 2|z|
r

sup
|ζ|=r
|f(ζ)|.

Leite daraus den Satz von Liouville her.

(c) Sei f(z) =
∑∞

n=0 anz
n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 und sei

0 < ρ < r. Zeige ∫ 2π

0

|f(ρeit)|2dt = 2π
∞∑
n=0

|an|2ρ2n

und folgere
∑∞

n=0 |an|2ρ2n ≤M2
ρ wobei Mρ = max|z|=ρ{|f(z)|} ist.

(d) Zeige mit Hilfe von (c) das Maximumprinzip.

(bitte wenden)



3. Aufgabe
(a) Sei D ein beschränktes Gebiet in C und h ∈ O(D)

⋂
C(D), so dass

∣∣h|∂D∣∣
konstant ist. Zeige, dass h konstant ist oder dass h eine Nullstelle in D hat.

(b) Sei f ∈ O(D) ∩ C(D) nicht-konstant, so dass
∣∣f |∂D∣∣ konstant ist. Zeige, dass es

p ∈ N, a1, . . . , ap ∈ D, m1, . . . ,mp ∈ N und g ∈ O(D) gibt mit

f(z) = (z − a1)m1 . . . (z − ap)mpg(z), z ∈ D,

wobei g keine Nullstellen in D hat.

(c) Sei a ∈ D und ϕa(z) =
z−a
1−az . Zeige, dass |ϕa(z)| = 1 für |z| = 1.

(d) Sei f eine Funktion wie in (b). Zeige, dass h : D \{a1, . . . , ap} → C, h =

fϕ−m1
a1
· · ·ϕ−mp

ap eine Fortsetzung h̃ ∈ O(D) ∩ C(D) hat, mit
∣∣h̃|∂D∣∣ konstant. Leite

her, dass es C ∈ C gibt, mit

f(z) = Cϕm1
a1

(z) · · ·ϕmp
ap (z), z ∈ D ,

insbesondere ist f eine rationale Funktion.


