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1. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

Die Zahlen sind freie
Schopfungen des menschlichen
Geistes, sie dienen als ein Mittel,
um die Verschiedenheit der Dinge
leichter und schdrfer aufzufassen.

R. Dedekind

Was sind die reellen Zahlen? Wir folgen der axiomatisch-deduktiven Methode, die uns ge-
stattet, dieser Frage auszuweichen. Wir nutzen aus, dass die uns vertrauten reellen Zahlen
einige Strukturen tragen, die den Bedingungen eines sogenannten vollstindig angeordneten
Korpers geniigen. Diese Bedingungen betrachten wir als Axiomensystem fir die reellen Zah-
len, und aus diesem Axiomensystem lassen sich alle Aussagen tuiber reelle Zahlen deduzieren,
die in der Mathematik benétigt werden. Wir betonen also die Eigenschaften der reellen Zahlen
und nicht ihre Natur.

Eine zusétzliche Rechtfertigung erfihrt dieses Vorgehen durch ein Resultat, demzufolge je
zwei Strukturen, die den Bedingungen dieses Axiomensystems geniigen, isomorph sind und
daher die gleichen fir die Mathematik bedeutsamen Eigenschaften haben. Wir definieren also
die reellen Zahlen als einen vollstindig angeordneten Korper.

Man kann sich nun fragen, ob ein vollstindig angeordneter Korper tiberhaupt existiert. Zur
Beruhigung #ngstlicher Gemiiter sei sogleich gesagt, dass es verschiedene Konstruktionen
solch eines Korpers gibt. Man konstruiert zunichst die Menge der natiirlichen Zahlen, dann
die Menge der ganzen Zahlen und schlieBlich die Menge der rationalen Zahlen. Da die Men-
ge der rationalen Zahlen ,liickenhaft” ist, konstruiert man die reellen Zahlen durch einen
Prozess der ,Vervollstandigung®. Es gibt dafiir drei Methoden: durch Dedekindsche Schnitte,
durch Fundamentalfolgen (Cauchy-Folgen) oder durch Intervallschachtelungen. Diesen Weg
zu gehen, kostet aber mehr Zeit, als wir zur Verfiigung haben. Eine sehr gute Quelle dazu ist
das Buch [6] (oder der Klassiker von E. Landau [14]).

Wieso heiflen die reellen Zahlen reell? Die reellen Zahlen sind idealisierte Modelle von re-
ellen Objekten. Sie sind entstanden aus dem Wunsch, Liangen mit absoluter Exaktheit zu
berechnen, z.B. die Liange der Diagonale eines Einheitsquadrates. (Man beachte, dass auch
ein Einheitsquadrat eine Idealisierung ist.) Die intuitive Vorstellung ist, dass jede reelle Zahl
einem Punkt auf der Zahlengeraden entspricht. Wir mochten eine prizise und explizite ma-
thematische Formulierung dieser Intuition geben.

Einen Platonischen Dialoﬂ uber die Notwendigkeit der reellen Zahlen findet man auf der
Webseite von T. Gowers.

1.1. Korperaxiome.

1.1.1. Definition. Sei K eine Menge. Wir setzen voraus, dass fiir a,b € K die Summe a +b € K
und das Produkt a-b = ab € K erklart sind. Die Abbildungen +: K xK — K, (a,b)— a+b,
-:KxK—K,(a,b)— ab=a-b heillen Addition und Multiplikation.

Es gelten die Korperaxiome:

1. Axiome fiir die Addition:

(Al) Fir alle a,b,c €K gilt (a +b) +c =a + (b +¢). (Assoziativgesetz)

(A2) Es gibt ein Element 0 € K, so dass fiir alle a € K gilt: a + 0 = a. (Neutrales Element der
Addition oder Nullelement)

(A3) Fiir alle a € K gibt es (—a) € K mit a + (—a) = 0. (Additives Inverses)

(A4) Fir allea,b e K ist a + b = b +a. (Kommutativgesetz)

1http://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg1O/reals.html
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2. Axiome fiir die Multiplikation:

(M1) Fiir alle a,b,c € K gilt (ab)c =a(bc). (Assoziativgesetz)

(M2) Es gibt ein Element 1 € K \ {0}, so dass fiir alle a € K gilt: a -1 =a. (Neutrales Element
der Multiplikation oder Einselement)

(M3) Fiir alle a #0 gibt es o' € K mit aa~! = 1. (Multiplikatives Inverses)

(M4) Fir alle a,b € K ist ab = ba. (Kommutativgesetz)

3. Distributivgesetz:

(D) Far alle a,b,c €K gilt (a +b)c =ac + be.

Dann heilit K zusammen mit der Addition und der Multiplikation ein Kérper, bezeichnet
mit (K, +,-).

Ko6rpern werden intensiv in der Algebra und Zahlentheorie studiert und sind zentral z.B. in
der Galois-Theorie (sieche der Klassiker van der Waerden [22] oder Lang [15]]). Beispiele von
Kérpern: Q, R, C, [, = Z/pZ mit p Primzahl (Restklassenkoérper), QWV2):={a+bV2:a,beQ}
(oder allgemeiner Q(y/m ), mit m quadratfreie ganze Zahl, sog. quadratische Zahlkérper), Kor-
per der rationalen Funktionen K(x) = {P/Q : P, @ Polynome in der Variabel x} usw. Koérpern
sind fiir die Lineare Algebra grundlegend, da Vektorrdume mit Hilfe eines Grundkorpers defi-
niert werden (siehe z.B. [12]).

1.1.2. Satz.

(a) Das Nullelement und das Einselement sind eindeutig bestimmt.

(b) Fiir alle a,b € K hat die Gleichung a + x = b genau eine Losung xo = b+ (—a) =: b —a.
Fiir alle a,b € K, a # 0 hat die Gleichung ax = b genau eine Lisung xy = a~ b =: 9
Insbesondere ist das zu a (bzw. a # 0) additive (bzw. multiplikative) Inverse eindeutqg
bestimmt.

(c) Es gelten die folgenden Rechenregeln:

—(-a)=a, (-a)+(-b)=-(a+d)
@hHt'=a, a7 =@b) (a,b#0)
a-0=0, a-(-b)=-ab, (—a)-b)=ab
alb-c)=ab-ac
(d) Aus ab =0 folgt a =0 oder b =0.
1.2. Anordnungsaxiome.

1.2.1. Definition. Ein Korper (K, +, -) heil}t total angeordnet, falls eine Teilmenge P c K mit
den folgenden Eigenschaften existiert:

(O1) Fiir jedes x € K gilt genau eine der Beziehungen x€ P, —x€ P, x = 0.

(0O2) Fiir alle x,y e P gilt x+y, xy € P.

Ist x € P (bzw. —x € P), so heillit x positiv (bzw. negativ). In einem total angeordneten
Korper K fithren wir eine Kleiner-Relation ein:

Seien x,y € K. Wir sagen ,x ist kleiner als y“, geschrieben x < y, oder ,y ist grofler als x“,
geschrieben y > x, falls y—x € P.

x<y:oy—-x€eP;alsoxePox>0und-xeP < x<0.

1.2.2. Satz (Rechenregeln fir Ungleichungen). Sei K ein total angeordneter Korper. Fiir alle
x,y,2,t €K gilt:

(a) x<yund y<z= x<z (Transitivitdit)

b)) x<y=>x+z<y+z

() x<y=>-y<-—x

d) x<yundz>0>xz<yz;x<yundz<0=>xz>yz

(e) x #0=x2>0. Insbesondere 1> 0.
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M x>0=>1>02<0=>1<0
1_1 y
(2) O<x<y=0<3<g, §<1,;>1
(h) x<yundz<t=>x+z<y+t
(1) O0<x<y, 0<z<t=>0<xz<yt
) x<yund0<A<l=>x<Ax+(1-L)y<y.

Jetzt konnen wir zeigen, dass ein total angeordneter Korper auBler 0 und 1 noch weitere
Elemente hat! Denn 0<1=>0+1<1+1=:2=0<1<2 usw. In einem beliebigen Korper (z.B.
in Z/27) kann es passieren, dass 1+1=0!

Wenn wir 1 = % in (j) betrachten, ergibt sich x < % < y. Fir zwei (nicht unbedingt verschie-
dene) Elemente x,y € K heif3t % das arithmetische Mittel von x und y.

1.2.3. Definition. Sei K ein total angeordneter Korper. Ein Element x € K wird nichtnega-
tiv genannt, geschrieben x > 0 (x groBer-gleich 0), wenn x > 0 oder x = 0. Wir definieren eine
zweistellige Relation < auf K durch x < y:© y—x > 0 (x kleiner-gleich y). < ist eine Ord-
nungsrelation, d.h.
(a) x < x (Reflexivitat)
(b)) x<yund y < z=x <z (Transitivitit)
(¢c) x<yund y <x=x =y (Antisymmetrie)
Eine ganz wichtige (aber einfache) Ungleichung ist
x2+y?
2
wobei die Gleichheit genau dann auftritt, wenn x = y. Das folgt aus (x — y)?> > 0 mit Gleichheit

genau dann, wenn x = y. Die Ungleichung (I.1) ist ein Spezialfall der AGM-Ungleichung, die
wir spiter beweisen (siehe (1.8)).

(1.1) >xy, firallex,yeK,

1.2.4. Definition (Vorzeichen und Absolutbetrag).
Sei K ein total angeordneter Korper. Sei x € K. Man nennt

1 x>0
sgn(x)=40 x=0
-1 x<0
das Vorzeichen von x. Der Betrag von x ist
x x>0
X , x>0
x| :=x-sgn(x) =<0 x=0 d.h. |x|=
—-x ,x<0.
-x x<0

1.2.5. Satz (Rechenregeln). Sei K ein total angeordneter Korper. Fiir alle x,y € K gilt:
(@) |x| =20and x#0 <= |x| >0,
(©) llxll = lxl, | —x|=lxl,
(0 x| <ye—=+x<y<—=-y<x<y,
(A lx+yl < x|+ yl, |lx] - |y|| < |x — y| (Dreiecksungleichungen),
(@ x| <lyl & 2% <y?
(M x=y < lxl =yl und sgn(x) = sgn(y),
(g) sgn(xy)=sgn(x)-sgn(y), lxy| =|x|-|yl,

Die Dreiecksungleichungen sind ein wichtiges Mittel in der Analysis. Die Gleichheit in der
Dreiecksungleichung |x + y| < |x| + |y| gilt genau dann, wenn x und y dasselben Vorzeichen ha-
ben oder einer von x, y Null ist, d. h. es gibt ein A > 0 mit x = Ay. Ansonsten ist die Ungleichung
strikt, z.B. fir x =2, y = —1 gilt [x+ y] = 2= 1| = 1, |x| + |y = |2+ | — 1| = 3. Folgende Varianten
der Dreiecksungleichung sind oft benutzt:

lxl > 1yl —lx—yl, |lxl—1yl] < lx+yl
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Die Dreiecksungleichung gilt fiir Vektoren in hoherer Dimension. Fiir zwei Vektoren x und
y bilden x, ¥y und x + y die Seiten eines Dreiecks und die Dreiecksungleichung besagt, daf3
zwei Seiten eines Dreiecks zusammen immer mindestens so lang wie die dritte sind. In der
Dimension eins degeneriert das Dreieck zu drei Punkten auf der Geraden, aber die Aussage
bleibt richtig.

1.3. Vollstandigkeitsaxiom. Dieses Axiom bringt die geometrische Anschauung zum Aus-
druck, dass die Zahlengerade ein Kontinuum ist. Die Vollstandigkeit ist eine der wichtigsten
Eigenschaften von R. Ohne sie konnten wir z.B. keine Wurzeln ziehen, keine Reihen summie-
ren und nicht integrieren.

1.3.1. Definition. Sei K ein total angeordneter Korper, A c K, A # @.

o A heillt nach oben beschrdnkt, falls es ein ¢ € K gibt mit a < ¢ fiir alle a € A; ¢ heif3t
dann eine obere Schranke von A. Ist ¢ eine obere Schranke von A mit c € A, so heif3t
¢ Maximum von A, bezeichnet mit maxA.

o A heillt nach unten beschrdnkt, falls es ein ¢ € K gibt mit a > ¢ fiir alle a € A; ¢ heif3t
dann eine untere Schranke von A. Ist ¢ eine untere Schranke von A mit c € A, so
heillt ¢ Minimum von A, bezeichnet mit minA.

o Ist A nach unten und oben beschriankt, so heillit A beschrdnkt.

o Ein Element c € K heil3t kleinste obere Schranke oder Supremum von A, bezeichnet
mit sup A, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) a<cfiralleacA.
(ii) Ist b eine obere Schranke von A, so folgt ¢ < b.

o Ein Element ¢ € K heilit grofite untere Schranke oder Infimum von A, bezeichnet
mit infA, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) a>cfiralleacA
(i1) Ist b eine untere Schranke von A, so folgt ¢ > b.

supA
|
V
— o o o o 0o 0 & & oo

® Menge AcCR @ Oberen Schranken von A

1.3.2. Bemerkung.

(i) Hat eine Menge ein Maximum (bzw. Minimum, Supremum, Infimum), so ist dieses
eindeutig bestimmt.

(ii) Falls A ein Maximum hat, so hat A ein Supremum, und es gilt supA € A.
In diesem Falle ist maxA = supA.

(iii) Es gibt nach oben beschrinkte Mengen, die ein Supremum besitzen, aber kein Maxi-
mum, z.B. K_ ={x € K : x < 0}. Dann ist die Menge der oberen Schranken von K_ die
Menge {y:y > 0} also supK_ =0, aber K_ hat kein Maximum, weil 0 ¢ K _.

(iv) supA =minB, wobei B ={b : b obere Schranke von A},
infA =maxB, wobei B = {b : b untere Schranke von A}.

(v) Genau dann gilt ¢ = supA, wenn
(a) a<cfirallea€A, und
(b) es fiir alle € >0 ein a € A mit ¢ — € < a gibt.
(vi) c ist keine obere Schranke fir A ©3ae€A:a>c.
(vii) A ist nicht nach oben beschrinkt © Vce Kda €A :a >c.
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1.3.3. Definition. Ein total angeordneter Korper K heilit vollstindig, falls die folgende Ei-
genschaft (Vollstandigkeitsaxiom) erfiillt ist:
(V) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.

Die Aussage (V) ist dquivalent zur folgenden Aussage:

(V) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.

In der Tat, A ist nach unten beschriankt g.d.w. —A :={—a :a € A} nach oben beschrinkt ist.
Gegebenfalls ist infA = —sup(—A).

1.3.4. Bemerkung. Der Korper Q der rationalen Zahlen ist ein total angeordneter Korper, der
nicht vollstiandig ist. In der Tat, die Menge A = {x € Q : x2 < 2} ist eine nichtleere nach oben
beschréankte Menge (z. B. 2 ist eine obere Schranke), die kein Supremum besitzt. Nehmen wir
an, es gibt c =supA € Q. Da 1€ A, so ist ¢ = 1> 0. Es gibt nun drei Falle fiir ¢2: ¢ <2, ¢2>2
oder ¢?=2.

Sei ¢2 < 2. Wir suchen ¢, sodass b=c+¢ec€ A, d.h. b2 =c%+2ce+¢e2 <2 oder 2ce + €2 < 2 - ¢?
und ¢ < b. Wir suchen € < 2— ¢ und dann 2ce + €2 < £(2¢ + €) < €(2 + ¢). Wihle also

2—c? 2¢+2
=—, =c+e= .
c+2 c+2
Dann gilt
2c2-2
b>0, b-c=¢, prog= 22,
(c+2)?

Es gilt £ >0, da ¢? < 2. Es folgt ¢ <b und b2 <2, also b € A, d. h. ¢ ist keine obere Schranke von
A. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ =sup A, dieser Fall ist ausgeschlossen.

Ist ¢ > 2, sei b wie oben. Es folgt ¢ > b und b2 > 2. Fiir jedes a € A gilt also a?® <2 < b2. Ist
a<0soista<b.Ista>0soista+b >0 und wegen b2—a?=(b-a)a+b)>0gilt b—a >0, also
b > a. Somit ist b eine obere Schranke von A und b < c. Dies ist aber falsch, da ¢ die kleinste
obere Schenke von A ist. Dieser Fall ist also auch ausgeschlossen.

Es bleibt also nur die Moglichkeit, dass c? = 2. Das ist aber ein Widerspruch, da es keine
rationale Zahl ¢ gibt, mit ¢? = 2 (siehe Satz[A.3.10).

Im Satz[I.5.8 iiber Existenz der k-ten Wurzel wird auch gezeigt, dass ¢2 = 2.

Wir werden bald viele Anwendungen des Vollstéindigkeitsaxioms erhalten, unter anderem
die Existenz der Quadratwurzel.

1.3.5. Definition. Ein vollstdndig angeordneter Korper K heillt Korper der reellen Zahlen,
bezeichnet mit R.

Um diese Definition zu rechtfertigen miissen wir zwei Fragen beantworten. Existiert ein
Korper mit diesen Eigenschaften? Inwieweit ist er eindeutig bestimmt?

1.3.6. Satz (Existenz von R; Cantor, Dedekind). Es gibt mindestens einen Korper der reellen
Zahlen.

Zum Beweis und Aufbau des Zahlsystems N c Z c Q c R aus den natiirlichen Zahlen siehe
[6] oder den Klassiker von E. Landau [14]. Die Konstruktion von Dedekind basiert sich auf
Dedekindschen Schnitte, die Konstruktion von Cantor auf Cauchy-Folgen.

1.3.7. Satz (Eindeutigkeit der reellen Zahlen). Seien K und K' zwei Kirper der reellen Zahlen.
Dann gibt es eine bijektive Abbildung ¢ : K — K', so dass fiir alle x,y € K gilt:

@) @lx+y)=@x)+o(y)
(i) @(xy) = @(x)p(y)
(iii) @(1)=1
(iv) x <y = @x)<p(y).
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Der Satz besagt, dass es eine bijektive Abbildung ¢ : K — K’ gibt, die vertriglich mit der al-
gebraischen Strukturen und Ordnungstruktur ist. Eine solche Abbildung heifit Isomorphismus
von total angeordneter Korpern. Wir sagen, dass R bis auf Isomorphie (von total angeordneter
Korpern) eindeutig bestimmt ist. Da fiir uns nur diese Strukturen wichtig sind, sprechen wir
von dem Korper R.

1.4. Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion. Bisher haben wir ein naives Ver-
stdndnis der natiirlichen Zahlen. Wir definieren nun die Menge der naturlichen Zahlen. Wir
mochten zum einen, dass 1 eine natiirliche Zahl ist, und zum zweiten, dass jede natiirliche
Zahl n einen Nachfolger n + 1 hat. Wir prézisieren diesen Gedanken so:

1.4.1. Definition. Eine Menge M c R heillt induktiv, falls
(a)1eM,
b)xeM=>x+1eM.

Die Menge R oder die Menge der positiven Zahlen R, sind induktiv. Es ist klar, dass eine
induktive Menge mindestens die Elemente 1,2:=1+1,3:=2+1,... enthalten muss: Eben die
natiirlichen Zahlen nach unserem naiven Verstdndnis. Es gibt viele induktive Mengen, z.B.
M = {x > 1}. Uns interessiert die kleinste solche Menge. Die Menge der natiirlichen Zahlen
ist definiert als Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R:

N:= ﬂ {M Mc [R,Minduktiv}

N ist auch induktiv, ist also die kleinste induktive Menge, d. h. fiir jede induktive Teilmenge M
von R gilt Nc M.

1.4.2. Definition. Die Menge der ganzen Zahlen ist definiert durch
Z:=NU{0}u(-N)={0,+1,+2,.. } cR.

(Z,+,-) ist ein Ring, wobei die Addition und Multiplikation von der entsprechenden Operatio-
nen von R induziert sind. Wir setzen

No :=NuU{0}.

Die Menge der rationalen Zahlen ist definiert durch

@::{B:pez,qEZ\{O}}CR.
q

Zusammen mit der Addition und Multiplikation der reellen Zahlen und mit der Ordnung der
reellen Zahlen ist Q ein total angeordneter Korper. Eine Zahl x € R\ Q heil3t irrational.

1.4.3. Satz (Induktionsprinzip). Hat M <N die Eigenschaften:
(a) 1e M,
b)) xeM=>x+1eM,

so folgt M =N.

1.4.4. Satz (Beweis durch vollstdndige Induktion). Seien A(n) Aussagen, die fiir alle n € N
definiert sind. Wenn

(a) AQQ) richtig ist und

(b) VneNAn)=> A(n+1) gilt,
dann ist A(n) richtig fiir alle n € N.

Der Induktionsanfang besteht aus A(1) und dessen Beweis. Die Induktionsvorausset-
zung ist ,A(n) ist wahr“, die Induktionsbehauptung ist ,A(n +1) ist wahr “. Der Indukti-
onsschritt ist der Beweis von ,,A(n) = A(n + 1)“. Induktionsbeweise strukturiert man so:

(i) Induktionsanfang (n = 1): Beweis von A(1).
(i1) Induktionsschritt (n ~~ n + 1): Beweis von ,A(n) = A(n + 1)“ d. h., dass aus der Wahr-
heit von A(n) die Wahrheit von A(n + 1) folgt.
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Einen Induktionsbeweis konnte man sich als eine unendliche Reihe von Dominosteinen vor-
stellen, die man zu Fall bringen mochte. Jeder Dominostein steht fiir ein A(n). Um alle Steine
umzustoffen, muss man den ersten Stein umschubsen (Beweis von A(1)), und der Stein A(n+1)
muss nah genug zu A(n) stehen, so dass jeder Stein durch seinen Vorginger mit umgerissen
wird (Beweis von ,A(n) = A(n +1)“).

Beispiel: Beweise mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n e N gilt:

1
13+23+33+...+(n—1)3+n3=an(n+1)2.

Induktionsanfang (n = 1): 13=1= %12(1 +1)? ist eine wahre Aussage.
Induktionsschritt (n ~~ n + 1):
Induktionsvoraussetzung (IV): Fiir ein n e N gilt 13+ 2% +...+(n - 1)3 +n3 =
Induktionsbehauptung: Dann gilt B+22 4+, +(n-13+n+(n+1)3= M.

Beweis des Induktionsschrittes:

P+22 4+ +(-12+0+(n+ 12 =[13+2%+.. .+ -1 +nP 1+ (n+1)®

n?(n+1)?
—

2 2 2
Qwﬂnﬂf”:(n+1)2[%+(n+1)]

:i(n +12(n2+4n+4)= i(n +1)2%(n +2)2.

1.4.5. Bemerkung. Einen Beweis durch Induktion kann man mit einer beliebigen ganzen
Zahl anfangen. Sei g € Z und Z(> q) ={n € Z : n > q}. Seien A(n) Aussagen, die fiir n € Z(> q)
definiert sind. Wenn

1) A(q) richtig ist und

2) A(n)=> A(n+1) fiir alle n € Z(> q) gilt,
dann gilt A(n) fiir alle n € Z(> q). Dies folgt leicht aus Satz[1.4.4l durch Indexverschiebung; die
Abbildung f : Z(= q) — N, f(n)=n+q — 1 ist bijektivund f(n+1)= f(n)+1.

1.4.6. Bemerkung. Das Induktionsprinzip kann auch als Definitionsmittel benutzt werden.
Wir definieren zum Beispiel die ganzzahligen Potenzen einer reellen Zahl. Mehr zur Definition
durch Induktion finden Sie in §1.9](Rekursionssatz).

1.4.7. Definition (natiirlichen Potenzen). Sei a € R eine reellen Zahl. Wir definieren die na-
tiirlichen Potenzen o™, n € N, durch
(1.2) al=a, a"*'=a"-a, neN.

In der Tat, die Menge M = {n € N : a” ist definiert} hat die Eigenschaften: 1e M, ne M =
n+1leM,also M =N, nach Satz[1.4.3

1.4.8. Definition (ganzzahligen Potenzen). Sei a € R eine reellen Zahl. Wir definieren die
ganzzahligen Potenzen o™, n € Z, durch (1.2) falls n € N und

(1.3) a® = 1(auch fiir a = 0)
1 —-n
(1.4) an=(a_1)_n=(—) , fira#0,neZ, n<0.
a
Man beweist durch Induktion die Potenzgesetze:
am+n:am.an’ an'bn:(ab)n, (am)n:amn

fira,beR, m,neNy oder a,b eR*, m,ne”Z.
Eine sehr niiztliche Ungleichung, die durch Induktion bewiesen wird, ist die folgende:
1.4.9. Satz (Bernoulli-Ungleichung). Sei x € R, x > —1 und n € Ng. Dann gilt
A+x)">1+nx.

Ist n > 2, x # 0 so ist die Ungleichung strikt (>).
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Im folgenden fithren wir mit Hilfe der rekursiven Definition die Addition und Multiplika-
tion fiir eine beliebige Anzahl von Summanden bzw. Faktoren ein. Dies erlaubt es, n! und die
Binomialkoeffizienten zu definieren.

Zunichst definieren wir den Begriff der Familie.

1.4.10. Definition. Seien I und X zwei Mengen. Eine Abbildung I — X, i — x; heifit auch
eine Familie von Elementen von X, geschrieben (x;);c;. Die Menge I heilit Indexmenge. Ist
I={1,2,...,n} so heiBit (x;)je =: (x1,...,%,) =: (x;)1<i<n €in n-Tupel.

1.4.11. Definition. Fur alle n € N und alle n-Tupel (x1,...,x,) von R gibt es Elemente Z;‘:lxi,
[17_; x; von R, rekursiv definiert durch

n+l n+l

n n
le.—xl,le.— le +Xn+1, nxl.—xl,nxl.—(nxi)wanH.
= i=1

i=1
Wir schreiben auch Zi:lxi =x1+...+x,.
Sei I eine Indexmenge mit n Elementen, (x;);c; eine Familie von Elementen von R. Sei

I={iy,...,i,} eine Aufzédhlung von I. Wir setzen
le.—lek—xll Lot X, sz —szk—le s, <
iel iel

Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Aufzdhlung.
Eine niitzliche Vereinbarung, die es uns oft erlaubt, Fallunterschiedungen zu vermeiden, ist
die folgende: Die leere Summe ist 0 und das leere Produkt ist 1, d.h.

(1.5) in:=0, Hxi:= 1.

140 1€

Als Beispiel betrachten wir m,neZund I ={k € Z:m <k <n}={m,...,n}. Dann setzen wir

Z xi=) %, Hxl = []xi-

el el
Fir m >nist I = @, also gilt nach (LB): ¥ x; =0, I x; =1

1.4.12. Definition. Fiir n € Ny wird n! (n Fakultdt) definiert durch

nl:= H k
k=1

also0!=1,1'=1,und n!=1-2-...-n fiir n > 1. Fir a € R und 2 € Ny definiert man die Binomi-
alkoeffizienten ,a iiber k“ durch

a 1 k=1 . a -1 N al
(k)'_ﬁjljo(a_ﬁ’ also (O)—Jlj[()(a—J)—l,(l)—a

a)_ ala—1)...(a—Fk+1)

sl = A fuir k>1.

Eigenschaften der Binomialkoeffizienten:

(1) Rekursionsformel:

(2) Additionsformel:

)l

n!
Y E—— <
(”) R ST
k 0, k>n

(3) Fiir n,k €Ny gilt
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(4)

(Z):(n’jk) fir n,keNyg, n=>k.

1.4.13. Satz (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle x,y € R, n e N gilt

(x+y)" = (g)x” + (rll)xn_ly + (;)xn_2y2 +...+ (ni l)xyn_1 + (Z)yn
* n
= Z (k)xn_kyk .
k=0

Fiir n = 2 und n = 3 erhalten wir die wohlbekannten Formel (x + y)? = 22 + 2xy + ¥, (x + y)3 =
x3 +3x2y+3xy2 +y3.

1.5. Folgerungen des Vollstindigkeitsaxioms.

1.5.1. Satz (Satz von Archimedes). N c R ist nicht nach oben beschrankt, d.h. zu jedem x € R
gibt es n e N mit n > x.

Dies zeigt auch, dass N ist unendlich (da jede endliche Menge in R ein Maximum besitzt).
Eine Umformulierung lautet: for alle x e R, y € R, gibt es n e N mit ny > x.

1.5.2. Satz (Satz von Eudoxus). Zu jedem & > 0 gibt es n € N mit % <Ee.

Eine Umformulierung des Satzes ist inf {% :n €N} = 0. Der Aussage ist klar fiir £ = 1 (man
kann n = 1 nehmen). Sie ist interessant fir ¢ “klein”. Die griechischen Buchstaben ¢ und &
(epsilon und delta) werden in der Mathematik oft fiir kleine positive Zahlen verwendet.

1.5.3. Satz (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrinkte Teil-
menge von Z besitzt ein Maximum (bzw. Minimum,). Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein
Minimum.

In der Tat, sei A c Z nach oben beschrankt. Laut Axiom (V) gibt es s =supA eR. Das-1
keine obere Schranke von A ist, existiert n € A mit s—1<n <s, alsos <n+1. Dahergilt s<m
und somit m ¢ A fiir alle m = n + 1. Folglich gilt a < n fiir alle a € A also n ist das Maximum
von A (und natiirlich s = n).

1.5.4. Definition (GauB-Klammer). Zu jedem x € R hei3t die ganze Zahl
lx] :=max{keZ:k<x}

die Gaufi-Klammer oder ganzzahliger Anteil von x (d. h. die grosste ganze Zahl, die kleiner
oder gleich x ist). Wir setzen frac(x) = x — |x] (fractional part). Ist x = 0, so ist frac(x) der Nach-
kommaanteil von x. Zum Beispiel |3,2] =3, frac(3,2)=0,2 und |-3,2] = -4, frac(-3,2) =0, 8.

n-1 n = |x] x n+1l

1.5.5. Satz (Dichtheit von Q in R). Seien a,b €R, a <b. Dann gibt es g€ Q mit a <q <b.

Seien A c B < R. Wir sagen, dass A liegt dicht in B, falls fiir alle x,y€e B, x <y, gibtes z€ A
mit x < z < y. Satz[I.5.5 besagt, dass Q dicht in R liegt.

Die Idee des Beweises kann man folgendermassen beschreiben. Ein Ménnchen lauft auf
der reellen Gerade mit konstanter Schrittweite % mit Startpunkt links von a und durchliuft
Punkte der Form %. Ist nun die Schrittweite kleiner als der Léange des Intervalls (a,b) d.h.
% < b-a,dann wird das Mannchen irgendwann in (a, b) fallen, d. h. es gibt m €N, so dass nach
m Schritte a < ”* <b.
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Formal argumentieren wir so: Wahle n € N mit % < b—a (Satz[L5.2). Dann gilt na +1 < nb.
Aber |nal <na<|nal+1,alsona<|nal+1<na+1<nb.Setze m = |na] +1.
Das zeigt auch , dass eine reelle Zahl x 14sst sich mit rationalen Zahlen so approximieren:

1

‘ lnx]
o X
n

n

Der Fehler bei dieser Approximation ist %, also kann beliebig klein gew#hlt werden. Dafiir
muss man aber den Nenner n entsprechend gross wihlen. Kann man reelle Zahlen mit ratio-
nale Zahlen (Briiche) gut approximieren indem man den Nenner moglichst klein wahlt? Zum
Beispiel fiir 7 = 3.1415926.... gilt |7 - 2| < 11

1.5.6. Satz (Approximationssatz von Dirichlet). Sei x e Rund sei N e N, N > 1. Dann existieren
teilfremde ganze Zahlen p und q mit 1< q <N, so dass

Beweis: Betrachte die N + 1 Zahlen 0, frac(x),frac(2x),...,frac((lN — 1)x),1 in Intervall [0,1].
Teilen wir [0,1] in N Intervalle der Linge % Nach dem Schubfachprinzip (Satz miissen
zwei der obigen Zahlen in derselben Intervall liegen. Da kx = |kx] + frac(kx) ist ihre Differenz
der Form gx—p,wobei 1 <q <N.Also |gx—p| < % Wenn wir mit ggT(p, q) dividieren, erreichen
wir auch die Bedingung, dass p und q teilerfremd sind. O

1.5.7. Satz (Satz tiber Division mit Rest). Seien a,b €7, b #0. Dann gibtes q,r €7, 0 < |r| <|b|
sodass a =bq +r, namlich q := |a/b] und r :=a - bgq.

Mehr zum Wohlordnungsprinzip finden Sie in §1.91
Eine weitere wichtige Anwendung des Vollstiandigkeitsaxioms ist die Existenz der Wurzeln.

1.5.8. Satz (Existenz der k-ten Wurzel). Sei a € R, a >0, und sei k € N. Dann gibt es genau ein

x € R mit x>0 und x* = a, genannt k-te Wurzel von a, geschrieben x =: ¥/a =: a'/*.

In (I.2) und haben wir die ganzzahligen Potenzen definiert.
1.5.9. Definition (rationale Potenzen). Sei a > 0. Fiir n € Nj sei a " :=(¢~1)", und sei
(1.6) an = Vak, firkeZ meN
definiert. Damit ist also a9 fiir jedes g € Q erklart.

Die Definition hiangt von der Darstellung q = k/m der rationalen Zahl g nicht ab (siehe
Aufgabe[1.8.12). Dann gelten die Potenzgesetze:

(1.7) ala"=a?"", (@?) =a?, fira>0undq,req@.

Sei (x1,...,%,) ein n-Tupel von reellen Zahlen. Die Zahl

12 1
=Y xp=—(x1+...+xn)
nis n
heif3t das arithmetische Mittel von (x1,...,x,). Sind alle x; > 0, so heilit
n 1
(Hxi)n = Va1 Xy
i=1

das geometrische Mittel von (x1,...,x,). Es gilt die AGM-Ungleichung (wobei A=arithmeti-
sches, G=geometrisches, M=Mittel):

1
(1.8) —(xl + +xn) > Yx1--x,,, furallexq,...,x, =0,
n
wobei die Gleichheit genau dann auftritt, wenn x; = x9 =... = x,,. Es gibt viele Beweise dieser

wichtigen Ungleichung; fiir ein Beweis durch Induktion siehe Aufgabe (in der GroBiibung
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behandelt) oder [24] 3.7]. Wir werden im Satz [8.1.10| beweisen, als Konsequenz der Jen-
senschen Ungleichung fiir konvexe Funktionen. Fiir n = 2 lautet (L8): x +y > 2,/xy fiir alle
x,y >0, woraus man (I.I) wiederfindet.

Eine Anwendung der AGM-Ungleichung ergibt:

(1.9) (1+%)"<(1+ni1)"+1, fiirneN, x> —n, x #0.

1.5.10. Definition (Intervalle). Eine Teilmenge I < R heif3t Intervall, wenn I mit je zwei
Elementen x < y auch alle Elemente z mit x < z < y enthilt.

1.5.11. Beispiel. Seien a,b € R. Dann ist [a,b] :={x € K : a < x < b} ein Intervall. Falls a = b ist
[a,b]={a}, falls b <a ist [a,b] = @. Andere Beispiele:

(a,b):={xeR:a<x<b}

(a,b]l:={xeR:a<x<b}

[a,b):={xeR:a <x<b}

Intervalle der Form (a,b) heiflen offen, (a,b], [a,b) halboffen. Die Intervalle [a,b] heillen
abgeschlossen. Das Intervall [a,b] heilit auch kompakt. Spiter werden wir allgemeine offe-
ne, abgeschlossene und kompakte Mengen definieren.

1.5.12. Definition (Intervallschachtelung). Fir ein Intervall I mit Endpunkten a,b € R defi-
nieren wir die Ldnge von I als |I|:=|b —a|. Eine Familie (I,),en von kompakten Intervallen
heif3t Intervallschachtelung , falls gilt:

() I,41<1, fur alle n €N, und

(ii) far alle € >0 gibt es n e N mit |[,| <e.

1.5.13. Satz (Intervallschachtelungsprinzip). Zu jeder Intervallschachtelung (I,)nen gibt es
x € Rmit NpenIn = {2}

Der Satz gilt nicht, wenn wir nicht fordern, dass die I,, abgeschlossen sind. Fiir I,, = (0, %)
gelten beide Eigenschaften (i) und (ii) aus[I.5.12] aber N,en, = @.

n n+l
1.5.14. Satz. Sei I, = [(1 + %) ,(1 + %) ], n €N. Dann ist (I,),en eine Intervallschachtelung.
Die Zahl e € R mit mit NyenI, = {e} heifit Eulersche Zahl.

Es gilt e = 2,71828...; e ist eine irrationale Zahl. Die Zahl e spielt eine wichtige Rolle in
der Mathematik, sie ist die Basis des natiirlichen Logarithmus und der natiirlichen Expo-
nentialfunktion. Man kann die Endpunkte der Intervalle in einer Intervallschachtelung als
Approximationen des Punktes in der Durchschnitt. In diesen Fall gilt 11 =12,4], I = [2%,3%],

—[64 2561 _[910 916
I3= 27> 81 _[227’381

1.6. Die Uberabzihlbarkeit von R.

1.6.1. Definition.

(i) Zwei Mengen X,Y heillen gleichmdchtig (geschrieben X ~Y), wenn es eine bijektive Ab-
bildung ¢ : X — Y gibt. Die Relation X ~Y ist eine Aquivalenzrelation.

(i) Eine Menge X heifit endlich, falls X = @ oder es ein n € N gibt mit X ~ {(1,...,n}. Die Kar-
dinalzahl | X| (Anzahl der Elemente von X) ist definiert durch | X|=0falls X =@ und | X|=n
falls X ~{1,...,n}.

(iii) Eine Menge heif3t unendlich, wenn sie nicht endlich ist.
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(iv) Eine Menge X heilit abzdhlbar, falls X ~ N und héchstens abzdahlbar, wenn sie endlich
oder abzdhlbar ist. Ist X hochstens abzéhlbar, so heiit eine Bijektion f : {1,...,n} — X oder
f :N — X Aufzdhlung von X; dann ist X = {x1,...,%,,...}, xp = f(k). Ist X nicht hochstens
abzihlbar, so heilit X nicht abzdhlbar oder iiberabzdahlbar.

1.6.2. Beispiele. Die Funktion f:Z — N, f(z) =2z falls z > 0 und f(z2) =-2z—-1falls 2< 0
ist bijektiv. Daraus folgt, dass die Menge Z abzéhlbar ist; dies ist schon erstaunlich, weil es
bedeutet, dass N und Z gleich viele Elemente haben, obwohl N eine echte Teilmenge von Z ist!
Die Mengen Q., Q sind auch abz&hlbar!

Wir konnen dagegen die reellen Zahlen nicht abzéhlen:
1.6.3. Satz (Cantor). Die Menge R ist nicht abzdhlbar.

1.7. Der Korper der komplexen Zahlen. In R gibt es keine Zahl x mit x2 = -1, da x2 > 0>
—1 fiir alle x € R. Wir konstruieren einen Korper, in dem die Gleichung x2 = —1 eine Losung
hat. Auf R? fithren wir eine Addition und Multiplikation wie folgt ein:

(x,y)+w,v):=(x+u,y+v)
(1.10)
(x,y)-(u,v):= (xu — yv,xv + yu).
1.7.1. Satz. (R?,+,-) ist ein Korper mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0). Dieser Korper
heifit Korper der komplexen Zahlen, bezeichnet mit C := (R, +,-).

1.7.2. Satz. Die Abbildung ¢ :R— C, ¢(x) = (x,0) hat die Eigenschaften @o(x+y) = @(x)+ @(y),
p(xy) = px)p(y), (1) =(1,0), d.h. ¢ ist ein Korper-Homomorphismus.

Die komplexen Zahlen {(x,0) : x € R} bilden einen Koérper mit der induzierten Addition und
Multiplikation (T.I0). Wir sagen, dass {(x,0) : x € R} ein Unterkorper von C ist. Der Homomor-
phismus ¢ : R — {(x,0) : x € R} ist bijektiv, d.h. ein Kérper-Isomorphismus. Wir identifizieren
deshalb R mit {(x,0) : x € R} und sagen, dass R ein Unterkorper von C ist.

Wir schreiben fur (x,0) kurz x, also 0 fiir (0,0), 1 fiur (1,0), usw.

1.7.3. Definition. Die (nicht-reelle) Zahl i = (0, 1) heit imagindre Einheit. Es gilt
i?=(0,1)-(0,1) = (0 ~1%,0-1+1-0) = (-1,0) = (-1)-(1,0) = - 1.
Fir z = (x, y) schreiben wir nun
z2=(x,0)+0,y)=(x,00+(0,1)-(y,0)=x+1y.

Dann heif3t x Realteil von z, und y hei3t Imagindrteil von z, geschrieben Rez :=x, Imz :=
y. Man beachte, dass der Imaginéarteil y reell ist. Zahlen der Form iy mit y € R heilen auch
(rein) imaginér.

1.7.4. Definition. Die konjugierte Zahl zu z=x+iyistz:=x—1iy.

1.7.5. Satz (Rechenregeln). Fiir alle z,w € C gilt:
) z+tw=z+w,z-w=2-w.
(i1)) z+z2=2Rez, z—2z=2iImz.
(iil) z=zozeR z=-2z<z€iR
(v) z-z=22+y2 > 0fiirz=x+1iy.
W) z==z.

1.7.6. Definition. Fiir z € C heifit |z| := Vz-Z = V42 +y2 der Betrag von z. Fiir z € R ist
|z| = V22 der iibliche Betrag von reellen Zahlen.

1.7.7. Satz (Rechenregeln fiir den Betrag). Fiir alle z,w € C gilt:
() 121201zl =0©2=0.
(ii) Ist z #0, so gilt 271 =Z/|z|%
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(iii) |z| =|z|.
(iv) |Rez| <z, [Imz| < |z].
) lz-wl=lz|-wl.
i) |z+w| < |z|+ |w| (Dreiecksungleichung).
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn z = 0 (bzw. w = 0) oder w/z € R, (bzw. z/w € R,).
(vii) |Iz| - |w|| < |z —w| (wumgekehrte Dreiecksungleichung).

Geometrische Deutung der komplexen Zahlen:

Man veranschaulicht sich seit Gaull die komplexen Zahlen als Punkte in der Gaufischen
Zahlenbene mit rechtwinkligen Koordinaten (oder als Vektoren mit Ursprung im Nullpunkt
(0,0) und Endpunkt in (x, y)).

y-Achse
0,y) (x,y)
_____ i
|
|
|
|
|
|
|
l
-Ach
(0,0) (x,0) Trachse

Die Addition komplexer Zahlen ist dann die tibliche Vektoraddition nach der Parallelo-
grammregel.

y-Achse (x+u,y+v)
_ 7
-
(x,y) _ -~ /
-— /
/
/
/
/
/
/
./
(u,v)
©0.0) x-Achse

Um die Multiplikation zu interpretieren, fithren wir Polarkoordinaten ein. Das ist nicht
ganz elementar und wird erst spater gerechtfertigt. (Wir benotigen Eigenschaften der Cosinus-
und Sinusfunktion, die zwar wohlbekannt sind, deren Beweise aber tiefer liegen; siehe §5.5
insbesondere die Sitze und [B.4.17]) Wir schreiben jeden Punkt (x,y) als r(cos¢,sing),
wobei r = \/x2 + y2 die Linge des Vektors (x,y) ist und ¢ der Winkel zwischen der positiven
x-Achse und dem Vektor (x,y). Die Gleichung

(1.11) z=r(cose +isineg)

heif}t eine Polarkoordinatendarstellung oder trigonometrische Form von z, die Zahlen r, ¢
heilen Polarkoordinaten von z. Diese Darstellung ergibt sich leicht, wenn man das recht-
winklige Dreieck mit den Ecken (0,0), (x,0), (x,y) betrachtet. Wir nennen ¢ ein Argument
von (x,y). Nach der Definition ist ¢ €[0,27), wir kénnen aber auch alle ¢ +2km mit £ € Z als
Argument von (x, y) betrachten.
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y-Achse

(xc,y)
(Oyy) _____ _T
|
|
|
|
|
@ |
.

-Ach
(0,0) (x,0) TAcse

Nach der Definition der Multiplikation gilt
(x,y)(u,w)=rs(cospcosy —sin@siny, sing cos Y + cos Y siny)
= rs(cos(¢p + ), sin(p +))
oder
[r(cos@ +ising)] - [s(cosy +isiny)] = rs(cos(p + ) +isin(p + v)),
wobei man die Additionssétze fiir cos und sin benutzt. Die Multiplikationsregel fiir komplexe

Zahlen lautet also: ,,Die Lidngen werden multipliziert, die Argumente werden addiert”. Insbe-
sondere erhalten wir die Formel von de Moivre:

[r(cosgp +ising)]” =r"(cosng +isinng), neZ.

1.8. Ubungen.
1.8.1. Aufgabe (Endliche geometrische Reihe). Sei a # 1. Dann gilt
1
l+a+...+a" = 1-a™
1-a
1.8.2. Aufgabe. Sei n € N. Dann gelten die Identitédten:
n(n+1)
1+2+...+n= 2
— %
2
13+28+.. . +nd= n*(n+ 17
1

Sei Sy = 1%+ 2% + ... +n* EeNy. Dann gilt:

k k k
(n+ l)k —nk= (I)Sn’k_l + (2)Sn,k—2 +...+ (k)Sn’O.

Diese Formel stellt eine Rekursionsformel fiir S, , dar, die erlaubt, alle S,, , zu berechnen.

1.8.3. Aufgabe (Teleskopsummen). Sei n € N . Dann gilt:

1 1 1 n
—+——+...t =—,
1-2 -3 nn+l) n+l

1 1 1 1[1 1

+ foot————————— = | —————— |,

1-2-3 2-3-4 nn+1)(n+2) 2|12 (m+1Dn+2)
1 2 n-— 1
— =t +—=1-="
2! 3! n! n!

1.8.4. Aufgabe. Beweise:
A Y (M)=2", b 3 k()=n-27"1 o ¥ (-1F(1)=0, d) ¥ C2r)=-L.
k=0 " B =R S BT WS T ) T R
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1.8.5. Aufgabe. Beweise die AGM-Ungleichung (1.8).

1.8.6. Aufgabe. (a) Seien ay,...,a, > 0. Zeige:

n n

(X)X o

) > n? mit Gleichheit genau dann, wenn aj=...=ay,
k=1 k=19k

(b) Sei a e R \ {1}, n €N, n = 2. Zeige
-1
{‘/E<1+a— und \/”ap<1+]—)(a—1) fir peN,1<p<n.
n n

1.8.7. Aufgabe. Seien neNunday,...,a,,b1...,b, reelle Zahlen.
(a) Beweise die Lagrange-Identitat:

n n n 2
(1.12) Z (aibj—ajbi)2=(2al2-)-(z b?)—(Zaibi) .
1 i=1 i=1

1<i<j<n

(b) Beweise die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

o] < (B )

Zeige, daf} die Gleichheit genau dann auftritt, wenn es 1 € R gibt, so dall b; = Ala; fur alle
i1=1,...,nodera; =Ab; fur alle i =1,...,n. Soll bedeuten:
Gleichheit genau dann, wenn (a1,...,a,) und (b1,...,b,) linear abhdingig sind.

1.8.8. Aufgabe. Zeige durch direkte Rechnung, daf fiir m,n € N mit m < n gilt:

(a) (’Z) < (Z) fiir ke (l,...,n},

1 (m 1(n 1 1
(b)ﬁ(k)<ﬁ(k)<a Py fur k€{2,...,n},
(c) 1+l) <

m

1 n
1+ —) . Tip: Benutze den binomischen Lehrsatz und (b).
n

1
1.8.9. Aufgabe. (a) Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt (1 + —)n > 2 fur alle n eN.
n

1

Zeige, dafl aullerdem gilt: (1 + —)n < 3 fiir alle n € N. (Tip: Binomischer Lehrsatz, endliche
n

geometrische Reihe und Aufgabe[1.8.8])

n

k
(b) Zeige fiir alle n €N mit n >2: ]‘[( ) =
k: n.

(c) Folgere aus (a) und (b): 3(3) <n!<2 (;L) fur alle n e N.

1.8.10. Aufgabe. Beweise durch Induktion nach %, dass:
2

1\% k k
(1+—) <l+—+—, n,keN, k<n.
n n n

1
Folgere, dass (1 + —)n <3 firalleneN.
n

1.8.11. Aufgabe. Bestimme fiir jede der folgenden Mengen, ob sie ein Supremum bzw.Infimum
besitzt. Falls ja, berechne es und entscheide, ob es in der jeweiligen Menge enthalten ist.

(@) My={(- 1)”(2+ 3) I neN};

(b) My= {(—g)m 2| m,n EN},

() Msg={xeR | (x+a)x+b)x+c)>0}, wobei a <b <c fest.
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1.8.12. Aufgabe. (a) Zeige: Fira>1lista>ya>{a>...>1,undfir0<a<lista<a<
Va<...<1.

(b) Sei x> 0. Fiir n € N sei ™" := (x~1)", und fiir £ € Z, m € N sei x% := Vx* definiert. Damit
ist also x? fur jedes q € Q erklirt. (warum eindeutig?)

Zeige fir x>0und q,r € Q:  x%9x" =x9*" und (x9)" = x9".

1.8.13. Aufgabe. Fiir positive Zahlen a,b definiert man das arithmetische, geometrische und
harmonische Mittel durch

1 2
A =22 Gab)=vab, Hab):= _ 2ab
2 AL L)y a+d

(i) Beweise die Ungleichungen
H(a,b) <G(a,b) < Ala,b)

und zeige, daf} eine Gleichheit der Mittel nur fiur a = b eintritt.

(i1) Es sei 0 < a < b. Man definiere Intervalle [a,,b,] fir alle n € N, rekursiv durch [a1,b1] :=
[a,b] sowie durch a,+1:=G(a,,b,) und b,.1:=A(a,,b,). Man zeige, dafi sie eine Intervall-
schachtelung bilden. Man zeige ferner die Abschitzung

1
bpi1—ans1 < —(b, - an)2 .
8a

Die in allen Intervallen [a,,b,]liegende Zahl heif3t arithmetisch-geometrisches Mittel der
Zahlen a und b und wird mit M(a, b) bezeichnet.

1.8.14. Aufgabe. Seien a,b >0,a’ # b. Setze

b 1+b,- b
ap=—, bp=a, bnzu’ n=—, firneN.
a 2 b,
(i) Zeige induktiv: a, < b, ,n eN.

(i) Zeige, dass ([, bn]),en eine Intervallschachtelung ist, in deren Durchschnitt v/ liegt.

1.8.15. Aufgabe. (a) Bestimme Betrag, Real- und Imaginérteil von

3+41
2—1

. () @+d®  ,  Gid) (ﬂ)n,nez

® 1-i

(b) Seien z,w € C. Dann gilt
@ lz+wl?+lz-w?=2(z% + w|?);
() z,w#0: |z+w|=|z|+|lw| < z/w>0.

1.8.16. Aufgabe. Sei g := %(1+ v/5) (die Zahl des goldenen Schnittes) und 4 := g~!. Man rechnet
leicht nach: g:1=(1+g):g,82=1+g,h%>=1-h,g=1+h.

(a) Sei ( := %(h +iv4 —hz). Zeigen Sie, dass { eine Losung der Gleichung z® — 1 = 0 (also eine

2

5. Einheitswurzel) ist. Tipp: Es gilt 24+ 23 + 22 +z+ 1= (22 + gz + 1)(z% - hz + 1).

(b) Zeigen Sie, dass 1,{,{ 2 ¢3,¢* in C die Ecken eines regelméfigen Fiinfecks mit Mittelpunkt
0 bilden, und dass [(2-1|:|{ — 1| = g gilt. Was bedeutet letzteres geometrisch?

1.9. Notizen. Wir sammeln in diesen Abschnitt Kommentare iiber die Definition durch Induktion,
Wohlordnungsprinzip und Kardinalzahlen.

Notiz zum Rekursionssatz. Ein weiteres Beispiel von Definition durch Induktion ist die Definition
der Fibonacci-Folge (u,)nen,, Wobei ug = u1 =1 und ug = ug +u1, u3 = u1 + ug und so weiter. Dieses
>und so weiter” basiert auf einem allgemeinen Satz, dem Rekursionssatz, welcher es erlaubt, gewisse
Objekte induktiv (rekursiv) zu definieren. Vergleiche dazu [9) Kap. 16], [6, p. 15].

Satz (Rekursionssatz). Sei a ein Element einer Menge X und f eine Funktion von X in X. Dann gibt es
eine Funktion u von N in X so, dass u(0) = a und u(n+1) = f(u(n)) fiir alle n in N.
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Eine Anwendung des Rekursionssatzes nennen wir rekursive Definition oder Definition durch voll-
standige Induktion. Fir die Fibonacci-Folge miissen wir allerdings eine allgemeinere Version des Satzes
anwenden [24] §2.8]. Wir betrachten X =N und f: X xX — X, f(x,y) =x+y und setzen up =uj =1,
Uns2=[f(Un,ups1) fiir n > 2.

Notiz zum Wohlordungsprinzip. Das Wohlordnungsprinzip hat viele anderen Anwendungen. Fiir
a,b € 7 sagen wir, dass a teilt b falls ein ¢ € Z existiert, mit b = ac. Wir schreiben a | b. Seien a,b € Z,
nicht beide Null. Setze

ggT(a,b) :=(a,b) :=max{d eN:d|a,d | b} (grofiter gemeinsamer Teiler von a,b)
Seien a,b € Z, keine Null. Setze
kgV(a,b) :=[a,b] :=min{veN:a|v,b|v} (kleinstes gemeinsames Vielfaches von a,b)

Die Existenz ist von dem Wohlordnungsprinzip gesichert. Wir beschreiben kurz das Euklidische Al-
gorithmus. Es geht darum, den grof3ten gemeinsamen Teiler zweier ganzen Zahlen zu bestimmen. Er
basiert auf der Division mit Rest.

Satz (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € Z, b # 0. Betrachte die Folge ro =a, r1 = b, r;+1 = Rest von
ri_1 bei Division durch r;, falls r; #0, 0 sonst. Dann gibt es einen kleinsten Index n e N mit r,+1 =0 und
es gilt r, = ggT(a,b):

a=bqy+rsg, [rel <1bl =|r1l,

b=roqo+rs, Irsl <lral,

ro=rsqs+ry, Iral <lrsl,
'n-2=T"n-1q9n-1+rn, Irnl <lrp-il,

'n-1=Tnqn.

Eine Zahl p € Z heilit Primzahl, falls aus plab stets pla oder p|b folgt. Eine Zahl p € Z heif}t
irreduzibel wenn |p| > 1 und p besitzt auBer +1 und +p keine weiteren Teiler. Man kann zeigen, dass
eine Zahl prim genau dann ist, wenn sie irreduzibel ist.

Satz (Primfaktorzerlegung). Jede ganze Zahl n € Z\{0,+1} kann als Produkt endlich vieler Primzahlen,
der Primfaktoren, dargestellt werden. Diese Primfaktorzerlegung ist bis auf die Reihenfolge der auftre-
tenden Zahlen eindeutig.

Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Nach dem Wohlordnungsprinzip gibt es dann eine kleins-
te natiirliche Zahl ng, die nicht in Primfaktoren zerlegt werden kann. Insbesondere kann n¢ keine
Primzahl sein. Somit gibt es n,m € N mit ng = nm und n,m > 1. Dies impliziert aber n < ng und m < ng.
Aus der Definition von ng ergibt sich nun, dass n und m als Produkte endlich vieler Primzahlen dar-
gestellt werden konnen, also auch ny = nm, was wir aber ausgeschlossen haben. Damit haben wir die
Existenzaussage bewiesen.

Notiz zur endlichen Mengen und Kombinatorik.

1.9.1. Bemerkung. Seien X, Y endlich.

(1) |X|ist wohldefiniert: X ~{1,...,n}und X ~{1,...,m}=>n=m,

@2) XcY = X|I<|Y|,

(3) ¢:X — Y injektiv > | X| <Y,

1) p: X —Y,|X|>|Y|=3x1 #x2 € X mit ¢(x1) = p(x2) (oder | X|>|Y| =3y €Y mit I(p_l(y)l >2).

B) IXxY|=|X|x|Y].

(6) Sei X =U1¢;<rX; eine Zerlegung von X. Dann gilt |[X| = Z;"Il | X .
(Unter einer Zerlegung einer Menge X verstehen wir eine Familie (X;);c; von paarweise dis-
junkten Teilmengen von X (d.h. X; nX; = @ fiir i # j), so dass X = U;e1 X;.)

Die Eigenschaft (4) ist nichts anderes als das Schubfachprinzip, das in der Zahlentheorie und in der
diskreten Mathematik oft benutzt wird.
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1.9.2. Satz. [Dirichletsches Schubfachprinzip] Falls man n Objekte auf m Mengen (n,m € N) verteilt,
und n grofler als m ist, dann gibt es mindestens eine Menge, in der mehr als ein Objekt landet.

Aufgaben. Beispiele fiir die Anwendung des Schubfachprinzips:

1. Aufjeder Party gibt es mindestens zwei Leute, die gleich vielen anderen Leuten die Hand geschiittelt
haben.

2. In jeder Gruppe von 6 Menschen gibt es entweder 3, die alle miteinander befreundet sind oder 3, die
alle nicht miteinander befreundet sind. (Die Freundschaftsbeziehung ist symmetrisch: Wenn A mit B
befreundet ist, dann auch B mit A.)

3 (Erdéssche Einstiegsfrage zur Mathematik). Sei X < {1,2,...,2n} eine Teilmenge mit n+1 Elementen.
Dann gibt es immer zwei Zahlen in X so, dass eine die andere teilt. (Tipp: Schreibe jede Nummer x € X
in der Form x = 2*m, wobei m eine ungerade Zahl zwischen 1 und 2n — 1 sei.)

4 (Satz von Erdos und Szekeres). Sei F = (a1,...,a,) eine Folge von n verschiedenen reellen Zahlen.
Wenn n > sr+1, dann besitzt F entweder eine steigende Teilfolge aus s+ 1 Zahlen oder eine fallende
Teilfolge aus r + 1 Zahlen (oder beides). (Tipp: Ordne jeder Zahl a; aus der Folge F ein Paar (x;,y;) zu:
x; ist die Lénge der liangsten steigenden Teilfolge mit der Endung a; und y; ist die Lange der lidngsten
fallenden Teilfoge mit dem Anfang a;.)

5 (Gitterpunkte). Unter 5 Gitterpunkten der Ebene sind stets zwei, deren Verbindungslinie einen Git-
terpunkt als Mittelpunkt hat. Unter 9 Gitterpunkten der Ebene gibt es drei, deren Schwerpunkt eben-
falls ein Gitterpunkt ist.

6. Zehn Ecken eines regelmifligen 100-Ecks seien rot und zehn andere blau gefirbt. Man beweise:
Unter den Verbindungsstrecken zweier roter Punkte gibt es mindestes eine, die genauso lang ist wie
eine der Verbindungsstrecken zweier blauer Punkte.

7 (Sylvesters Problem). Eine endliche Menge von Punkten habe die Eigenschaft, dass jede Gerade durch
zwei Punkte durch einen dritten Punkt verlduft. Zeige, dass alle Punkte auf einer Geraden liegen.

1.9.3. Definition. Seien n,k € N. Sei X eine n-elementige Menge.

o Eine k-Permutation ohne Wiederholung von n Elementen ist eine Auswahl von % verschie-
denen Elementen von X, bei der es auf die Reihenfolge ankommt.

o Eine n-Permutation ohne Wiederholung von n Elementen heiit einfach Permutation von n
Elementen.

o Eine k-Kombination ohne Wiederholung von n Elementen ist eine Auswahl von % verschie-
denen Elementen von X, bei der es auf die Reihenfolge nicht ankommt.

o Eine k-Permutation mit Wiederholung von n Elementen ist eine Auswahl von £ nicht unbe-
dingt verschiedenen Elementen von X, bei der es auf die Reihenfolge ankommt.

o Eine k-Kombination mit Wiederholung von n Elementen ist eine Auswahl von % nicht un-
bedingt verschiedenen Elementen von X, bei der es auf die Reihenfolge nicht ankommt.

Anstelle von k-Permutation (k-Kombination) ohne Wiederholung sagt man einfach k-Permutation (k-
Kombination).

o Eine k-Permutation ist eine Familie (x1,...,x%) von verschiedenen Elementen von X, d.h. eine
injektive Abbildung {1,...,%2} — X. Dabei muss k& < n sein.

o Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung {1,...,n} — X.

Eine k-Kombination ist eine k-elementige Teilmenge {x1,...,x3} von X.

Eine k-Permutation mit Wiederholung ist eine Abbildung {1,...,%k} — X (also ein k-Tupel).

Eine k-Kombination mit Wiederholung ist eine Teilmenge {x1,...,x5} von X zusammen mit

Vielfachheiten jy,,...,jx, ENmit jo, +...+jy, =k.

[e]

[e]

o

Ein Beispiel fiir eine Kombination ohne Wiederholung ist das Zahlenlotto ,,6 aus 49“. Dabei zieht man
6 Kugeln aus einer Urne mit 49 nummerierten Kugeln, wobei es auf die Reihenfolge nicht ankommt.
Eine gezogene Kugel wird nicht zuriickgelegt. Wiirde man jede Kugel nach ihrer Ziehung wieder zu-
riicklegen, so wire das Ergebnis eine Kombination mit Wiederholung.

Sei A ={1,2,3}. Dann lauten alle

o 2-Permutationen ohne Wiederholung: (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,3), (3,2).
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o 2-Kombinationen ohne Wiederholung: {1,2}, {2,3}, {1,3}.
o 2-Permutationen mit Wiederholung: (1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,3), (3,2).
o 2-Kombinationen mit Wiederholung: (11), (12), (13), (22), (23), (33).
1.9.4. Satz.
n!

(n—k)
o Die Anzahl von Permutationen von n Elementen ist n!.

o Die Anzahl von k-Permutationen von n Elementen ist

n
o Die Anzahl von k-Kombinationen von n Elementen ist Bl

o Die Anzahl von k-Permutationen mit Wiederholung von n Elementen ist n*.
Aufgaben.

8. Fiir zwei Mengen X, Y bezeichnet man mit B(X,Y) die Menge der bijektiven Abbildungen von X
nach Y. Seien X, Y, Z drei gleichméchtige Mengen. Zeigen Sie, dass B(X,Y) und B(X, Z) gleichméchtig
sind.

(Tipp: Sei ¥ :Y — Z bijektiv. Dann ist B(X,Y) — B(X,Z), ¢ — y o ¢ bijektiv.)

Das zeigt, dass die Ausdriicke in Definition [1.9.3] wohldefiniert sind, d.h. sie hdngen von der Menge X
nicht ab.

9. Die Anzahl von k-Kombinationen mit Wiederholung von n Elementen ist (" +,I: .

Notiz zur Kardinalzahlen.

Satz.

(i) Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist hochstens abzdhlbar.
(i1) Jede unendliche Menge besitzt eine abzdhlbare Teilmenge.
(iii) A,B sind abzdhlbar = A x B ist abzdhlbar.
(iv) Ay, ist (hochstens) abzdahlbar fiir jedes k € N = UpenAy ist (hochstens) abzdhlbar.
(v) Seien A c B zwei Mengen, so dass A abzdhlbar ist und B~ A unendlich ist. Dann gilt B ~ B\ A.

Eine lustige Formulierung einiger Eigenschaften von abzéhlbaren Mengen findet man in dem Arti-
keE Hilberts Hotel.

Die Menge R hat mehr Elemente als Q. Wir haben also auch eine Hierarchie zwischen unendlichen
Mengen erhalten, die wir mathematisch so prézisieren konnen: Zu jeder Menge X assoziieren wir das
Symbol |X| (Kardinalzahl von X), so dass |X|=[Y| < X ~Y. Wenn X endlich ist und n Elemente hat,
so setzen wir wie zuvor |X| =n. Wenn X abzihlbar ist, so setzen wir | X| = Xg (R, gelesen aleph, ist der
erste Buchstabe des hebriischen Alphabets). Wenn X ~ R, so sagen wir, dass X die Machtigkeit des
Kontinuums hat, und setzen |X| = X.. Beispiel: R\ Q oder nichtentartete Intervalle I c R haben die
Méchtigkeit des Kontinuums.

Wir sagen, dass Y hochstens méchtiger als X ist und schreiben |X| < |Y], falls X gleichméachtig zu
einer Teilmenge von Y ist (wenn es also eine Injektion von X in Y gibt).

Wir sagen, dass Y michtiger als X ist und schreiben | X| < |Y|, falls X gleichmé&chtig zu einer echten
Teilmenge von Y, aber nicht gleichméchtig zu Y ist (wenn es also eine Injektion von X in Y, aber keine
Bijektion von X nach Y gibt). Beispiel: Fiir X endlich gilt |X| < Ro < R..

Gibt es Kardinahlzahlen zwischen Xy und X.? Die Cantorsche Kontinuumshypothese besagt, dass
No < | X| < R, impliziert: |[X| = X.. Godel (1938) und Cohen (1963) haben gezeigt, dass auf der Basis
der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik der Mengenlehre weder die Kontinuumshypothese noch ihr Gegenteil
beweisbar sind [4].

Konnen wir beliebig grofle Kardinalzahlen konstruieren? Wenn wir das Produkt X x X betrachten,
erhalten wir keine méchtigere Menge als X, falls X unendlich ist:

Satz. Sei X eine unendliche Menge. Dann gilt | X x X| =|X]|.

Die richtige Methode ist es, die Potenzmenge P(X) einer Menge X (siehe zu nehmen.
Satz (Cantor). Fiir jede Menge X gilt | X| < |P(X)|.

Der folgende Satz zeigt, dass < eine Ordnung fiir Kardinalzahlen ist:

thtp://de.wikipedia.org/wiki/Hilberts_Hotel
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Satz (Bernstein-Schroder). Sind R, und Ry zwei Kardinalzahlen, so gibt es nur drei Moglichkeiten:
Ry <Rp, Rg =Rp, Rp <Rg.

Als Anwendung des Satzes von Bernstein-Schrider zeigen wir:
Satz. |R| =|P(N)|.

Zunichst gilt R ~ I := (0,1) und P(N) ~ {0, 1}N := {f : N — {0,1}} (eine Teilmenge A c N definiert ein-
deutig eine Folge f € {0,1}"V, indem man f(n)=1firneNmitne€ A und f(n)=0firn eNmitn ¢ A
setzt). Wir definieren nun T : {0, 1}N — R durch

i f(n)

—Jn=1 2n '
T(f)— 00 f(n)

1+ ) > sonst.
n=1

falls f(n)=0 fiir unendlich vielen,

Da jede reelle Zahl aus (0,1) eine eindeutig bestimmte Dualbruchentwicklung der Gestalt >3 ; ;(fl)

besitzt, bei der f(n) = 0 fiir unendlich viele n ist, sieht man leicht, dass T': {0,1}N — R die Menge {0, 1}™
bijektiv auf eine Obermenge J c R von I abbildet. Daher ist {0, 1}N ~ JJ, also |P(N)| = [{0,1}N] = |J|. Nun
gilt I cJ cR, also |I| <|J| < |R| und |I| = |R|, und der Satz von Bernstein-Schroder ergibt |I| = |J| = |R|.
Wir erhalten also |[P(N)| = |J| = |R|.

Mehr zum Thema Kardinalzahlen findet man in [9].
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2. FOLGEN UND KONVERGENZ
2.1. Definition und Beispiele.

2.1.1. Definition.

() SeiA#@.SeiqeZ,Z(>q):={neZ:n=>q}.

Eine Abbildung f : Z(> q) — A heiflt Folge in A. Ist a, := f(n), so schreibt man f als (a,),>q . Ist
q = 1, so bezeichnet man (a,),>1 auch mit (a),en. Die Elemente a, heiflen Glieder der Folge. Der
Einfachheit halber betrachten wir in der Theorie nur Folgen mit Indexmenge N, in der Praxis treten
aber auch Folgen mit Indexmenge Z(Z> q) auf.

(i1) Eine Folge (a,)nen in R heiit konvergent, wenn es a € R gibt mit der Eigenschaft: Zu jedem £ > 0
gibt es ng = ng(e) €N, so dass fiir alle n € N mit n > ng gilt: |a, —al| < e. Man beachte, dass ng =ng(e)eN
im Allgemeinen von ¢ abhéngt.

Die Definition lautet formal:

(an)nen konvergent ;<= 3Jda € RVe>03ngVn >ng : lap, —al <e.

Eine Zahl a € R wie in der Definition heillit Grenzwert oder Limes der Folge. Wir schreiben ,lim,_...a, =
lima, =a“ oder ,a, — a fur n — co“ und sagen, dass (a,),en gegen a konvergiert.

(ii1) Konvergiert eine Folge gegen 0, so heifit sie Nullfolge.
(iv) Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Die blauen Punkte stellen den Graph {(n,a,):n € N} einer konvergenten Folge dar:

a+e

— — — — + — —e

— — —e

2.1.2. Definition. Seia €R, € > 0. Die Menge B.(a) = {x €eR:|x—a| <&} =(a—¢,a+¢) heillt e-Umgebung
von a. Jede Teilmenge U c R, zu der es ein £ > 0 mit B.(a) c U gibt, heilit Umgebung von a.

Umformulierung der Definition [2.1.1] der Konvergenz:

lim,_.a, =a <= Zujeder Umgebung U von a gibt es ng =no(U) €N,
so dass fiir alle n > ng gilt: a, € U.

Es ist zweckmiBig, die folgende Sprechweise zu benutzen: Wir sagen, dass fast alle Elemente einer
Menge eine Eigenschaft haben, wenn hiochstens endlich viele Elemente der Menge die betreffende Ei-
genschaft nicht haben.

Neue Umformulierung der Definition 2.1.7]der Konvergenz:

lim,_a, =a <= Fiir jede Umgebung U von a gilt
a, €U fir fast alle n e N.

Durch Negation erhalten wir auch:

(an)nen divergent <= Jedes a € R hat eine Umgebung U, so dass
a, ¢ U fur unendlich viele n € N.
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Beispiel: Die Folge 1,0,1,0,..., d.h.

1, nungerade
an =
0, ngerade

ist divergent. In der Tat, fiir jedes a € R wihle U = By9(a) = (a — %,a + %). Dann ist entweder 1 ¢ Bys(a)
oder 0 ¢ By/9(a), also a, ¢ Bys(a) fir n ungerade oder a, ¢ B1/o(a) fiir n gerade.

2.1.3. Satz. Es gilt

.1 L
(2.1) rLll_{I()loF =0, fiirjedesseQy,
(2.2) rLll_{I()lo Va=1, firjedesa>0,
(2.3) lim ¥Yn=1,
n—oo
(2.4) nlim a" =0, fiirjedes aeRmit|a| <1,
—00
S
(2.5) lim — =0, fiir jedes s € Q und jedes a € R mit |a| > 1.
n—oo g

Beweis: Wegen der Wichtigkeit des Konvergenzbegriffes geben wir den Beweis. Um die Konvergenz
von (a,) gegen a zu beweisen, muss man fiir beliebig vorgegebenes € > 0 ein ny = ng(e) angeben, so
dass |a, —al < ¢ fiir alle n > ng gilt. Im Prinzip muss man also die Ungleichung |a, —al| < € nach der
Unbekannten n € N auflésen und eine Menge {n € N: n > ng} von Losungen finden. Falls a,, eine einfache
Funktion von n ist, kann die Lésung der Ungleichung leicht sein. Falls nicht, muss man zunéchst eine
Abschitzung |a, —a| < b, finden, wobei b, eine einfache Form hat. Danach 16st man die Ungleichung
b, <e.

Wir gehen in zwei Etappen vor. Zunéchst kommt eine heuristische Phase (Laborphase), in der man
eine geeignete Vorausabschiatzung (Ansatz) fiir |a, —a| sucht und die Ungleichung |a, —al(< b,) <€
I6st. Diese Etappe erscheint normalerweise nicht in Schriftform, und wenn, dann nur in Biichern iber
das Lésen von Problemen (ein berithmtes Beispiel ist das Buch [18] von G. Polya). Man benutzt aber
die Ergebnisse der Laborphase, um anschlielend einen formalen Beweis niederzuschreiben.

Zu @.J). Laborphase: Wir losen |a,| = n—ls < ¢ fiir gegebenes € > 0. Es gilt

1 1 R 1
—<ee —<n ©—<n©n2{
ns € ells

gl/sJ +1.

Wir konnten es also mit einem ng > 51% versuchen. Und in der Tat, fiir n > ng gilt n® > n§ (weil s > 0),
1 1
also o5 < s <Ee.

Formaler Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Wihle ng € N mit ng > 51% (das ist moglich nach dem Satz
von Archimedes [I.5.1] oder Eudoxus[1.5.2). Dann gilt fiir alle n > ny:

i—O‘ 1 1

5 =— < —<e.
n

s
0

Nach der Definition folgt lim;, .o n—lé =0.

Zu @.2). Sei zunichst a > 1 (1. Fall).

Laborphase: Die Ungleichung | ¥/a — 1| < € lésst sich nicht direkt 16sen. Wir brauchen eine a-priori-
Abschitzung. Dazu betrachten wir x,, := ¥/a—1 > 0 und formen um: 1+x, = ¥a, (1+x,)" = a. Die Form
(1+x,)" lasst uns an die Bernoulli-Ungleichung oder die Binomialformel denken; nach Bernoulli gilt
(1+x,)* > 1+nx,; auerdem 1+ nx, > nx,. Zusammengefasst:

a=1+x,)" > 1+nx, >nx,.
Also ist die gewiinschte Abschitzung x, < ¢. Wir losen die Ungleichung % < ¢; die Losungsmenge ist
{neN:n>|2|+1}.
Formaler Beweis: Setze x, := ¥/a—1. Wegen a > 1 gilt x, > 0. Nach Bernoulli gilt a = (1 +x,)"* >
1+nx, >nxp, also x, < 7. Sei £ > 0 vorgegeben. Wihle n > ¢. Dann gilt fiir alle n > no:

Wa-1=2, <= < — <e.
n no
2. Fall: 0<a<1.
Laborphase: Wir versuchen, den 1. Fall zu benutzen. Ist 0 <a < 1, so ist % > 1. Nach dem 1. Fall gilt

(/E —1, also "%/E — 1 fiir n — oo. Kann man daraus schlieBen, dass /a — 1? Das ist der Fall nach einem
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der Konvergenzsitze, die wir bald beweisen: Gilt x,, — x # 0 fiir n — oo, so gibt es N € N mit x, # 0 fur
alle n > N, und die Folge (%),@ ~ konvergiert gegen %

Formaler Beweis: Ist 0 <a <1, so % > 1. Nach dem 1. Fall gilt "%/E = % — 1#0 fiir n — oco. Nach den
Konvergenzsitzen folgt /a — % =1,n—oo.

Zu @Z3). Laborphase: Wir setzen unsere erfolgreiche Strategie fort und betrachten x, := ¥/n—-1>0.
Dann ist n = (1 +x,)". Die Abschiatzung n = (1 +x,)" > 1+ nx, > nx, liefert nur x,, < 1 und hilft nicht
weiter. Wir brauchen also ein x2 auf der rechten Seite, um eine dhnliche Abschitzung wie in (2) zu
erhalten. Gliicklicherweise ist das méglich mit Hilfe der Binomialformel:

(1+a,)" =1+ (’;)xn + (g)xi - (Z)x;i >1+ (g)xi

Hier benutzt man, dass wegen x, > 0 alle Glieder (})x% > 0 sind. Also ist

nn—-1) ,
g m

n=1+x,)">1+

und daraus folgt x, < \/g . Das ist die gewiinschte Abschéitzung. Nun 16st man die Ungleichung \/g <e:

2 2 9 2 2
—<eo —<¢ @—2<n©n>{—2J+1.
n n € €

Formaler Beweis: Setze x,, := ¥/n—1. Esist {/n > 1 (sonst n = ({/n)" <1). Daraus folgt x, > 0. Weiter
wird die Binomialformel benutzt:

n= ) = L (o + () ot (el > 14 (e

n(n—l)x2

Hieraus erhalten wirn—1> 5 - und somit x% < %, d.h. x, <

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wahle ng > g% Dann gilt fiir alle n > no:

I{l/ﬁ—llzxn<\/g<\/n%<e.

1
Zu 2.4). Schreibe al =1+x, wobei x > 0. Es folgt nach Bernoulli:
a

1 n
W=(1+x) >1+nx>nx.

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihle ng > é Dann gilt fiir alle n > ny:
la™ - 0| =a"x, < 1 <—<e.
nx  nox

Zu 1. Fall: s > 0.

Laborphase: Hier sind zwei entgegengesetzt wirkende Krifte am Werk: n® wichst iiber alle Grenzen
(siehe (1); spiter formulieren wir dieses Sachverhiltnis als n® — co) und ain konvergiert gegen Null
(siehe (4)). Wer gewinnt die Oberhand?

Wie oben schreiben wir |z| =1+ x mit x > 0. Um den Einfluss von n® zu ddmpfen, miissen wir al,,
nach oben abschétzen durch eine Potenz n_lk mit & > s. Aquivalent dazu: Wir miissen a” = (1 +x)" nach
unten abschétzen durch eine Potenz n* mit £ > s. Wir legen ein k£ € N, k& > s fest, z.B. k = [s| + 1. Wir
versuchen es nochmals mit der Binomialformel, da die Binomialkoeffizienten Potenzen von n enthalten.
Es gilt (1+x)" > (})a* mit (}) = 22=L=tn=k+D WWenn n groB wird, dann wird auch n—% +1 sehr groB,
nédmlich n—k+1> 5 fiir alle n > 2k. Dannistn > §,n—1>g,...,n—k+1> 5, und durch Multiplizieren:

29
(1) > & (2)*. Also gilt fiir n > 2k:
nS S S nS

an

n n n® kRl 1
| =n T n < k < 1/n\kak TTE ks
a®  (1+x)" (D)« ar(&)kx x* n

Nun wissen wir nach (1), dass nkl,s — 0 gilt, und weil % eine Konstante ist, folgt Z—Z — 0. Bei der Wahl

< % Dann wird die Wahl von

von k£ konnen wir grofziigiger sein; wenn wir & > s+ 1 festlegen, wird
no(e) zu vorgegebenem ¢ einfacher.

Formaler Beweis: Schreibe |a| = 1+x, wobei x > 0. Wihle £ > s+1 fest. Aus der Binomialformel ergibt
sich leicht die Abschitzung

nk-s

jal" = (1+2)" > (R)aF =n(n-1)-...-(n =k + 1)yt
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Farn>2kgiltn-k+1>5,n-k+2>5,...,n-1>%,n> 7, also
k1, k
n _ n ny* L
lal™ = (1+x)" > (5)" 772"

Daraus folgt

n®  (2\kkl 2k Rl 2Rpl1
(BB Z B ZRL
la|? ok nk-s xk xk n

wobei in der letzten Ungleichung benutzt wurde, dass n*~* > n wegen k —s > 1 gilt.
Zu vorgegebenem ¢ >0 wihle ng > max{%ﬁk}. Dann gilt fiir alle n > ng:

— — <E.

ns | ns  2kp11  2kp1 1
= ——
la|™ 2k n T xk ng

an

2. Fall: s <0. Es gﬂt = n-s a"' Weil —s > 0 ist, gilt n™° >n% =1, also |1 =<1 AuBerdem ist al,,
eine Nullfolge nach (4). Daraus folgt, dass auch Z—n eine Nullfolge ist. O

2.1.4. Definition. Eine Folge (a,),en heiit beschrinkt, wenn es M > 0 gibt, mit |a,| < M fir alle
n € N. Eine reelle Folge (a,)nen heillt monoton wachsend (steigend) (bzw. fallend) wenn a, < an+1
(bzw. a, > a,+1) fir alle n e N gilt.

Eine reelle Folge (a,),en heillt streng monoton wachsend (steigend) (bzw. fallend) wenn a, <
an+1 (bzw. a, > a,+1) fur alle n € N gilt.

2.1.5. Satz (Monotonieprinzip). Sei (a,)nen eine Folge in R, A :={a, :n e N}.

(1) (an)nen monoton wachsend und (nach oben) beschrdinkt = a, — supA, n — oo.
(i1) (an)nen monoton fallend und (nach unten) beschrinkt = a, — infA, n — oo.

2.1.6. Beispiele.

(i) Sei (I,) eine Intervallschachtelung mit I, =[a,,b,] und NI,, = {x}. Dann sind (a,) und (b,) konver-
gent und a, — x, b, — x, n — co. In der Tat, wegen der Definition der Intervallschachtelung, ist (a,)
monoton steigend und (b,) monoton fallend. Im Satz[1.5.13] (Intervallschachtelungsprinzip) haben wir
gesehen, dass (a,) nach oben beschriankt ist (jedes b, ist eine obere Schranke) und x wurde als supf{a,}
definiert. Da auch x = inf{b,}, die Aussage folgt aus dem Monotonieprinzip. Aus Satz[1.5.14] erhalten

wir
1 n 1 n+1l
(2.6) 1+—) —e, 1+—) —e, n — oo
n n
ey s o1 1 1 1
(ii) Seia, = Z prie 1+— 1 +— T +.. + , fiir n € Np; (a,) ist monoton wachsend und beschrinkt, 2 <ap<
k=0T

3 fiir n > 2, also konvergent gegen eine Zahl in (2,3]. Der Grenzwert ist die Eulersche Zahl e =lima,.
(iii) Seia >0,k eN, £ > 2. Wihle x; > 0 mit x]f > a; definiere rekursiv fiir n e N :
xk—a (B-1Dxk+a

Xp+1:=Xp — = >0.
kak1 kak1

(x5,) ist monoton fallend, nach unten durch a beschriankt = (x,) konvergent.
2.1.7. Satz. Ist (ap)nen konvergent so ist (a,)nen beschrinkt.

Bemerkung:

(1) (an)nen unbeschriankt = (ap),en divergent. Z.B. a, = n ist divergent, ebenso

n, ngerade
ap = (-D)"n= &
—n, nungerade

(i) (ap)nen beschriankt 7= (a,),en konvergent. Z.B. ist die Folge 1,0,1,0,... beschrankt, aber di-
vergent.
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14.11.201:

2.2. Rechnen mit konvergenten Folgen.

2.2.1. Satz. Seien (ay), (by,) Folgen mit a,, — a, b,, — b fiir n — oo. Dann gilt
() ap+b, —a+b, la, — Aa fiir LeR
(i) a,b, — ab
(iii) b # 0= 3ng mit b, #0 fiir n > ng, und (Z_Z)n>n0 ist konvergent mit Z—: — ¢
@iv) lanl — lal
) (c,) beschrinkt, a, — 0= a,c, — O.

2.2.2. Satz (Vergleichsprinzip). Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a, — a, b,, — b fiir n — cc.
Es gelte a, < by, fiir fast alle n € N. Dann gilt a < b.

Bemerkung: Auch wenn a, < b, ist, so folgt im Allgemeinen nur a < b. Z.B. a, = —%, b, = % und
a, —0,b, —0.

2.2.3. Folgerung. Sei (a,) eine konvergente Folgen mit a, — a und a, € [b,c] fiir fast alle n € N. Dann
gilt a e[b,cl.

2.2.4. Satz (EinschlieBungsprinzip). Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a,, — a, b, — a fiir
n — oo. Sei (c,) eine weitere Folge, und es gelte a, < ¢, < by, fiir fast alle n e N. Dann ist (¢, ) konvergent,
und es gilt ¢, — a fiir n — oco.

2.3. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl und das Cauchy-Kriterium.

2.3.1. Definition. Sei (ay),en eine Folge in R.
(i) h € R heiit Hdufungswert (HW) von (a,), wenn fiir jedes € > 0 gilt: a, € B.(a) fiir unendlich viele
neN.

(ii) Ist (23 )ren, n1 <ng <ng <...<ny <... eine streng monoton wachsende Folge in N, so heif3t (a,, )zen
d.h. die Folge (a,,,01,,0n,,...) ist eine Teilfolge von (a,).

2.3.2. Beispiel. (i) Ist (a,) konvergent, so ist ¢ = lima, ein Haufungswert von (a,), und zwar der
einzige. (Beweis identisch zum Beweis von UbungZ5.1])
(ii) Die Folge

0,n gerade

an =

1,n ungerade

hat 0 und 1 als Haufungswerte.
(iii) %, i,é,...,%,... und 1,%,%,...,2%,... sind Teilfolgen von 1,%, %,...,%,... . Aber die Folge i, %,%,%,...,%,...

ist keine Teilfolge von (%)MN, weil die Reihenordnung geéindert ist.

T7 119011 2.3.3. Satz. heRist Hiufungswert von (a,) < es gibt eine Teilfolge von (a,), die gegen h konvergiert.

2.3.4. Satz (Satz von Bolzano-Weierstral3). Sei (an),en eine beschriankte Folge in R. Dann hat (a,)nen
einen Hdufungswert. Genauer: Sie hat einen groften Hiufungswert h* und einen kleinsten Hédufungs-
wert h. definiert durch
h*:=infsup{ag:k>n}, h.:=supinf{as:k>n}
neN neN

Diese sind dadurch charakterisiert, dass fiir alle € > 0 gilt:

o hy—€e<ap<h*+efir fast alle n €N, und

o ap <h.+eg, bzw. a, > h* —¢, fiir jeweils unendlich viele n € N.

Man nennt h* den oberen Limes oder Limes superior, h. den unteren Limes oder Limes inferior der
Folge (an)nen und schreibt dafiir

h* =limsupa, =lim,_.co0n, A+« =liminfa, =lim an.
n n—ooln , n—o0
n—oo n—0o

2.3.5. Folgerung. (a,) konvergent < (a,) ist beschriankt und liminfa, =limsupa,.

Gegebenenfalls ist lima, =liminfa, =limsupa,.

2.3.6. Definition. Eine Folge (a;)nen heilt Cauchy-Folge (CF), wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es
no =no(e) e Nmit |a,, —a,| <e¢ fir alle n,m > ng.
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2.3.7. Satz (Cauchy-Kriterium). Eine Folge in R konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge
ist.

2.3.8. Definition. (i) Wir definieren R = RU {—o0, +00}, wobei —oo ¢ R, +o0o ¢ R zwei (ideale) Elemente
sind. R heifit die erweiterte Zahlengerade. Wir erweitern die Ordnungsrelation in R auf R durch
—00 < x < oo fiir alle x € R.

(ii) Fiir A c R beliebig, definieren wir sup A € R als die kleinste obere Schranke von A in R und infA € R
als die groBte untere Schranke von A in R. Dann gilt

supA = oo < A ist nach oben unbeschrinkt

infA = —oo < A ist nach unten unbeschriankt

(ii1) Sei a € R. Setze
(a,00):={xeR:a<x<o0}, (a,00]:={xeR:a<x< o0}

und analog [a,00), [a,00], (—00,a), [-00,a), [-00,a] usw. Eine Menge U c R heiit Umgebung von oo in
R (bzw. —oo in R) falls es M € R gibt, so dass (M,oc0] c U (bzw. [-co, M) c U).

(iv) Eine Folge (an),en in R heilt divergent in R gegen oo (bzw. —oo) wenn jede Umgebung von co
(bzw. —oo) fast alle Folgenglieder a, enthilt, d.h. zu jedem M > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle
n > ng gilt: a, > M (bzw. a, < —M). Wir schreiben

lim a, =co oder a, — oo, n — 0o
n—oo

und analog fiir —oco. Die Folge heif3t in diesem Fall auch bestimmt divergent in R. Man nennt oo (bzw.
—o00) den uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen.

(v) Eine folge heiBt konvergent in R wenn sie konvergent in R ist oder divergent gegen co oder —oo ist
(bzw. —oc0) , geschrieben lim, .. a, € R. Konvergiert eine Folge nicht in @, so heilit sie divergent in R
oder unbestimmt divergent.

(vi) Eine Folge (a,) in R hat oo (bzw. —co) als Haufungswert in R, falls fiir alle M > 0 gilt: a,, € (M,00)
(bzw. @, € (—oo,—M)) fir unendlich viele n € N. Aquivalent dazu ist: (a,) besitzt eine Teilfolge, die gegen
oo (bzw. gegen —oo) divergiert. Dann schreiben wir limsupa, = oo (bzw. liminfa, = —00).

2.3.9. Beispiel. (i) Ist a, >0 und a, — 0, n — oo, so gilt a;l — 00, N — 0O.
(i) lim n®* =co fiirse Q. .
n—oo

(iii) lim a" =0 fiira>1.
n—oo
1

. . 1 1
(iv) lim (1+—+—+...+—) =00.
n—o0 2 3 n
(v) Fiir die Folge (a”) mit a < -1 gilt limsupa, = co (weil a®® — o), liminfa, = —co (weil a

—00), also ist (@") mit a < —1 ist unbestimmt divergent.

2n+1

Wir sehen, dass bei der Formulierung mit Hilfe des Umgebungsbegriffes die Definition 2.1.1] der
Konvergenz in R und die Definition 2:3.8] der Konvergenz in R iibereinstimmen. Das ist kein Zufall und
wird sich auch fiir die Konvergenz in C und C wiederholen (siehe §2.4).

Wir erldutern noch die Beziehungen zwischen den verschiedenen Mengen von Folgen. Seien F =
{Folgen in R}, Kﬁ = {Folgen in R konvergent in @}, XKr = {konvergente Folgen in R}, B = {beschrinkte Folgen in R},
M = {monotone Folgen in R}, € = {Cauchy-Folgen in R}. Dann gilt: Xpr = B, Kg c K5z, Kr = BnKg,
MCK@, BnMcKg, C=XKg.
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Beschrinkte Folgen

2.4. Folgen komplexer Zahlen. Wir erhalten die Definition der Konvergenz in C durch Ubertragung
der reellen Definition.

2.4.1. Definition.

(i) Eine Folge (a,)nen in C heilit konvergent, wenn es a € C gibt mit der Eigenschaft: Zu jedem £ > 0
gibt es ng = ng(e) €N, so dass fiir alle n € N mit n > ng gilt: la, —al <e.

Eine Zahl a € C wie in der Definition heif3t Grenzwert oder Limes der Folge. Wir schreiben ,lim, .o a, =
lima, =a“ oder ,a, — a fir n — co“ und sagen, dass (a,),en gegen a konvergiert.

(i1) Eine nicht konvergente Folge heif3t divergent.

Seia €C, € > 0. Die Menge B.(a) ={z € C:|z—al < €} heiit e-Umgebung von a. Jede Teilmenge U c C,
zu der es ein € > 0 mit B.(a) c U gibt, heiit Umgebung von a.
Umformulierung der Definition[2.4.1] der Konvergenz:
lim,_a, =a <= Zujeder Umgebung U von a gibt es ng =no(U) €N,
so dass fiir alle n > ng gilt: a, € U.

2.4.2. Beispiel. (i) Ist z€C, |z| <1, so gilt 2" — 0, n — oo.

() IstzeC, |z|<1l,sogilt 1+z+...+2" — , n— oo.

1-2z

Die Ungleichung |Rez|,|Imz| < |z| < |Rez| + |Imz| (LZ71ii)&(v)) liefert:

2.4.3. Satz. Sei (a,)nen Folge in C. Dann ist (ap)nen konvergent genau dann, wenn (Rea,)nen und
(Imap)nen konvergent sind. In diesem Fall gilt:

lim a, = lim Rea, +i lim Ima, .
n—oo n—oo n—oo

Die Definitionen von beschriankten Folgen, von Haufungswerten in C und Cauchy-Folgen iibertragen
sich wortlich aus der jeweiligen reellen Version (Definitionen 2.1.4] 2.3.1] [2.3.6).

2.4.4. Definition.

(i) h € C heillt Hdufungswert (HW) von (a,),en, wenn fir jedes € > 0 gilt a, € B.(a) fiir unendlich viele
neN.
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(i) Eine Menge A c C heilit beschrdnkt wenn es M > 0 gibt, mit |z| < M fiir alle z € A. Eine Folge
(an)nen heilit beschrdankt, wenn die Menge {a, : n € N} beschriankt ist, d. h. wenn es M > 0 gibt, mit
la,| < M fiir alle n € N.

2.4.5. Satz (Cauchy-Kriterium in C). Eine Folge in C konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist.

2.4.6. Satz (Bolzano-Weierstrall in C). Jede beschrinkte Folge in C besitzt einen Haufungswert.

2.4.7. Definition.

(i) Wir ergénzen C durch ein (ideales) Element oo ¢ C und setzten C = C U {oo}. Die Menge C heifit die
erweiterte Zahlenebene . Geometrisch handelt es sich um die Menge, die sich aus der Hinzunahme
eines Punktes in der Unendlichkeit zu der komplexen Ebene ergibt.

(ii) Eine Menge U c C heiBt Umgebung von oo in C , wenn es M > 0 gibt, so dass U > {|z| > M}.

(iii) Eine Folge (a,)nen in C konvergiert in C gegen oo : < Fiir jede Umgebung U von oo gilt a, € U
fiir fast alle n €N, < lim, . |a,| = oco.

Schreibweise: a,, — oo oder lim,,—o, @, = 0o in C.

2.4.8. Beispiel. (i) Ist z€C, |z| > 1, so gilt 2" — c0 € C, n — oo.

(i) Vorsicht: Falls a < —1, dann @ — oo € C, aber (a”) ist unbestimmt divergent in R (siehe Definition
[2:3.8(v) und Beispiel [2.3.9(4)). Wenn aber eine Folge (a,)nen in R gegen oo € R oder —co € R konvergiert,
dann konvergiert sie auch in C gegen oo € C. Wenn aber eine Folge (a,)nen in R gegen oo € R oder —co € R
divergiert, dann divergiert sie auch gegen oo € C.

Ein Modell fiir C ist die Sphére S2 = {(x,y,£) e R3 : 5% + y2 + 2 = 1}.

Sei 7 :82~.{(0,0,1)} — C die stereographische Projektion beziiglich des ,Nordpols“ (0,0,1): Die
Abbildung 7 ordnet dem Punkt (x,y,#) € S2 . {(0,0,1} den Schnittpunkt der Geraden durch (0,0,1) und
(x,y,t) mit der Ebene xOy = R2 = C zu; 7 ist bijektiv, und daher ist auch die Fortsetzung 7 : S2 - C von
7 durch 7(0,0,1) = oo bijektiv und erlaubt es uns, S% mit C zu identifizieren.

(2(P),0)

2.5. Ubungen.

2.5.1. Aufgabe. Sei (a), eine konvergente Folge. Zeige, dass lima, eindeutig bestimmt ist.

2.5.2. Aufgabe. Zeige:

G 1
N _1
© nl_.nélok;k(kﬂ) ’
nk
(i) lim — =0, £keNfest,
n—oo p!l

n

Gii) lim & =0, @3>0 fest,

n—oo p!
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1

(iv) r}i__nolox/ﬁ(\/n+1—\/ﬁ)= 5

2.5.3. Aufgabe. Die Folge (x,),en sei rekursiv definiert durch

x1=1 , Xn+1=V2+x, .

(a) Beweise, dass die Folge (x,)nen Streng monoton wachsend ist.
(b) Beweise, dass (x,)nen durch 2 nach oben beschrinkt ist.
(c) Beweise, dass (x,)nen konvergent ist, und bestimme ihren Grenzwert.

2.5.4. Aufgabe. Die Folge (x,),en sei rekursiv definiert durch
¥1=2 ,  Xpp1=14+Vx,.

(a) Beweise, dass die Folge (x,),en monoton wachsend ist.
(b) Beweise, dass 2 < x, < 4 fiir alle n € N gilt.
(c) Beweise, dass (x,)nen konvergent ist, und bestimme ihren Grenzwert.

2.5.5. Aufgabe. Sei (a,)nen die durch a; := 1, ap+1 = V1+a, rekursiv definierte Folge. Zeige, dass
(an)nen konvergiert und bestimme nli_r’nooan .

2.5.6. Aufgabe. Sei k € N und seien a > 0 und x; > 0 reelle Zahlen. Die Folge (x,),en Werde rekursiv
definiert durch

1
xn+1=E (k—1)x, + , neN.

a
xﬁ_l

Zeige, dass die Folge konvergent ist und berechne ihren Grenzwert.

1 1
2.5.7. Aufgabe. Sei x, =1+ T t...+—,ne N. Zeige:
! n!

1 ..
(1) x,= (1 + —)n und limx, =e. (Benutze Ubung[1.8.8])
n
(i) Fur m e Nmit 2<m <n gilt

(1+%)">1+l+i(1—1)+1(1—1)(1—3)+

11 2! n’/ 3! n n
1 1 -1
+—(1-2)- (1-=-)

(iii)) Folgere e = x,, fiir alle m € N und schliefle limx, =e.

1 1
2.5.8. Aufgabe. Sei x, =1+ T o=
! n!

(a) Zeige, dass fir m >n gilt 0 <x,, —x, < -
n!n

1
(b) Folgere 0<e—x, <—.
n'n
(c) Berechne e bis auf 107 genau.
(d) Zeige, dass e irrational ist. (Benutze (b) fiir einen Widerspruchsbeweis.)

2.5.9. Aufgabe. (a) Fir die Folge (x,)neny mit x, = % berechne supys, x, infy>, xz, limsup,,_ . xn,
liminf, o xp,.
(b) Sei (x5,),en eine beschidnkte Folge in R. Zeige:
(1) liminf, .. xp := sup,>1infr>, x; ist ein Haufungswert von (xp)nen und zwar der kleinste.
(ii) Die Folge (xp)nen ist konvergent genau dann wenn limsup,, o, %, = liminf, .. x,. Ist das der
Fall, so ist lim, oo xp =limsup,, ., %, =liminf, . x,.

2.5.10. Aufgabe. Berechne die Hiaufungswerte der Folgen (a,)nen, (b1 )nen definiert durch

an = ni 1 sin(%), b, = (1+ cos;nn))n'
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2.5.11. Aufgabe. Es seien (x,) und (y,) Folgen in R und
x4 :=liminfx,, x* :=limsupx,, y. :=liminfy,, y* :=limsupy,.
Man verifiziere folgende Aussagen:
(a) limsup(—x,) = —x« .
(b) limsup(x, + yn) < x* +y*, iminf(x, + vy,) > x« + v, falls (x.,y.) und (x*,y*) verschieden sind von
(00, —00) und (—o0,00).
(c) Aus x, > 0 und y, > 0 fiir n € N folgt

0 < x4 ¥y <liminf(x,y,) <x.y™ <limsup(x,y,) <x*y™*,

falls (x«,y+) € {(0,00),(00,0)}, (x«,y*) # (00,0), (x*,y*) # (0,00) gelten.
(d) Konvergiert (y,) in R gegen y, so folgen

liminf(x, + y,) =%« +y, limsup(x,+yn,)=x"+y,

und
limsup(x,y,) =yx*, y >0, liminf(x,y,)=yx., y<O.

(e) Aus x,, <y, fur n eN folgen liminfx, <liminfy, und limsupx, <limsupy,.

2.5.12. Aufgabe (Satz von Cesaro-Stolz). (a) Sei (x,) eine beliebige Folge und (y,) eine monoton stei-
gende Folge mit lim y, = oco. Zeige: Existiert lim Int1” %n in R, dann existiert lim In in R und
n—oo =0 Yn+l —Yn n—=00 yn
. Xn . Xn+l—Xp
lim — = lim ——-
n—=x0yy N7OYn+1—Yn
(b) Studiere mit Hilfe von (a) die Konvergenz der folgenden Folgen (z,):
n

a
(i) zp=—,a >0 fest.
n

17 4+2P +.. . +n?

S| , p €N fest.
n

(i) z,=

X1tx2+...t%xp, . . L= .
(iii) z, = ——————  wobei (x,)ren einen Grenzwert in R besitzt.
n

2.5.13. Aufgabe. (i) Sei (ap)ren eine Folge positiver Zahlen. Zeige

liminf 2241 <liminf ¥a, <limsup ¥a, <limsup Gn+l
an .
9 "(n+1)!
(ii) Zeige mit Hilfe von (i), daB (a) lim Vn!=oo, (b) lim o e, (c) lim “Ve+ DU 1.
T e Vnl n=eo Yl
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3. REIHEN

3.1. Definitionen und Beispiele.

3.1.1. Definition.

(i) Sei (@n)n >4 eine Folge in C. Dazu definiere (s, ), >4 durch s; = a4, sq+1 =ag +ag+1,...,5, = Z;‘:q a;
Das Folgenpaar ((a@n)n>q,(Sn)n>¢) heilt Reihe mit Gliedern a, und wird mit }_,>, a, bezeichnet. Die
Zahl s, heift n-te Partialsumme der Reihe.

(ii) X p>qan heillt konvergent, wenn (s,),>, konvergent ist. Gilt s, — s € C, so schreibt man s =
neq@n ; die Zahl s heifit die Summe der Reihe.

(iii) Eine nicht konvergente Reihe heifit divergent. Sind die a, reell, und gilt s,, — oo (bzw. —00), so
ist X.,,>4 an bestimmt divergent mit Z‘,’f’:q a, = oo (bzw. —00).

3.1.2. Beispiele.

(i) Die geometrische Reihe 1+z+2>+... = Ynx02" mit zeC. Flirz#1gilt s, =1+2 +224. 42" =
1-— n+1 1
%—z' Fiir |2] < 1ist lim,—.2"*! =0, also Yo" = 15
1 1 1
+—+—+...istk t, und ilt
(i) X1 —— nniD 12723733 . ist konvergent, und es gilt 9% ; T
1 1
(iii) ¥, >0 — ist konvergent und }>° ) — =e.
“" n! =Y n!
1 1 1
(iv) Die harmonische Reihe Zn>1 —=1+ 3 + 3 +... ist divergent; >°° ; — = c0.
n

(v) Die Reihe ¥, »o(-1)" =1-1+1~ 1 . ist unbestimmt divergent, da s, = 0 fiir n ungerade und s, = 1
fiir n gerade.

3.1.3. Satz (Rechenregeln). Seien } 07 ja, =a, 372 by = b in C. Dann gilt:
Q) X5 olan+bp)=a+b,
(i) X5 Re(an)=Rea, ¥} Im(a,) =Ima,
(iii) Y00 an =a.
Vorsicht: Aus der Konvergenz von ¥, >1an, >,>10n folgt nicht die Konvergenz von 3 ,>1 anb ! Bei-
spiel: Die Reihe Y, > ( \/1_) konvergiert nach Leibniz-Kriterium, aber },>1 ( \/1—)" (\/1—) Zn>1 - diver-
giert.

3.2. Konvergenzkriterien.

3.2.1. Satz (Cauchy-Kriterium). },>,a, ist konvergent genau dann, wenn es zu jedem € >0 ein ng =
no(e) € Z(> q) gibt, so dass fiir alle n,m e Nmit n>m > ng gilt: |am+1+am+2+...+an| <e.

3.2.2. Folgerung.

(i) Xr>o0an konvergent = lim,_.a, = 0. (Notwendiges Kriterium fiir Konvergenz)
(ii) Das Andern endlich vieler a, dndert nicht das Konvergenzverhalten von Y n>00n (wohl aber
ggf- die Summe).

3.2.3. Satz (Majorantenkriterium). Ist |a,| < by, fiir alle n > q und konvergiert 3., >, by, so konvergieren
auch ¥ p>qlanl und ¥, >4 an, und es gilt:

o0 o0 o0
Y an| <Y lanl < ) by
n=q n=q n=q

Die Reihe }_,, >, b, heilt Majorante fiir }.,, >, ax.
Beispiel: Sei a, <1 firalle neNp; z€C, z|<1> Zn>oz” ist Majorante von Y a,z" = Zn>0anz”

. _ 1
konvergiert und | Y77 ja,2" | < X0 |2]" = T -

3.2.4. Folgerung (Minorantenkriterium). Wenn a, < by, fiir alle n > q und Zflo:q a, = oo, dann Zj’f’:q b, =
Q.

3.2.5. Satz (Monotoniekriterium). Sei ., >, a, mit a, > 0 fiir alle n € N. Dann ist }.,>, an konvergent
genau dann, wenn die Folge (s,) beschrinkt ist.
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3.2.6. Beispiel. Seis€Q,s>1unda, = n—lé >0 fiir n > 1. Dann gilt s, < Aus dem Monotonie-

1
-3y
kriterium folgt, dass 3., >1 % konvergiert. Die Funktion

<1
3.1) Y = =)
n=17

heiflt die Riemannsche Zeta-Funktion.
Seise@, s <1 Aus n—ls > % und Z‘,’L"ZI% = oo folgt nach dem Minorantenkriterium 77 ; # = co. Die
Zeta-Funktion ist also auf (1,00) definiert.

Eine Reihe der Form Y ,,>o(-1)"a, oder Zn>0(—l)n+1an mit a, > 0 hei3t alternierend. Die Glieder

haben abwechselndes Vorzeichen.

3.2.7. Satz (Leibniz-Kriterium). Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist die Reihe
Yaxo(=1"a, =ao—ai+ag+... konvergent gegen s € R.

Restabschdtzung: |[s—s,| = IZZ":n+1(—l)kak| < ap+1 fiirallen > 0.

Zusatz: ([Sor+1,52: D >0 bildet eine Intervallschachtelung mit Np>olsor+1,52¢]1={s}, d.h. (s2£)r>0 bil-
det eine monoton fallende Folge, (sop+1)>0 bildet eine monoton wachsende Folge und beide konvergieren
gegen s; es gilt s1 <s3<...<s<...<s2 < sp.

(_1)n+1
n

3.2.8. Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe } > ist konvergent. Thre Summe ist

log2 (siehe (Z.5D).

3.3. Absolute Konvergenz.
3.3.1. Definition. Z;’L‘;q ay heifit absolut konvergent, falls Zfb‘;q la,| konvergiert.

3.3.2. Bemerkung.

@) Z‘r’f}q la,| ist konvergent genau dann, wenn (Zzzq lar|)n>q beschrénkt ist (Monotoniekriterium
3.2.5).
(i) Ist ZZ‘;(I lan| konvergent, so konvergiert nach Majorantenkriterium [3.2.3 auch ¥, >, a,, und
| nzganl 2 X052 lanl.
(iii) Aus der Konvergenz von }., >, a, folgt nicht die Konvergenz von } >, laxl|.

3.3.3. Satz (Wurzelkriterium).

(i) Ist I =limsup ¥|a,| <1, so konvergiert Y a, absolut.
(i1) Ist ¥lan| > 1 fiir unendlich viele n (das tritt auf z.B. wenn I > 1), so ist }_a,, divergent.

3.3.4. Satz (Quotientenkriterium). Es gelte a, # 0 fiir fast alle n € N.

(i) Istl=limsup agZI <1, so ist Y an absolut konvergent.

@) Ist ag—:l > 1, fiir fast alle n € N, so ist }_a, divergent.

3.3.5. Beispiel. (i) Die Reihe
n

(3.2)

n
nso 1!

heillit Exponentialreihe. Es gilt a, = fl—': -Firz#0ista, Z#0und ag—;l = %

die Exponentialreihe. Sie konvergiert offensichtlich auch fiir z = 0. Die Summe der Exponentialreihe

— 0, n — oo also konvergiert

wird Exponentialfunktion und wird bezeichnet durch

[e.0] zn
(3.3) exp:C—C, exp(z):= Z —-
n=0 n!
Es gilt
X1
(3.4) exp(0)=1, exp(l)=) — =e.
n=0 n!

wobei die zweite Gleichcheit aus Beispiel [3.1.2](iii) folgt. Fir x € R ist
n xn
exp(x) = I}Lngo}go o €R,
also definiert Einschrinkung der Exponentialfunktion exp auf R eine Funktion exp : R — R.
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(i) Xpxz1 nz", z€C; a, =nz", ¥Vla,| = ¥Ynlz[* = {¥/nlz| — |z|, n — co. Nach dem Wurzelkriterium folgt:

Fiir |z| <1 ist die Reihe absolut konvergent; fiir |z| > 1 ist die Reihe divergent (¥/n|z|* = ¥/nlz| > 1)
(i) Xp>1 %, zeC;a, = %, limlag—;ll =lim ‘i‘: . \z\" = |z|. Fur |z| < 1 ist die Reihe absolut konvergent
und fiir |z| > 1 divergent. Ist |z| = 1, so gilt: Fiir z =1 ist die Reihe divergent, fiir z # 1 konvergent.

(iv) Es reicht fiir absolute Konvergenz nicht, dass limsup V/|a,| = 1 oder limsup| ag—;ll =1 (oder V]a,l<1
oder a(’;—;l < 1 fur fast alle n € N) gilt. Die harmonische Reihe erfiillt all diese Bedingungen, ist aber
divergent.

3.3.6. Satz (Cauchy-Produkt). Seien Y ,>oar und Y.} >0 by absolut konvergent. Setze
n
Cp = Z akbn_k =agb,+a1by-1+...+anbo.
k=0

Dann ist 3., >0 ¢, konvergent, und
(e e} (e e} (e e}
Y en=( 2 ar)( L bs)-
3.3.7. Beispiele. (i) Sei |z| < 1. Dann gilt: (X732, k)2 = (1_%)2 . Aus[3.3.6lfolgt:

( i zk)2 = ( io: zk)(liz ) i (202" +...+2"20%) = go(n+ 1)z" = glkzk_l.

k=0 k=0

(ii) Seien z,w € C. Betrachte die Exponentialreihen } r>oar =Y 1>0 k]: und ¥ p>0bp = Zk>0 - Dann
gilt nach der Binomialformel

nk

n gk _1y¢ konk_ ZFw)"
§k— (n—h)! ng ‘(n STk fwn =

n!

Das Cauchy-Produkt },>qc, ist also wieder eine Exponentialreihe, ndmlich }.,>¢ (Z“") . Nach dem
Satz iiber Cauchy-Produkt[3.3.6] gilt

(3.5) exp(z + w) =exp(z)exp(w), z,weC ‘

Die Gleichung heillt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

Der Name zeigt, dass es um eine Gleichung handelt, deren Unbekannte eine Funktion ¢ : C — C ist,
die die folgende Gleichung erfiillt

(3.6) p(z+w)=p@)pw), z,weC

Wir kennen schon eine Funktion die fir z,w € Q erfullt, ndmlich die Exponentialfunktion Q@ 3 r —
a”, wobei a > 0. In der Tat, die Potenzgesetze lauten a?a” = a9*", siehe (I.7) und Aufgabe [1.8.12] Wir
zeigen nun, dass die Funktionalgleichung (3.6) durch die Festsezung ¢(1) = a eindeutig bestimmt ist.

3.3.8. Satz. Es gibt fiir a > 0 genau eine Losung ¢ : Q — R der Gleichung mit ¢(1) = a, namlich
pr)=a’, req.

Die Funktion exp: Q — R erfiillt die Gleichung und exp(1) = e. Nach dem Satz[3.3.8]gilt also
3.7 e" =exp(r), reqQ.

Die Gleichung (3.7) und die Tatsache, dass die Funktion exp die Funktionalgleichung fir alle
z,w € C erfiillt, eroffnet die Moglichkeit, die Ausdehnung der Potenz e fiir alle z € C durchzufiithren.

3.3.9. Definition. Die komplexen Potenzen e* mit z € C sind definiert durch
(3.8) e?:=exp(z), zeC.

Um Potenzen a® mit @ > 0, z € C zu definieren, miissen wir warten, bis das Logarithmus definiert
wird. Als Vorgeschmack lautet die Definition a? := ¢?1°2¢ (siehe Definition Z.3.5).
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3.4. Potenzreihen.

3.4.1. Definition. Sei R die Menge der Reihen mit komplexen Gliedern. Eine Potenzreihe ist eine
Abbildung P :C — R der Form P(z) = ¥, >0 a,2". Die Zahlen a, heiflen Koeffizienten der Reihe.

Gilt a, € R fiir alle n, so spricht man von einer reellen Potenzreihe P : R — R, P(x) = ¥, >0a,x".
Die Theorie der reellen Potenzreihen ergibt sich aus der Theorie der komplexen Potenzreihen durch
Einschrankung der Variablen z € C auf R.

3.4.2. Lemma (Abelsches Konvergenzlemma). Zur Potenzreihe }.,>¢anz" gebe es Zahlen s,M >0 mit
lanls™ < M fiir alle n € Ng. Dann ist P(2) =} ,>0a,2" absolut konvergent in der Kreisscheibe B;(0).

3.4.3. Folgerung. Konvergiert ¥ ,>0an2" in 2o # 0, so konvergiert sie absolut in B, (0).
3.4.4. Satz. Sei}.,>a,2" eine Potenzreihe. Sei
R :=sup{t€[0,00): (|a,|t") beschrinkt} € [0,00].

Dann gilt:
(i) Fiir alle z € Bg(0) ist die Reihe absolut konvergent.
(1) Fiir alle z € C\ BR(0) ist die Reihe divergent.

Dabei ist BR(0):={z€C:|z| < R}.

3.4.5. Definition. R heilit Konvergenzradius und Br(0) heilit Konvergenzkreis(scheibe) der Po-
tenzreihe. Wir verabreden, dass Br(0) :=C, falls R = co.

3.4.6. Satz. Sei R der Konvergenzradius von P(2) =Y ,>0a,2". Dann gilt:
()R = % mit L :=limsup V/|a,| € [0,00] (Cauchy-Hadamard)

n—o0

a a L=

2 R =1L mit g:= lim il e [0,00], falls (| ntl ) einen Grenzwert in R hat.
q n—ocol a, an

Dabei wird vereinbart: % 1= 00, 0—10 :=0.

3.4.7. Beispiel. (1) Die geometrische Reihe } ;> z*. Dann gilt a;, = 1 fiir alle & € Ny; |ag—;1| = % =1—
1. Der Konvergenzradius ist R = 1.
(2) Xp>1n" %", a € Q. Dann (/g = (%\/V—L)“ — 1% = 1. Der Konvergenzradius ist R = 1. Verhalten auf
dem Rand {z € C: |z| = 1} des Konvergenzkreiseses:
(D) Xp>02" divergiert, da (2") keine Nullfolge ist.

(ii) Xp>1n"%2" divergiert fiir a <1, da (fl—';) keine Nullfolge ist. (Fir a < 1 gilt ,%a >1.)

(iii) X, >1n"%2" ist absolut konvergent fiir a > 1, da IfL—ZI = n%, Y1 n—la konvergent ist.

(iv) Xpx1n %2 =Y ,>1n %2" fur a = 1; die Reihe divergiert fiir z = 1, sie konvergiert (aber nicht

absolut) fiir |z| =1,z # 1.

(3) Exponentialreihe: ¥, > Zn—’;, z€C. Esist || = (n’i—'l), = -1 — 0. Es folgt R =o0.
(4) Logarithmusreihe:
-1 n+1 2 3
(3.9) y &V a2
ns1 N 2 3

Dann gilt ¥l|a,|= ’\l/% — 1. Der Konvergenzradius ist R = 1.
(5) Fiir s € C, k € Ny definiere

k-1 —1)e(s—
s): 1 -7, also(f)):l, (s):s(s 1) (s—k+1) fiir b e N,

k| k! k k!
Die Binomialreihe zum Exponenten s ist definiert durch
S & S, 2
(3.10) B(z):= Z 2t =1+sz+|_|z°+...
rsol\k 1

* Falls s € No, so ist (;) = 0 fiir & >s, also X*_ (9)2/ = X5_ (5)2/ = (1 +2)° fiir alle k > s (die reihe bricht
ab). Die PR hat Konvergenzradius R = oo; ihre Summe betragt (1 +z)*.
—|s=n

o Falls s ¢ Np: (nfd)/(fJ LTS

| —1firn —ooalsoR=1.
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3.4.8. Definition und Satz. Die Cosinus-Reihe und Sinus-Reihe
Z (- 1)" Z (=" S2n+1
n30 (2n)‘ ’ n30 @2n+1)!

haben Konvergenzradius R = oo und definieren die Cosinus- und Sinus-Funktion

(3.11) cos:C—C,cosz= Z - 1)n sin:C—C,sinz = Ozo: _(_1)n 2n+1
. . ’ n=0 @nl” ' ’ = 2n+1)!

3.4.9. Satz (Eulersche Formel). Fiir alle z € C gilt
(3.12) cosz +isinz = e¥?

Die Cosinus-Funktion ist gerade d. h. cos(—z) = cos z und ie Sinus-Funktion ist ungerade d. h. sin(—z) =
—sinz. So gilt cosz—isinz = e . Durch Addition mit (3:I2) und Subtraktion aus (312) folgen weiteren
Eulerschen Formeln:

—iZ) —iz ) X

1, ‘ 1
cosz=§(e‘2+e , sinz=—(e*—e

21
3.5. Ubungen.
3.5.1. Aufgabe. Berechne
(- 1)k x 1 ® 4 ® k2+2k+5
()Z , Zﬁ, (C)Zs_k’ (d)z
k=2 k=1

Zeige
o0

11 3 1 1
(e),§14k2—1_§’ “’,Elukuka) "1

3.5.2. Aufgabe. Untersuche Z an auf Konvergenz und absolute Konvergenz, wobei a, definiert sei
n>1

1 (-1 4n?+2n-3 n" Vn+i-vn
(a)§+ n > B 3nt-nd3+7 © 4n.n! ) n

als:

3.5.3. Aufgabe. Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz:

@) —tot sttt

() l+a+ab+a’b+a?b?2+a’b%+... +a"b" +a" 0" +

3.5.4. Aufgabe. Seix € R, x> 0. Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte Folge (a,),>0 gibt mit:
(1) apeNp, a, €{0,1,2,...,9} fiir n e N;

(if) firalleneNgilt0<x— Y 22 < 1
ii) fiir alle n <x—) —<—.
& iz 10% 10"
Tipp: Wihle induktiv ag = lx], a1 = [10(x — ag)l, as = [10%(x — ag — ‘1’—5)], e, Qp = [10%(x —ag — 1—0

an—
),
oo

a
Zeige, dass x = Z ﬁ. Man schreibt dann x = ag,a1a2a3....

Diese Darstellung heif3t die Dezimalbruchentwicklung von x.

3.5.5. Aufgabe. Seien (f,) die Fibonacci-Folge, rekursiv definiert durch f1 = fo=1und f+1=fn + fn-1
firn=2und g = l(1 + V5) die Zahl des goldenen Schnittes. AuBerdem sei (x,) rekursiv definiert durch
x1=1lund x,41= 1+ fiir n = 1. Sei g wie oben.

(a) Zeige 1ndukt1v frn+1—fng€ =(—=1)"g™" und folgere fuey

n

—>g_

(b) Zeige induktiv x, = fui1

n

und folgere x,, — g.

(c) Zeige Y2, Tlm =1.
1

: . 1 _ )
Tipp zu (c): fefesr freafre2 ~

1.12.2
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3.5.6. Aufgabe. Sei z € C. Zeige: © |zF ¢
(i) Fur jedes € >0 gibt es N € N, so dass Z

peni1 k37
n (n) Zk
p=N+1\k ) 0

N . Nk
(i1) Fiir jedes N €N gilt ,EO(E _

£

Zudem gilt < 3

fiir jedes n > N.

n\z -
k)n—k)—»O fir n — oo.

z2\n
Folgere: (1 + —) —sexp(z) fiir n — oo.
n

3.5.7. Aufgabe. Zu jedem a € C sei eine Folge (a,) definiert durch
ap=1 und ap,=ala+1)-...-(a+n-1) fir neN.
Seien a,b,c € C\{0,-1,-2,...}. Die hypergeometrische Reihe zu a,b,c ist definiert durch F,; .(2) :=
arbr ab  ale+1)b(b+1) ,
— =1t —z+—— 2"+
£>0 klep c 2le(c+1)
(a) Berechne den Konvergenzradius von Fg 3 . .
(b) Driicke die folgenden Potenzreihen in der Form F,, p, .(+2) oder z-Fg 3, .(£2) aus: (i) Z 2k ,
k>0

(i) By(2)= Y (s)zk mitse C\Np
k>0 k

(i) L(z)= Y D" hia
S0 k+1 '

3.5.8. Aufgabe. (i) Sei a > 0. Zeige, dass es eine einzige Funktion ¢ : @ — R gibt mit ¢(1) = @ und
@(r+s)=@(r)-p(s) fur alle r,s € Q.
(i1) Fir z € C mit |z| < 1 und «a € R definiere die Binomialreihe (siehe )
(e o]
Bu(2)=Y (“)z" :
n=0\"

Zeige mit Hilfe des Cauchy—Produkts, dass Ba.p(z) = Ba(2)Bg(2) fiir alle a,f € R. Hinweis: Zeige zu-

néchst, dass fir a,f € R
* a B | _[a+P
L))

(ii1) Leite fur a € Q und x € R, |x| < 1, her:

(1+x)%= Z (z)xn .

n=0

3.5.9. Aufgabe. Sei (p;)jen die Folge der Primzahlen 2,3,5,7,11,..., und sei s € Q mit s > 1. Zeigen Sie:
(a) Mit am :=T15_; X5 p;* gilt agm < {(s) fitr alle £,m €N.
(b) Zu festem ¢ konvergiert a,,, fir m — oo gegen einen Wert a, < {(s), und fiir £ — oo konvergiert
a¢ gegen einen Wert a < {(s). (Tipp: Monotonieprinzip)
(¢) Zujedem € >0 gibt es £,m € N mit ay,, > {(s)—¢, und es folgt a = {(s). Es gilt also die Eulersche
Produktdarstellung der Riemannschen Zeta-Funktion:

1°—°[ [
{(s)= — = lim =
j:ll_ Js [—’oojzl]_—pjs

3.5.10. Aufgabe. Eine Potenzreihe },>a,z" hat Konvergenzradius R > 0 genau dann, wenn es g >0
mit |a,| < q" fir alle n € Ny gibt.

3.5.11. Aufgabe. Zeige die Additionstheoreme fiir alle z,w € C:

(a) cos(z+w)=coszcosw —sinzsinw, sin(z +w) =coszsinw + sinzcosw.
(Tipp: cosu +isinu = exp(iu); betrachten Sie u =z +w und u = —(z + w).)
p
(b) cos?z+sin?z=1, cos2z=2cos?z -1, cos?(%) = % , sin®(%) = l-cosz

2
(c) cosz+cosw =2cos 25 cos 252, sinz +sinw = 2sin 5% cos Z5¥ .
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3.5.12. Aufgabe. Die Cosinus hyperbolicus-Reihe und Sinus hyperbolicus-Reihe

1 z2n’ Z 1 22n+1
=, @n)! Sy @n+ 1)

haben Konvergenzradius R = co und definieren die Cosinus hyperbolicus- und Sinus hyperbolicus-
Funktion

coshz = i 22n sinhz = i ; 2n+1
=0 2n)! = @n+1)

Zeige fiir z € C, dass

coshz +sinhz = e?,

4 -2 4 -2
. ef—e ef +e
sinhz = , coshz= ,
2 2

cosh?z —sinh?z =1,
coshz =cos(iz), sinhz=-isin(iz).
Die Identitéit cosh?z —sinh?z = 1 erkldrt das Adjektiv ,hyperbolisch®, wenn man sich an die reelle

Hyperbelgleichung erinnert.
Zeige die Additionstheoreme fiir alle z,w € C:

cosh(z + w) = coshzcoshw + i sinhzsinhw, sinh(z +w)=sinhzcoshw + coshzsinhw.
Zeige die Zerlegungen in Real- und Imaginirteil der trigonomotrischen Funktionen:
cos(x +iy)=cosxcoshy—isinxsinhy, sin(x+iy)=sinxcoshy+icosxsinhy, x,ycR.

3.6. Notizen. Wir sammeln in diesen Abschnitt Kommentare iiber das Produkt von Reihen, Umord-
nungen und summierbaren Familien.
Notiz zum Produkt von Reihen. Vorsicht: Aus der Konvergenz von } ,>1an, 2, >1bn folgt nicht die

Konvergenz von ¥, >1 a,b,! Beispiel: Die Reihe 3 ,,>1 G0 konvergiert nach Leibniz-Kriterium, aber

vn
G |
né:l \/ﬁ \/ﬁ _ngln

divergiert.

3.6.1. Satz (Dirichlet-Kriterium). Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge, und die Folge der Partial-
summen von Y., >oby sei beschrinkt. Dann ist 3., >0anb, konvergent.

3.6.2. Folgerung (Abelsches Kriterium). Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge und ¥.,>0 b, sei kon-
vergent. Dann ist }.,>0anb, konvergent.

Fir b, = (—1)" folgt das Leibniz-Kriterium aus dem Dirichlet-Kriterium. Der Beweis des Dirichlet-
Kriteriums ist ganz analog zum Beweis des Leibniz-Kriteriums; dabei benutzt man die folgende Formel,
genannt Abelsche partielle Summation:

n n-1
(8.13) Y arbr =) (ap—ap+1)sk+ansn.
k=1 k=1

3.6.3. Aufgabe.

(i) Beweisen Sie die Abelsche partielle Summation (3.13).
(ii)) Beweisen Sie das Dirichlet-Kriterium.
(iii) Beweisen Sie das Abelsche Kriterium.

3.6.4. Lemma (Kroneckers Lemma). Seien (x,) und (y,) zwei Folgen reeller Zahlen, von denen die zweite
monoton wachsend ist, nur Zahlen y, > 0 enthdlt und gegen +oo divergiert. Dann gilt:

o X .1 &
Z — konvergent = lim — Z x;=0.
i=1Yi nTOYn i=1

Notiz zur Umordnungen. Sei ¢ : Z(> q) — Z(> q) bijektiv. Die Reihe }., >, a(») heiBt Umordnung
der Reihe }_,, >, a,. Nehmen wir an, dass }., >, a, konvergiert. Fragen: Konvergiert }.,>, ay»)? Gegen
welchen Wert?
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3.6.5. Satz (Umordnungssatz). Ist Y, >, an absolut konvergent, dann ist jede Umordnung ¥, >4 a;, ab-

solut konvergent und .52 a;, =Y.52 a, =:s.

3.6.6. Satz (Riemannscher Umordnungssatz). Ist },>,a, konvergent, aber nicht absolut konvergent,

und ist a € R vorgegeben, so gibt es eine Umordnung Ynzq@n, mit Y50 ay, =a.

n+1 n+1
Beispiel: Y ,>1 (_lr)L ~ st konvergent, aber nicht absolut konvergent. Wir setzen s = 377 ; % (ei-

gentlich ist s = log2). Wir kénnen so umordnen, dass die Umordnung Y, >1 @, Summe s/2 hat.

Notiz zur summierbaren Familien. Sei I eine abzihlbare Indexmenge und (a;);c; eine Familie von
komplexen Zahlen. Die Familie (a;);c; heilt summierbar, falls es eine bijektive Abbildung ¢ :N — I
gibt, so dass Y, >1 @(n) absolut konvergiert. Nach[3.6.5]ist dann Y, > 1 a () fiir jede Bijektion ¢ :N — T
absolut konvergent und 377, @yn) = X021 Qp(n) =: Liel Qi-

3.6.7. Satz (Grofler Umordnungssatz). Sei (a;); eine summierbare Familie und I = UyenI, eine Zerle-
gung von I. Dann sind auch (a;)ie1, summierbar, Y., >1Y c1, @; ist absolut konvergent, und

(e8]

dai=) ) ai.

iel n=1iel,

3.6.8. Bemerkung. (a;);c;j summierbar <& 3M >0 mit ) ;. |la;| < M fiir alle endlichen Teilmengen J c I
< JZerlegung I = Uy, > 11, mit (a;);es, summierbar und ¥, >13 ;¢7, la;| konvergent.

3.6.9. Satz (Doppelreihensatz). (1) Ist (a;,;); jene summierbar, so ist fiir jedes i € N die Reihe ¥ j>1aij
absolut konvergent, und es gilt
(o olaNe o]
(3.14) Y aij=) ) aij.
(i,/)eN? i=1j=1
(2) Ist fiir jedes i € N die Reihe } ;>1a;; absolut konvergent und ist }.;>1 Z;Z1 la;;| konvergent, so ist
(aij), jyenz summierbar und es gilt (3.14).

3.6.10. Aufgabe. Betrachte die Familie (a;;); jenz definiert durcha;; =1fallsi=j, a;; =-1fallsi=j+
1 und a;; = 0 sonst. Berechne z;?gl(z;';laij) und z;';l(zgglaij) und zeige, dass (a;;) nicht summierbar
ist.

3.6.11. Satz (Multiplikationssatz). Sind }.,>1a, und ¥.,>1b, absolut konvergent, so ist die Familie
(@ibj) jjenz summierbar und

(e e} (e e}
Y abi=(Ya)(X b))
(i,j)EN2 i=1 J=1
Beispiel: Seien z,w € C, |z|< 1, [w|<1= Y}>0 2k, Yi>0 w! absolut konvergent. Aus [3.6.11] folgt
kol (S k)N 1
Y ul=( L)) = gy

(k,l)a\% k=0 1=0
Der Multiplikationssatz gibt einen anderen Weg, der Satz iiber Cauchy-Produkt[3.3.6] zu beweisen.
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4. STETIGKEIT UND GRENZWERTE

4.1. Stetige Funktionen. Wir betrachten Funktionen f : D — C, wobei D c C beliebig ist. Wegen
R c C ist dabei auch D c R erlaubt. Die Funktion f : D — C heif}t reell, falls f(x) € R fiir alle x € D.

4.1.1. Definition (¢--Definition der Stetigkeit). Sei f:D — C, D c C und z¢ € D. Die Funktion f heifit
stetig im Punkt z, falls fiir alle € > 0 ein § = 6(e,z¢) > 0 existiert, so dass fiir alle z€ D mit |z —z¢| <

gilt: |f(z2) - f(z0)l < €.
Die Funktion f heiit stetig (auf D), falls f stetig in allen z € D ist.

flxo)te 1
[ ]
fxo)+e
f(x0)
f(x0)
flxo)—€
f(xo)—¢
@ [ r—> . 2 [ ) r—
/ x0—0 X0 x0+0 x0—0 X0 x0+0
Stetig: zu jedem € > 0, gibt es § > 0 mit Unstetig: es gibt ein € > 0, so dass fiir alle § >0
f ((xo — 8,20 — 8)) < (f(x0) — &, f(x0) — €) gilt f((xo — 8,20 —9)) & (f(x0) — &, f (x0) — )
Beispiele:

(1) Sei f : D — C eine konstante Abbildung, d.h. es gebe ¢ € C mit f(z) = ¢ fiir alle z € D. Dann ist f
stetig.
(2) f:D—C, f(z)=z.Dann ist f stetig.
1 ) x E @’ . . . . . . .
B)fF:R—R, flx)= f ist in keinem Punkt stetig; wir sagen: f ist unstetig.
0,xeRNQ.
Bemerkung: f|g: Q — R, x — 1 (konstant); also ist f|g stetig!
(4) Die Funktion

= x=2 =1
(41) f:R+—>R’ f(x): q’ q’ p,q ’
0, xeRNQ.

heit Dirichlet-Funktion; sie ist in allen x € R\ Q stetig und unstetig in allen x € Q. Der | Graph von f
sieht wie ein Popcorn aus.

lak
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Weitere Beispiele liefern die Lipschitz-stetige Funktionen. Eine Funktion f : D — C heillt Lipschitz-
stetig , wenn es L € R gibt, so dass fiir alle z,w € D gilt: |f(z) — f(w)| < L|z — w|. In diesem Fall heiflit L
eine Lipschitz-Konstante zu f.

4.1.2. Satz. Sei f :D — C Lipschitz-stetig. Dann ist f stetig.

Beispiele: (i) Eine lineare Funktion f : C — C f(z) = az+b ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
lal.

(ii) z — |z|, z— Z, z — Rez, z — Imz sind Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1 (z.B. ||z| — |w|| <
|z —w).

4.1.3. Satz. Sei f:D — C stetig in zg. Sei E c D mit zg € E. Dann ist auch f|g : E — C stetig in z.

4.1.4. Definition. Sei zg € D c C. Eine Teilmenge U < D heifit Umgebung von z( in D , wenn es ein
d >0 mit Bs(zg)NnD c U gibt.

Beispiele:

(1) D =R, Bs(zo)ND = (29— 5,29 + ).

(i) D =[a,b] <R, Bs(a)nD =[a,a+d)nla,bl.

(iii) Ist U € D eine Umgebung von zg und U c V c D, so ist V eine Umgebung von zy in D. Sind U,V
Umgebungen von zg in D, so ist U NV eine Umgebung von z¢ in D.

4.1.5. Satz. Sei f:D — C und zg € D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist stetig in zg (e-6-Definition der Stetigkeit).
(i1) Zu jeder Umgebung V von f(zg) in C gibt es eine Umgebung U von zg in D mit f{U)cV
(Umgebungs-Definition der Stetigkeit).
(ii1) Fiir jede Folge (z,,) in D mit z,, — z¢ gilt f(z,) — f(z¢) (Folgenkriterium fiir Stetigkeit).

4.1.6. Satz (Rechenregeln). Seien f,g:D — C stetig in zg € D. Dann gilt:
(i) f+g:D— Cund fg:D — C sind stetig in z.
(i1) Falls g(z0) #0, soist E ={z € D : g(z) # 0} eine Umgebung von zy in D, und f/g : E — C ist stetig
in 2.

4.1.7. Folgerung.

(i) Polynome C3z — apz" +an_12""1+... + a1z +ag € C sind stetig.
(ii)) Rationale Funktionen D 5z — % € C mit Polynomen P und @ sind stetig auf D ={z € C:

Q(z) #0}.

4.1.8. Satz (Kompositionsregel). Seien f:D — C, g: E — Cmit f(D)cE. Ist f in z9 € D stetig und g
in f(z¢) stetig, so ist gof :D — Cin zg stetig.

4.1.9. Folgerung. Ist f : D — C stetig, so sind |f, f,Ref,Imf : D — C stetig.

4.1.10. Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei f :[a,b] — C stetig und injektiv. Sei E = {f(x):x €
[a,b]} und sei g:E — [a,b], g:= L. Dann ist g stetig.

Beweis: Es gilt nach Definition der Umkehrfunktion y = f(x) < x = g(y) fur x € [a,b], y € E. Sei
yo € E und y, — yo, n — 0o, y, € E. Sei x, = g(y,) € [a,b], also f(x,) = y,. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstass [2.3.4] existiert L = limsupx, € [a,b] und eine Teilfolge x,, — L, k — co. Da f stetig in L ist,
gilt yn, = f(xp,) — f(L), k — co. Wegen y,, — yo, k — oo folgt, dass yo = f(L) und deshalb L = g(yo).
Analog zeigt man, dass fiir £ =liminfx, € [a,b] gilt ¢ = g(yo). Insgesamt liminfx, = limsupx, = g(yo)
und somit g(y,) — g(yo), n — oo. ]

Eine Version des Satzes nur fiir die Stetigkeit in einem Punkt findet man in Ubung 6.6

4.1.11. Definition. Sei I c R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heilit monoton steigend (bzw.
fallend) :< Fiir alle x,y € I mit x < y gilt f(x) < f(y) (bzw. f(x) > f(y)).

Eine Funktion f : I — R heil}t streng monoton steigend (bzw. fallend) .< Fiir alle x,y € I mit
x<ygilt f(x) < f(y) (bzw. f(x)> f(y)).

Bemerkung: Wenn f streng monoton ist, dann ist f injektiv.

Beispiel: Stetigkeit der Wurzelfunktion. Sei % € N. Seien 0 <a < b. Dann ist £ : [¥/a, V5] — [a,b] mit
f(x) := x* stetig monoton steigend. Wegen Satz ist g =f"1= ¥ :[a,b] — [¥a, VD] stetig; es
folgt, dass die durch h(x) := {/x definierte Funktion % :[0,00) — R stetig ist.
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4.2. Potenzreihen und Stetigkeit.

4.2.1. Definition. Eine Folge (f,,) von Funktionen f,, : D — C konvergiert punktweise, wenn fir je-
des z € D die Folge (f,,(2)) konvergiert. Ist dies der Fall, so heif3t die durch f(z) =lim,,_, f»(z) definierte
Funktion f : D — C die Grenzfunktion zu (f,). Eine Reihe }_,, > f» von Funktionen f, : D — C heif3it
punktweise konvergent, falls die Folge der Partialsummen (s,), wobei s, = fo+f1+...+ [, punktweise
konvergiert. Fiir D 32— 3.7 | f»(2) € C schreiben wir 3>.>° , f».

Beispiel: Seien [}, :[0,1] — R, f(x) =x™. Es gilt f,(1) =1 fiir alle n, also lim, ., (1) = 1. Fir x €[0,1)
gilt lim, oo frn(x) =lim, . x™ = 0. Also konvergiert (f,,),en punktweise gegen

0,x€[0,1),

1,x=1.

f:[0,1] — R, f(x)z{

Die Funktion f ist unstetig! Wir benétigen einen Konvergenzbegriff, der solche Phinomene ausschlief3t
und garantiert, dass die Grenzfunktion stetig ist, wenn die Folgenglieder stetig sind. Der richtige Be-
griff fiir Funktionenfolgen ist die gleichmdfige Konvergenz. Wir sind in diesem Paragraph hauptsich-
lich mit Reihen beschéftigt, wir werden also einen fiir Reihen bequemeren Begriff, die normale Konver-
genz einfithren. Die gleichméBige Konvergenz wird spéter diskutiert.

4.2.2. Definition. Fiir eine Funktion f : D — C wird die Supremumsnorm durch
Ifllp :=sup{lf(2)|:z €D} €[0,00].

eingefiihrt. Eine Funktion f : D — C heif}t beschrdnkt, falls | f||p < co. Aquivalent dazu: das Bildmen-
ge f(D) c C ist beschrinkt (siehe Definition[2.4.4) oder {|f(z)| : z € D} = [0,00) ist beschrankt. Andernfalls
heilit f unbeschrankt.

Die Menge B(D)={f :D — C:|flp < oo} aller beschrinkten Funktionen ist ein C-Vektrorraum; die
Abbildung f — | f|p ist eine Norm auf ZB(D), genauer, sie erfiillt folgenden Eigenschaften:

DIflp =205 1flp=0ef=0,

2) lieflip = lellflIp fir alle ceC,

3)Nf+glp <Iflp+lglp .

4.2.3. Definition. Eine Reihe },,>1 f, von Funktionen f,, : D — C heift normal] konvergent, falls
zn}l | »lp konvergiert.

4.2.4. Satz. Ist Y ,>1 fn normal konvergent, so ist }.,>1 fn punktweise konvergent,
In der Tat, fiir jedes z € D ist die Reihe ¥,>1llf»llp Majorante fiir ¥, >1 fr(2).

4.2.5. Satz. Sei P(2) =} ,>0anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Sei 0 <r < R. Dann
konvergiert Y ,>00,2" normal auf B,(0).

Bemerkung: Die Bedingung r < R ist wichtig!

4.2.6. Satz. Konvergiert Y ,,>1 fn normal gegen [ :D — C, und sind alle f,, : D — C stetig, so ist auch f
stetig.

4.2.7. Satz. Sei P(z)=Y,",anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist P : BR(0) — C
stetig. (Zur Erinnerung: Nach Vereinbarung ist Bg(0):=C, falls R = 00).

4.2.8. Folgerung. Die Funktionen exp,cos,sin : C — C (definiert in (3.4), (3.11)) und deren Einschrdn-
kungen exp,cos,sin : R — R sind stetig.

3Das Wort y,normal® betont die Prasenz der Norm | - |p in der Definition. Der Begriff der normalen Konvergenz
wurde 1908 von René Baire eingefiihrt. Er notiert: ,Un grand nombre des démonstrations soit dans la théorie des
séries, soit plus loin dans la théorie des produits infinis, sont considérablement simplifiées quant on met en avance
cette notion, beaucoup plus maniable que la propriété de convergence uniforme.“



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 43

4.3. Der Zwischenwertsatz. Der Zwischenwertsatz bildet die Grundlage vieler Existenzaussagen
der Analysis.

4.3.1. Satz (Zwischenwertsatz). Sei f :[a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem y zwischen f(a) und
f(b) ein c €[a,b]l mit f(c) =y.

Dabei bedeutet ,,y zwischen f(a) und f(b)“: Falls f(a) < f(b), soist f(a) <y < f(b), und falls £ (b) < f(a),
soist f(b) <y < fla).

f®) s

fla) ¢

Die Aussage des Zwischenwertsatzes ist falsch, wenn f nicht stetig oder nicht auf einem Intervall
definiert ist.

Als erste Anwendung, zeigen wir noch einmal die Existenz der k-ten Wurzel (dies wurde bereits in
Satz [1.5.8] direkt aus der Vollstindigkeit von R hergeleitet). Sei a € R, a > 0, und sei & € N. Betrachte
die stetige Funktion f :[0,00) = R, f(x) =x* —a. Es gilt f(0)=—-a<0und f(1+a)=(1+a)*>1+ka>0
(Bernoullische Ungleichung). Der Zwischenwertsatz besagt, dass es ein x € [0,1 + a] gibt, mit f(x) =0,
d.h., x* = a. Diese Losung ist eindeutig, da f streng monoton wachsend ist.

4.3.2. Folgerung. Sei I cR ein Intervall und sei f : I — R eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f(I)
auch ein Intervall.

Eine weitere Anwendung des Zwischenwertsatzes ist die folgende Aquivalenz der Injektivitiat und
Monotonie fiir stetige Funktionen.

4.3.3. Satz. Sei I c R ein Intervall und sei f :I — R stetig. Dann sind dquivalent:
(i) f ist injektiv,
(ii) f ist streng monoton.

In diesem Fall ist f~1: f(I) — I stetig und streng monoton.

Beweis: Wir nehmen an, dass f injektiv ist, aber weder streng monoton wachsend noch streng mono-
ton fallend. Wenn f nicht streng monoton fallend ist, gibt es x1,x2 € I mit x1 < x2 und f(x1) < f(x2).
Weil f injektiv ist, gilt dann auch rechts eine echte Ungleichung, also x; < x9 und f(x1) — f(x2) < 0.
Wenn f nicht streng monoton fallend ist, gibt es ebenso y1,y2 € I mit y; < y2 und f(y1)?f(y2) > 0. Be-
trachte die Funktion g :[0,1] — R mit g(¢) := f((1 —t)x1 + ty1) — f((1 — t)x2 + tyg). Diese Funktion ist
als Komposition stetiger Funktionen stetig auf dem Intervall [0, 1]. Weiter ist g(0) = f(x1) — f(x2) <O,
g(1) = f(y1) - f(y1) > 0. Also gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ € (0,1) mit g(¢) = 0, also mit
f((1=t)x1+ty1) = fF((1—t)ys +tys). Aber nach den Rechenregeln fiir Ungleichungen gilt (1 —#)xg +ty; <
(1—1t)xg2 +tys. Das ist ein Widerspruch zur Injektivitéit von f.

Zur Stetigkeit von f1: Sei yg € f(I) = J. Nehmen wir an, dass yo im Innneren des Intervalls J liegt,
d.h. es gibt ¢,d € J mit yg € (¢,d) cJ. Seien a,b € I mit f(a)=c, f(b) =d. Sei Iy das kompakte Intervall
mit Endpunkten a,b. Dann gilt f(I) =[c,d] und flz, : Io — [¢,d] is bijektiv und stetig. Der Satz[4.1.10]
besagt, dass die Umkerfunktion (f| 10)_1 =f ‘1|[c,d] ist stetig. Daraus folgt, dass /! stetig in yo ist, da
yo € (¢,d). Falls yo ein Endpunkt von o ist, argumentiert man analog. ]

Der Zwichenwersatz erlaubt eine vollsténdige Beschreibung der reellen Exponentialfunktion exp : R —
R (liefert ndmlich die Bildmenge) und dies fithrt wiederum zur Definition des Logarithmus. Diese
Definition des Logarithmus als Umkehrung des Exponentialfunktion findet sich erstmals in Eulers
Buch [8].
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4.3.4. Definition und Satz. (i) exp:R — R, ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

(ii) Sei log : R, — R die Umkehrfunktion dazu, gennant natiirlicher Logarithmus. Dann ist log streng
monoton wachsend, stetig und bijektiv.

(iii) log1 =0, log(xy) = log(x) + log(y) fiir alle x,y € R, .

y = exp(x)

y =log(x)

P

w
[\
—
—
[\
w
'

4.3.5. Definition. Fiir x >0 und z € C definieren wir
z-logx )

(4.2) x% :=exp(z-logx)=e

Die Funktion R, 3 x — x® € C (fiir festes z € C) heillit Potenzfunktion zum Exponenten z und die
Funktion C 3 z — x% € C (fiir festes x > 0) heilit Exponentialfunktion zur Basis x.

Fiir alle x > 0, q € Q stimmt die obige Definition von x? mit unserer fritheren Definition iiberein
(siehe Ubung .6.4). Als Komposition stetiger Funktionen sind sowohl die Potenzfunktionene als auch
die Exponentialfunktionen stetig.

Es gelten die Potenzgesetze (vgl. (1)

(4.3) (xy)? =x%y?, °W = 2%, (x%)F =«%%, fiir allex,y >0, z,weCund a €R

AuBerdem gilt fiir x> 1 und a < b gilt 2% < x?; fiir @ > 0 und x < y gilt x% < y®.

4.4. Satz vom Maximum und Minimum.

4.4.1. Definition. Sei f : D — R. Die Funktion f heillt nach oben beschrinkt (bzw. nach unten
beschrdnkt), wenn f(D) nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt) ist.

Fiir eine beliebige Funktion f : D — R setzen wir
supf :=supf(D)=sup{f(z):zeD}€eR, iIlefzz supf(D)=inf{f(2):z€ D} eR
D

Dann gilt:

f ist nach oben beschriankt < supf < oo
D

f ist nach unten beschrinkt < iBf f>-o0



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 45

4.4.2. Definition. Sei f : D — R. Wir sagen, dass f ihr Maximum (bzw. Minimum) annimmt, wenn
f (D) ein Maximum (bzw. Minimum) hat. Dann heif3en

mgxf :=max f(D)=max{f(z):z €D}, n})inf :=minf(D) =min{f(2):z € D}
Maximum (bzw. Minimum) von f. Es gilt

f nimmt ihr Maximum an < Jx1 €D VxeD: f(x) < f(x1) © Ix1€D: f(x1)=supf
D

f nimmt ihr Minimum an < 3xgeD Vxe D: f(x) > f(x2) © Jxa€D: f(x2) = igff
Ein Punkt x; € D (bzw. x2 € D) wie oben heilit Maximalstelle (bzw. Minimalstelle) von f.

4.4.3. Satz (Satz vom Maximum und Minimum (Weierstraf3)). Eine stetige Funktion f :[a,b] — R auf
einem nichtleeren kompakten Intervall ist beschrinkt und nimmt ihr Maximum und ithr Minimum an.

4.4.4. Bemerkung. Die Kompaktheit des Intervalls ist wesentlich! Zum Beispiel ist die Funktion f :
0,1] — R, f(x) = % stetig, aber unbeschriankt. Die Funktion g : (0,1) — R, g(x) = x ist beschrankt,
nimmt aber ihr Maximum und Minimum nicht an. Es gilt ndmlich supg(0,1) = 1, infg(0,1) = 0, aber
0 < g(x) < 1 fir alle x € (0,1). Daher besitzt g kein Maximum und kein Minimum.

4.4.5. Folgerung. Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f([a,b]) = [m,M], wobei m =
min[mb] f, M= max[a,b] f

4.5. Fortsetzung stetiger Funktionen und Grenzwerte.

4.5.1. Definition. Ein Punkt zg € C heifit Hiufungspunkt einer Menge D c C, wenn jede Umgebung
von zq (in C) unendlich viele Punkte von D enthélt. Analog heifit xo € R Haufungspunkt einer Menge
D c R, wenn jede Umgebung von x¢ (in R) unendlich viele Punkte von D enthilt. Der Punkt zg = co € C
(bzw. x¢ = +oo € R) heiBt uneigentlicher Hiufungspunkt von D.

4.5.2. Bemerkung. (i) Der Punkt z¢ kann Element von D sein oder auch nicht. Z.B. ist 0 ein HP von
[0,1] und von (0,1].

(i1) Ein HW einer Folge (x,),en ist nicht dasselbe wie ein HP der Menge {x, : n € N}. Sei z.B. z,, =1 fiir
alle n € N. Dann ist zg = 1 ein HW von (z,,),en, aber kein HP von {z,, : n € N} = {1}.

(ii1) oo (bzw. —o0) ist HP von D c R genau dann, wenn D nach oben (bzw. unten) unbeschrankt ist.

4.5.3. Lemma. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) z¢ ist HP von D.
(ii) Jede Umgebung von zg in C enthilt einen von zq verschiedenen Punkt aus D.
(iii) Es gibt eine Folge (z,)nen in D mit z,, — zg flir n — oo und z, # 2z fiir alle n e N\.

Beweis: (i)=(ii) klar.
(i1)=(ii) Wahle z, € B1/,(z9) N (D ~ {z¢}). Dann gilt z,, — z¢ fiir n — co und z, # z¢ fiir alle n € N.
(iii)=>(@) Sei (2,),>1 eine Folge in D \ {z¢} mit 2, — z¢. Sei € > 0 beliebig. Wéhle n; € N mit z,, €
B.(z0) \{z0}. Sei €1 := |z, —20| > 0. Wahle ng €N, ng > n1 mit z,, € B¢,(20) \ {zo}. Dann ist z,, # z,,.
Sei €9 := |z, — 20l > 0. Wahle z,, € B,,(20) \ {z0}. Dann gilt z,,,25, € B¢,(20), also zp, # Zns, Zny # Zns-
Durch Induktion konstruieren wir also eine Folge (z,,);>1 von paarweise verschiedenen Punkten in
B.(z0)nD.

4.5.4. Definition. Ein Punkt zg € D heifit isolierter Punkt von D, wenn es 6 > 0 mit Bs(z9) ND = {z¢}
gibt.
4.5.5. Bemerkung. (i) zg € D ist entweder isoliert oder HP von D.

(i1) Ist zg € D isoliert, so ist jede Funktion f : D — C stetig in zg.

4.5.6. Definition. (i) Sei D c C, z9 € C ein HP von D, a € C. Wir sagen, dass f : D — C in zo den
Grenzwert a hat, wenn es zu jeder Umgebung U von a eine Umgebung V von zg mit f(VN(D~{z¢})) cU
gibt. Schreibweise: lim,_.,, f(z) = a.

(ii) Sei D c R, xo € R ein HP von D, a € R. Wir sagen, dass f : D — R in xo den Grenzwert a hat, wenn
es zu jeder Umgebung U von a eine Umgebung V von xg mit f(V N(D \ {xo})) c U gibt. Schreibweise:
limy, .., f(x)=a.
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4.5.7. Bemerkung. (i) Die Existenz und die Gréfe des Grenzwertes einer Funktion f in einem Punkt z(
hat nichts damit zu tun, ob oder wie f in z¢ definiert ist. Wieso werden in der Definition nur Punkte z €
V, z # 2 betrachtet? Es gibt zwei mogliche Griinde: Zunichst kénnte zg € D sein (z. B. zg = 00); zweitens
kann es fiir zg € D passieren, dass die Funktion ,besser in V \ {z¢} ist als in V. Zum Beispiel ist die
Funktion f : R — R mit f(x) = xsin(1/x) fiir x # 0 und f(0) = 1 nicht stetig in x¢9 = 0, aber lim,_q f(x) = 0.
Es wire schade, diese schone Eigenschaft von f nicht zu erkennen...

Wir kénnen sagen, dass wir in der Definition der Stetigkeit das Verhalten einer Funktion in einer
Umgebung eines Punktes zo im Definitionsbereich mit dem Wert der Funktion f(z¢) vergleichen, wih-
rend wir uns in der Definition des Grenzwertes nur fiir das Verhalten einer Funktion in Punkten z # z¢
interessieren.

Wenn wir akzeptieren, dass nur Punkte z € V, z # zg betrachtet werden, dann ist es klar, dass die
Definition nur fiir Haufungspunkte Sinn macht. Wére zy in Definition ein isolierter Punkt, so
konnte man fir jedes a und jedes U eine Umgebung V mit V N (D \ {z¢}) = ¢ wihlen. Dann wiirde
f(Vn(D\{zo}) =@ cU und folglich lim, ., f(z) = a gelten. Weil aber a beliebig war, wire lim,_., f(2)
nicht wohldefiniert.

(i) @ =00 € C und a = +oo € R heiBen uneigentliche Grenzwerte.
Die Definition ist einheitlich fiir eigentliche und uneigentliche Grenzwerte, man muss nur die
jeweiligen Definitionen der Umgebungen beachten:

o Umgebung von a € R in R: Obermenge eines Intervalles (a —§,a + 6)

o Umgebung von a = co (bzw. —oo) in R: Obermenge eines Intervalles (M, +co) (bzw. (—oco, M))
o Umgebung von a € C in C: Obermenge einer Scheibe Bs(a) < C

o Umgebung von a = co in C: Obermenge des Aufleren {z € C: |z| > M} einer Scheibe in C

(iii) Ist 29 €D ein HP von D, so ist f : D — C stetig in 29 genau dann, wenn lim,_.,, f(2) = f(20).
(iv) SeizgeC~D ein HP von D, und seia € C. Sei F : D u{zo} — C definiert durch

a, zZz=20.

Dann gilt:

F ist stetigin zg © lim F(z)=F(z9) © lim f(z)=a.
zZ—20 2—20

In diesem Fall heif3it F die stetige Fortsetzung von f in zg.

-1
4.5.8. Beispiele. (1) Seien D :=C~ {0}, f:D —C, f(2)= M ;20 =01ist HP von D. Fiir z € D gilt
z
1,2 2k 1 2k z 22
=— ——-1]=- —=1+—+—+...=:P(2).
f2) z(kgok! ) ety @

P :C — C ist definiert auch fiir z = 0 und ist die Summe einer Potenzreihe mit Konvergenzradius oo,

{exp(z)—l’ 2 £0,
P(z)= z

1, z=0.

Aus Satz[4.2.7] folgt, dass P in 0 stetig ist und lim,_.oP(z) = P(0) = 1 gilt. Also ist P die stetige Fortset-
zung von f in 0. Wir erhalten

also

exp(z)—1
m _

(4.4) Iim———=1
z—0 4
Analog ergibt sich
sinz l-cosz 1
4. li =1 i ==
(4.5) zl—Ivr(l) z ’ zl—I>I(1) 22 2

(2) Seien D := R~ {0}, 20 =0, f : D — R, f(x) =xsinl. Dann gilt lim,_oxsinl = 0. Also ist F : R — R
mit

-1
xsin=, x#0,
F(x)= x 7
0, x=0

die stetige Fortsetzung von f in 0.
Analog gilt lim,_.qx™ sin% =0 fiir n € N, aber lim,_¢sin 1

; existiert nicht.
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(8) Sei n € N. Dann gilt:

—o00, n ungerade

lim z" =oco, limx"=o0co, lim x"= {
zZ—00 X—00 X——00

oo, n gerade

Sei namlich ¢ € R. Wihle d = max{c,1}. Fir |z| > d gilt dann |z"| > |z| > d > ¢. Also lim,_ 2" = oco.
Analog beweist man die anderen Aussagen.

(4) Fiir n e Ny gilt

X

(4.6) lim & =00

x—o0 xn
Dafiir benutzen wir die folgende Abschitzung fiir x > 0:
k n+1 x

X x x e x
=Y s —— also —>
¢ kgok! x0T )

. _ . e* x cin+1)!
Zu c € R wihle d = max{0,c(n + 1)!}. Fiir x > d folgt dann o > D C e

4.5.9. Satz (Folgenkriterium). Sei f : D — C, sei zg € Cein HPvon D, und sei a € C. Es giltlim,_.., f(z) =
a genau dann, wenn fiir alle gegen z( konvergenten Folgen (z,)nen in D~ {z¢} gilt: lim,_ f(z,) = a. Ana-
log fiir D c R, zg eR aclR

Mit dem Folgenkriterium sieht man leicht, dass lim,_.q sin% nicht existiert:

f(yn):1

1

x+— f(x)=siny

— I~

f(xn):()

Wir betrachten die Nullfolgen (x,), x, = I/nm und (y,), ¥, = 1/@2nnx +n/2). Dann gilt f(x,) — 0, f(y,) — 1
fiir n — co. Wenn lim,_.,, f(2) = a existierte, dann miisste ¢ = 0 und a = 1 sein, ein Widerspruch.

4.5.10. Folgerung (Rechenregeln fiir Grenzwerte). (i) Seien f,g:D — C, und sei zg ein HP von D. Es
gelte

lim f(z)=a€C, lim g(z)=beC.
z2—20 Z2—20
Dann gilt:
lim (f +g)(2) =a+b, lim (f-g)z) = ab, lim Lz)= &
z—2z0 z—20 z—z0 g b

(letzteres falls g(z) # 0 in einer Umgebung von z), sofern die Ausdriicke auf der rechten Seiten definiert
sind. Definiert sind hierbei

a
oco+a=00,— =0 fiiracC,
0o

oo'azoo,%zoo fiir a € C . {0},
0000 = 00.

Nicht definierte (unbestimmte) Ausdriicke: oo-0 und daraus abgeleitete Ausdriicke wie %, o2 usw.

(ii) Analog fiir ,g : D — Rund a,b € R. Die definierten Ausdriicke sind in diesem Fall
oo+a=oo,—oo+a=—oo,1=L=O fiir a e R,
0o -0
oco-a=00 flira>0,00-a=-00 fiira<D0,

00+ 00 =00"00 =00,

— 00+ (—00) =(—00)-00 = —00.
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Auferdem sind Ausdriicke definiert, welche aus den obigen durch Anwendung der Vorzeichenregeln oder

des Kommutativgesetzes hervorgehen, zum Beispiel (—oo)(—00) = 0o, 0o —(—00) = co. Nicht definierte Aus-

0 o
0’ oo’

(iii) (Vergleichsprinzip) Seien f,g:D — R, zg ein HP von D, lim,_.,,f(z)=a€ R, lim,_.,,g(z)=b € R
und f(z) < g(2) fiir alle z € D mit z # zg. Dann gilt a < b.

(iv) (Substitutionsregel — erste Variante) Seien f :D — C, g: E — C mit f(D)cE, zo € C ein HP von D.
Falls lim,_.,, f(z) = wo € E und g stetig in wo ist, so gilt lim,_.,,(g o f)(z) = gwo).

driicke: co— oo, 0-0o und daraus abgeleitete Ausdriicke wie 0-(—o0) usw.

(v) (Substitutionsregel — zweite Variante). Seien f,g,z9 wie in (iv). Sei wy € C ein HP von E. Falls
f(2) #wo fiir z # zo, lim,_.,, f(2) = wo, limy,—,,, gw) =a €C, soist lim,_,,(gof)(z)=a.

(v) (Grenzwerte der Umkehrfunktion). Seien I,J Intervalle und f : I — J streng monoton und stetig.
Sei xo € R ein HP von I und yo € R ein HP von J. Dann gilt lim,_.., f(x) = yo genau dann, wenn
limy_.,, f_l(y) = xo.

4.5.11. Bemerkung. (1)[4.5.10(iii) und (v) gelten auch dann, wenn die jeweiligen Voraussetzungen nur
fiir ze D NU, z # z¢ erfiillt sind, wobei U eine Umgebung von zg in C ist.

(2) Die Substitutionsregel lédsst sich durch das folgende Schema beschreiben:

=f(z)
f(z2) — wy fiir z — 29 und g(w) — a fir w — wy w=f>z g(f(2)) — a fur z — 2.

(3) Zur Grenzwerten der Umkehrfunktion (v): Wenn xg € I, so ist yg = f(xo) und die Aussage folgt aus
der Stetigkeit der Umkehrfunktion (Satz oder Satz[4.3.3).

4.5.12. Beispiel. (1) Wir wollen lim,_._.,e* berechnen. Wir schreiben e* = e~ = (g o f)(x), wobei g :
Ry — Ry, g(y)=e™7, f :(~00,00) — Ry, f(x) = —x. Dann ist lim,_.o, g(y) = 0, weil lim,_.., e’ = oo (nach
(#6)) und lim,_._ f(x) = co. Folgerung A.5.10(v) mit z9 = —oo, a = co impliziert lim,_._o.(go f)(x) = 0.
Also
(4.7) lim e*=0.

X——00
Die Rechnung auf einem Schlag:

. . 1 y=—x_. 1
lim e*= lim — =" lim — =0.
x——00 x——00 g% y—oo ey

(2) Wir wollen lim,_.g log(xﬂ berechnen. Fiir die Substitution y = f(x) =log(x+1), wobei f : (—1,00) — R,

gilt limy—g £(x) = £(0) = 0, also y — 0 wenn x — 0. Ferner gilt x = e¥ — 1, also 281 _ 7 = &8(y), wobei

X

g :R\{0} — R und limy_.o g(y) = 1 nach (£.4). Ferner ist f(x) =log(1+x) # 0 fiir x # 0. Also ergibt sich

log(1+x) y=log(x+1) .. Yy
= = = lim

lim =1.
x—0 x y—0eY—1
(3) Durch Substitution y =logx (also x = e”) ergibt sich
1
lim —2% = 1im < =0.
x—00 X y—oo ¥
.. .1, logx
(4) Fiir x — oo gilt == — 0, also
x* = explogx* = exp(lo%) — exp(0)=1.

Daraus ergibt sich wieder der am Anfang mit Miihe gewonnene Grenzwert aus Satz[2Z.1.3} lim, ., ¥/n =
1.

4.5.13. Bemerkung. (Folgen-Grenzwerte und Funktionen-Grenzwerte) Man kann die Rechnung der
Funktionen-Grenzwerte nutzen, um Folgen-Grenzwerte zu berechnen, wie in letztem Beispiel. Sei f :
[k,00) — C, k €N, so dass limy_.o, f(x) = ¢. Dann gilt auch lim,,_.., f(n) = ¢ (Folgenkriterium [4.5.9). Die
Umkehrung ist falsch, z. B. gilt lim, o, sin(nz) = 0, aber lim,_. o, sin(7x) existiert nicht.

4.5.14. Bemerkung. (unbestimmte Ausdriicke) Die Rechenregeln geben nur dann Auskunft, wenn die

Ausdriicke auf der rechten Seite bestimmt sind. Wie behandelt man unbestimmte Ausdriicke wie %, %,

00— 00, 0-00 usw.? Dazu ein paar Vorschlége:
Zuriickfithren auf bekannte Grenzwerte durch Umformungen (z.B. Kiirzen oder Erweitern von

Briichen) oder Substitutionen. Exponentialausdriicke behandelt man mittels der Definition
f&:= e8logf
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Ist der unbestimmte Ausdruck von der Form f/g, und sind die auftretenden Funktionen durch
Potenzreihen definiert, so schreibt man einige Potenzen der Reihe auf und behandelt den Quo-
tienten f/g als eine rationale Funktion (siehe Beispiel 4.5.8](1)).

Die Regel von ’'Hospital anwenden.

Die ersten zwei Methoden spenden mehr Einsicht; es empfiehlt deshalb, sie vorzuziehen.

4.5.15. Definition (Einseitige Grenzwerte). Sei D c R, xp € R.

(i) xo heiBit rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) HP von D, wenn x¢ HP von (x¢,00)ND (bzw. (—o0,x¢)N
D) ist.

(ii) Seixg rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) HP von D. Die Funktion f : D — R hat in x( den rechts-
seitigen (bzw. linksseitigen) Grenzwert « € R, wenn f| Dn(xo,+00) (DZW. fl(—o0,x)nD) den Grenzwert
a € R hat.

Notation:
flxo+):= xh\rfclo f(x):= im f1pagg,+e0) =@,
flxo=):= xh/r;lo f):= lim fl—coxonp =a.

4.5.16. Beispiel.
(1) Die Heaviside-Funktion ist definiert durch

1,x>0,

(4.8) f:R—R, f(x)z{
0,x<0.

Dann f(0-)=0, f(0+)=1.

(2) f:RN{0} — R, f(x)=sin % Die Grenzwerte f(0-), f(0+) existieren nicht.

4.5.17. Satz.

(1) Sei f:D — R, D cR, und sei xy ein links- und rechtsseitiger HP von D. Der Grenzwert
lim, .., f(x) existiert genau dann, wenn die Grenzwerte f(xo—) und f(xo+) beide existieren und
iibereinstimmen. In diesem Fall gilt lim,_. ., f(x) = f(x0—) = f(x0+).

(i1) Sei zusdtzlich xo € D. Die Funktion f ist stetig in xo genau dann, wenn die Grenzwerte f(xo—),
f(xo+) in R existieren und f(xg) = f(xo—) = f(xo+) gilt.

4.5.18. Definition. Seien f, xo wie in[4.5.17] Der Punkt xo heiBt Unstetigkeitsstelle erster Art, wenn
f(xo-), f(xo+) e Rund f(xg—) # f(xo+) oder f(xo—) = f(xg+) # f(x0). Der Punkt x¢ heiit Unstetigkeits-
stelle zweiter Art, falls xo eine Unstetigkeitsstelle ist, die nicht von erster Art ist.

4.6. Ubungen.

4.6.1. Aufgabe. Zeige mit Hilfe der e-0—Definition 4.1.1 der Stetigkeit die folgenden Behauptungen:

(a) Die Funktion f:C — C, f(z) = 23 ist stetig.

Rez = > 20
(b) Die Funktion f:C—C, f(2)= { lz1 2 0 ist nicht stetig in zg = 0.
) z2=

(Rez)®
(c) Die Funktion f:C—C, f(z)= { I2]

, z=0

>

ist stetig in z9 = 0.

4.6.2. Aufgabe. Finde die Stetigkeits- und Unstetigskeitsstellen folgender Funktionen:
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, x? ,x€Q
(@) f:R—R, mit f(x)=
0 ,xeR\Q
cosx—1
. ,x#0
(b) g:R— R, mit g(x)= x
0 ,x=0

(© ¢:R—R, mit p(x)=lx+3]

(d) v:R—-R, mit y(x)=|p()-x|.

4.6.3. Aufgabe.

(a) Zeigen Sie exp(z) # 0 fiir alle z € C, exp(x) > O fiir alle x € R, exp(x) > 1 fiir alle x € R, und
exp(x) < exp(y) fir alle x,y € R mit x < y. (Tipp: exp(z + w) = exp(z) exp(w).)

(b) Zeigen Sie |exp(u)—1—-u| < lu|? fiir alle u € C mit |u| <1 und folgern Sie:
lexp(w) — exp(z) — (w — z) exp(z)| < |w — 2|2 - | exp(2)| fiir alle z,w € C mit |w —z| < 1.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von (b), dass exp:C — C stetig ist.

4.6.4. Aufgabe. Fiir x > 0 und z € C definieren wir x* := exp(z -logx) (Definition [4.3.5). Als Komposition
stetiger Funktionen sind sowohl R, 3 x — x% € C (fiir festes z € C) als auch C 3 z — x® € C (fiir festes x > 0)
stetig. Zeigen Sie:
(a) Fur alle x >0, g € Q stimmt die obige Definition von x? mit unserer fritheren Definition
uberein.
(b) Fiir alle x,y >0, z,w € C und a € R gilt: (xy)* =x%y?, x*™% = x*x%, (x*)? = x%*; fiir x > 1 und
a <b gilt x® < x?; fiir a > 0 und x < y gilt x® < y°.

4.6.5. Aufgabe. Berechne die folgenden Grenzwerte:
() limlogx, limlogx, Lm(1+x), lim(1+2).
x—0 x—00 x—0 y—o0 y

(i) Seia>0.

limae*, lim o, limx®,
X—00 X——00 x—0
logx

lim x*, limx®logx, lim
x—00 x—0 x—0 x@

(i) lim P(z), wobei P:C—C, P(z)=a,z"+...+ag, a, #0.
zZ—00

4.6.6. Aufgabe. Sei [ :[a,b] — R streng monoton (steigend oder fallend). Sei E = {f (x) : x € [a,b]}. Dann
ist f :[a,b] — E bijektiv, und wir konnen g: E — [a,b], g := f~! definieren. Zeigen Sie: Falls f stetig
in xg ist, dann ist g stetig in yg = f(xo).

4.6.7. Aufgabe. Eine Menge Q2 c C heil}t offen, wenn es fiir jedes z € Q ein € > 0 mit B.(z) c Q gibt. Eine
Menge A c C heiit abgeschlossen, wenn ihr Komplement CA := C\ A offen ist. Zeigen Sie:

(a) Die Vereinigung Ujcp Q4 einer beliebigen Familie (Q)))ea offener Mengen Q2 < C ist offen, und
der Durchschnitt einer endlichen Familie offener Mengen ist offen. Was gilt fiir abgeschlossene
Mengen?

(b) Eine Menge A c C ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge, deren Glie-
der samtlich in A liegen, auch deren Grenzwert in A liegt.

4.6.8. Aufgabe. Sei D c C, und sei D die Vereinigung von D und der Menge aller Haufungspunkte
von D. Beweisen Sie, dass D die kleinste abgeschlossene Menge ist, die D umfasst.

(Zu zeigen ist: D ist abgeschlossen, und jede abgeschlossene Menge A < C, die D umfasst, umfasst
auch D.)

4.6.9. Aufgabe (lokaler Charakter der Stetigkeit).

(a) Sei D cC. Eine Funktion f : D — C ist stetig genau dann, wenn jeder Punkt z € D eine Umge-
bung U, von z in D besitzt, so dass |y, stetig ist.

(b) Seien Dj,...,D,, cCund seien fj : Dy — C (1 < k < m) stetige Funktionen mit der Eigenschaft
fi(x) = fj(x) fur alle x € D; N D;. Man kann also f : U;", D} — C durch f(x) := fp(x) fir x € Dy,
definieren. Wenn Dy, ...,D,, offene Mengen sind, so ist f stetig.

(¢) Man kann in (b) die Voraussetzung iiber die Offenheit der Mengen D}, nicht fortlassen.



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 51

4.6.10. Aufgabe. Mit dieselben Notationen zeigen Sie: Wenn D1, ...,D,, absgeschlossene Mengen sind,
so ist f stetig. Kann man die Voraussetzung iiber die Abgeschlossenheit der Mengen D}, fortlassen?

4.6.11. Aufgabe. Zeige die folgende Aussage: Sind f,g :[a,b] — R beide stetig auf [a,b] und gilt f(x) =
g(x) fir alle x € Qnla, b] so gilt auch f(x) = g(x) fir alle x € [a, b].

4.6.12. Aufgabe (zur Definition der Exponentialfunktion). Benutze Satz[3.3.8 und Ubung [£6.11]
um zu zeigen: Es gibt fiir a > 0 genau eine stetige Losung ¢ : R — R der Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion

pz+w)=9p@)pw), z,weC
mit ¢(1) = a, ndmlich ¢(r) =a", r eR.
4.6.13. Aufgabe. Sei a € R. Wir wissen, dass die Binomialreihe fiir alle x € R mit |x| < 1 konver-
gent ist. Setze fiir x €e R mit |x| < 1

X ala—1) ala—1)a-2)
Ba(x)=r§1(n)x”=1+ax+ 70 X2+ 3 P
(i) Seim >0und a €[-m,m]. Zeige, dass |(})| < ("H,f_l) und die Reihe Y. (m+,f_1)|x|k konvergent

ist.

(ii) Zeige, dass die Funktionenreihe Y 150 f%, fr :[-m,m] = R, fr(a) = (Z)xk, normal konvergent
ist. Leite her, dass die Funktion [-m,m] 3 a — B,(x) stetig ist.

(iii) Beweise die Binomialentwicklung von Newton:

k=0
Hinweis: Benutze die Aufgaben [3.5.8|und [4.6.17]

(4.9) (1+x)“=§(2)xk, aeR, xe(-1,1).

4.6.14. Aufgabe (Stetigkeit der Zeta-Funktion im komplexen). Zeigen Sie:

(a) le'*] = 1 fiir alle ¢ € R, und |e?| = eRe? fiir alle z € C.

(b) Sei s € C mit Res > 1. Dann konvergiert {(s) := Y7 ; n™° absolut.

(c) Fiir jedes € > 0 ist die Funktionenreihe .77 ; f, mit f,(s):=n"° auf D, :={s€ C : Res > 1 + ¢} normal
konvergent, und die Riemannsche Zeta-Funktion ( : {s € C : Res > 1} — C ist stetig.

4.6.15. Aufgabe. Beweise den Zwischenwertsatz mit Hilfe einer Intervallschachtellung.

4.6.16. Aufgabe. Es sei sei I ein nichttriviales kompaktes Intervall und f : I — I sei stetig. Zeige, das
[ einen Fixpunkt besitzt; d.h., es gibt ein & € I mit f(&) =¢.

4.6.17. Aufgabe. Sei n € N ungerade, P: R — R, P(x) = apx” + @pn-12"" 1 +... +a1x + ag ein reelles
Polynom mit a, # 0. Dann hat P eine Nullstelle.

4.6.18. Aufgabe. Zeigen Sie die folgenden Aussagen tiber die Einschrankungen der stetigen Funktio-
nen sinh und cosh auf R bzw. [0,00) (Tipp: “surjektiv” jeweils mit Zwischenwertsatz):
(a) sinh:R — R ist stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.
(b) cosh:[0,00) — R ist stetig, hat Bild [1,00) und ist streng monoton wachsend.
(Also ist cosh : [0,00) — [1,00) bijektiv.)

4.6.19. Aufgabe. (a) Seien aj,...,a, € R mit a, > 0 und ag < 0. Zeige: Das Polynom p(x) := a,x" +
An-1x""1+... +aix+ag besitzt eine positive Nullstelle.

(b) Zeige, daB die Gleichung x2 + 2 = exp(x) eine positive Losung besitzt.
4.6.20. Aufgabe. Betrachte die Funktion

x, x rational,
f:10,11—1[0,11, f(x) . .

1-x, x irrational,
und zeige: (a) f ist bijektiv, (b) f ist auf keinem Teilintervall von [0, 1] monoton, (¢) f ist nur im Punkt
1/2 stetig.

4.6.21. Aufgabe. Sei [ :(a,b) — R eine monotone Funktion. Zeige: (a) Fir alle x € (a,b) existieren
f(x=), f(x+), (b) f ist stetig an der Stelle x € (a,b) genau dann, wenn f(x—) = f(x+), (c) Die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f ist hochstens abzihlbar.
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5. DIFFERENZIERBARKEIT

5.1. Definition und erste Eigenschaften. Sei I c R ein Intervall, xg € I, f : I — C. Wir suchen die
lineare (genauer: affine) Funktion

I:R—C, I(x)=Mx—x0)+u,

die f in der Ndhe von xo am besten approximiert. Wir ermitteln diese affine Funktion zunéichst geome-
trisch. Wir betrachten die Gerade durch (xg, f(x0)) und (x1,f(x1)); sie heiflit Sekante und ist der Graph
der linearen (affinen) Abbildung

fx1) = f(x0)
x o LEUZTEE0)

X1 —X0

x —x9) + f(x0).

Sekante

fx1)—f(x0)

X1—X0

X0 X1

Dabei ist [E0=E0) gjq Steigung der Sekante, d.h. der Tangens des Winkels zwischen der x-Achse und

X1—X0
der Sekante. Der Quotient %ﬁxo) heif3t auch ein Differenzenquotient von f. Intuitiv ist der Graph
der besten linearen Approximation die Grenzlage der Sekante, wenn sich (x1, f(x1)) auf (xg,f(xp)) hin

bewegt. Diese Gerade, falls sie existiert, hei3t Tangente an den Graphen von f im Punkte (xo, f (x¢)).

Sekante

N

Tangente

[ ]
[ ]

X0 X1

Die Tangente erfiillt also zwei Bedingungen: (xo,f(xo)) liegt auf der Tangente (also p = f(xp)), und
ihre Steigung ist der Grenzwert des Differenzenquotienten [en)—f(xo)

=0 fiir x;1 — x¢. Daher die folgende
Definition:

5.1.1. Definition. Sei I c R Intervall. Die Funktion f : I — C heif}t differenzierbar im Punkt xo €1,
f(x)—f(x0)

wenn limy_.,, == Yo

in C existiert. Dann heif3t dieser Limes Ableitung von f in xy. Schreibweise:

fooy df| . F@-f@0)

d
! o__" =
f (xo) = dx (xO) T dx x=x0 T x5 X —X0

Ist f in allen Punkten x¢ € I differenzierbar, so heiit f differenzierbar in I. Die Abbildung f':1 — C,
x+— f'(x) heiBt die Ableitung von f.

Falls xg ein Randpunkt des Intervalls I ist, so ist der Grenzwert in der Definition als einseitiger
Grenzwert zu verstehen (da die Punkte x immer in [ liegen miissen).
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Die affine Funktion
(5.1) I:R—C, I(x)=Ff"(x0)x—x0)+ f(x0)

heifit die lineare (genauer affine) Approximation von f bei x¢. Ihr Graph ist also die Tangente an den
Graphen von f im Punkte (xg, f (x0)).

5.1.2. Beispiele. (1) Sei f : I — C, f(x) = ¢ (konstant). Dann ist f differenzierbar und f'(x) = 0 fiir alle
x € I. Kurz (aber mit einem Missbrauch der Notation):

=0

(2)SeineN, f:R— R, f(x)=x". Dann ist f differenzierbar und f'(x) = nx” ! fiir alle x € R.

n-1

‘(xn)'=nx , nel\l‘

3) SeiceC, f:R— C, f(x) = exp(cx). Dann ist f differenzierbar und f/(x) = cexp(cx) = c¢f(x) fiir alle
x€R.

(5.2) ‘ (exp(cx)) = cexp(cx), ceC ‘

Zu (3): Ist ¢ =0 soist f konstant und beide Seiten sind Null. Ist ¢ # 0, so gilt laut und (4.4):

e - -1
explcx) - exp(cxo) Xp(cxo)—Xp(Cx cxo) — cexpl(cxg), firx— xg.
x—x0 c(x —xg)

(4) Wenn das Argument einer Funktion f die Zeit bezeichnet, so schreibt man dafiir ¢ statt x und
bezeichnet die Ableitung mit einem Punkt statt mit einem Strich: f := df/dt. Bewegt sich ein Punkt
entlang einer Geraden (x-Achse), so kann die Bewegung dadurch beschrieben werden, dass der Ort x

x(t) x(to)
—to

zur Zeit ¢ als Funktion x = x(¢) vorgegeben wird. Der zugehorige Differenzenquotient ist die

mittlere Geschwindigkeit zwischen den Zeiten #g und ¢, und

x(8) — x(to)
t—1to

v(tg) := x(tg) = lim
t—to

ist die momentane Geschwindigkeit zur Zeit ¢o. Sie beschreibt also die momentane Anderung des Ortes
und wird meist nur Geschwindigkeit genannt. Die momentane Anderung der Geschwindigkeit ist die
Beschleunigung:

(5.3) v(to) = X(to)

Das Newtonsche Kraftgesetz ,Kraft gleich Masse mal Beschleunigung® fithrt zur Bewegungsglei-
chung:

\mmn:KumJumm

wobei m die Masse des Punktes und K(x,x,?) die Kraft ist.
5.1.3. Satz. Sei f :I — C differenzierbar in xo9 € I. Dann ist f stetig in xy.

Die Umkehrung ist falsch. Die Funktion f : R — R, f(x) = |x| liefert ein Gegenbeispiel; sie ist stetig
in 0, aber

li L@ =FO) . —x
x/0 x-0 x/0 X
lim OO g

2\.0 x—0 2\.0 ;

Wegen Satz[4.5.1711) existiert lim,_. o ==—— L=/ (O) (x) f @ hicht. Man kann aber sagen, dass f einseitig differenzier-
bar ist, siehe dazu die Notizen §5.6]
Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, aber nirgends differenzierbar sind! Siehe [13] §9.11].
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5.2. Ableitungsregeln.

5.2.1. Satz (Ableitungsregeln). Sind f,g:1 — C in xq € I differenzierbar, so sind auch die Funktionen
f+g, Af (LeC), fgin xq differenzierbar; falls g(xg) # 0, so ist auch g in xq differenzierbar. Es gilt dann

(f +8)(x0) = f'(x0) + &'(x0), (Af)(x0) = Af'(x0),
(f8)(x0) = f(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0) (Produktregel),
fy f'(x0)g(x0) = f (x0)g' (x0)
(—) (x0) = 5
g 8(xo)
5.2.2. Beispiel. (1) Sei c € C und f sei differenzierbar in xo. Dann ist auch c¢f differenzierbar in x¢ und
(cf) (x0) = ¢f'(x0) wegen der Produktregel und ¢’ = 0.
(2) Wegen sinx = Z%(eix —e ), cosx = %(eix +e7i) gilt:

(Quotientregel) .

‘ sin'x =cosx, cos'x=—sinx ‘

Analog

‘ sinh’x = coshx, cosh’x=sinhx ‘

(3) tanx := smx (wo cosx #Z0) ~
cosx

tan'x = =1+tan’x
osZx

Die Funktion tan erfiillt also die Differentialgleichung (DGL) f' =1+ f2.
5.2.3. Satz (Kettenregel). Seien I,J c R Intervalle und f:1 — J, g:J — C. Ist fin xo€ I und g in

yo := [ (x0) differenzierbar, so ist gof in xq differenzierbar, und

(gof)(x0) = g'(y0)- f(x0) = &'(f(x0))- f (x0).

5.2.4. Beispiel. (1) Sei f sei differenzierbar in x. Dann ist auch e/ differenzierbar in x¢ und (e/ ) (xo) =
e/ 0 f'(x), kurz

(ef)l — effl

wenn [ differenzierbar ist.
(2) Ist f differenzierbar und n € N, so gilt
(fn)l — nfn—lfl

(8) Seia >0 fest, f:R— Ry, f(x)=a® := e*1°8¢ (Definition £:3.5). Dann ist f = goh, wobei & :R — R,
h(x) =xloga, g :R— R, g(y) =e. Es gilt h/(x) = x'loga + x(loga) =loga, g'(y) = e¥. Nach Kettenregel
folgt (a*) = e*1°8% . (xloga) = a*loga.

(@) =a*loga, x€eR,a>0
Insbesondere: .
lim =loga.
x—0 x

5.2.5. Satz (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei I c R ein Intervall und f : I — R stetig,
streng monoton und differenzierbar in xg € I. Sei f'(xo) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion g : f(I) — R
differenzierbar in yg := f (xg), und es gilt
11
f'(x0) ~ f'(g(x0))
5.2.6. Beispiele. (1) log: R, — R ist die Umkehrfunktion von exp: R — R, also
11 1
exp'(logx) exp(logx) «

(5.4) g'(y0) = oder (f 71 (y0) = (f'(xo)) L.

log'(x) =

1
logx==, x>0
x

(2) Seize Cund f: R, — C, f(x) = x% = ¢?1°8*_ Dann ist f differenzierbar und f’(z) = 218 . (zlogx)’ =

z. 5.1 _ ,.2-1
X zx—zx .

?) =221, x>0,z€eC

22.12.201:
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5.3. Mittelwertsatze. Wir befassen uns nun mit dem vermutlich niitzlichsten Satz der Analysis, dem
Mittelwertsatz, und dessen Anwendungen.

Zur Erinnerung (Definition [£.1.4), eine Teilmenge U < D < R heiit Umgebung eines Punktes x¢ € D
in D wenn es ein § > 0 mit (xo —8,x9 + )N D c U gibt.

5.3.1. Definition. Sei I c R ein Intervall. Ein Punkt xo € I heillt innerer Punkt von I :< es gibt eine
Umgebung U von x¢ in R mit U c I < es gibt § > 0 mit (xg—,x0+0) cI © x¢ ¢ {supl,infI}. Die Menge
I :={x €I:x innerer Punkt von I} = (sup!,infI) heift das Innere von I.

5.3.2. Definition. Sei I c R ein Intervall und xg € 1.

(1) Die Funktion f : I — R hat in x¢ ein lokales Maximum (bzw. Minimum) :< es gibt eine Umgebung
U von xg in I mit f(x) < f(xg) (bzw. f(x) > f(x)) fiir alle x € U. Ein Punkt heil3t lokales Extremum,
falls er ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum ist.

(2) Die Funktion f : I — R hat in x¢ ein globales Maximum (bzw. Minimum) :< es gilt f(x) < f(xo)
(bzw. f(x) > f(x0)) fur alle x € I. Ein Punkt heifit globales Extremum, falls er ein globales Maximum
oder ein globales Minimum ist.

(3) Ein innerer Punkt x¢ € I heil3t kritischer Punkt fir f : I — R, falls f in x( differenzierbar ist und
f'(x0) = 0 gilt.

(4) Ein kritischer Punkt xg € I heillit Sattelpunkt von f, wenn es ein § > 0 gibt mit (x¢o—8,x9 +6) <[
und f(x) < f(xg) fiir x € (xg — §,x0) und f(x) > f(xg) fur x € (xg,x0 + §) oder umgekehrt.

Um die x-Koordinate des globalen/lokalen Maximums bzw. Minimums vom dort angenommenen
Funktionswert zu unterscheiden, spricht man auch von einer globalen/lokalen Maximumsstelle bzw.
Minimumsstelle.

5.3.3. Satz (Notwendiges Extremwertkriterium; Fermat, um 1638). Sei I c R ein Intervall, x¢ € I ein
innerer Punkt und f :1 — R differenzierbar in xo. Hat f in xg ein lokales Extremum, so gilt f'(xg) = 0.

5.3.4. Bemerkung. (i) Geometrische Interpretation: Die Tangente an den Graphen in einem inneren
Extremum ist parallel zur x-Achse.

zwei lokale Extrema | Sattelpunkt

(i1)) Wenn x( kein innerer Punkt ist, so ist die Aussage i.A. falsch; Beispiel: £ :[0,1] — R, f(x) = x,
x0 = 0; dann ist x¢ ein Minimum, f differenzierbar in xg, aber f'(xq) = 1.

(iii) Die Umkehrung von Satz [5.3.3] ist falsch; Beispiel: £ : R — R, f(x) = x%. Dann ist xo = 0 ein
kritischer Punkt (£'(0) = 3-02 = 0), aber kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

5.3.5. Beispiel. Als Anwendung des Satzes [5.3.3] betrachten wir das folgende Beispiel. Sei f : R — R,
f(x) = (x? — 1)2. Wir suchen die Extremstellen von f. Dafiir suchen wir die kritischen Punkte. Sie sind
die Nullstellen von f'(x), d. h. die Losungen der Gleichung 4x(x2—1) = 0, also die Stellen x; = —1, x2 =0,
x3=1. Wegen f(1)=f(-1)=0 und f(x) = 0 fiir alle x € R sind x1 und x3 globale Minimumstellen von f.
Die Einschriankung von f auf das Intervall [-1,1] besitzt nach dem Satz von Weierstral3 ein positives
Maximum an einer Stelle ¢ € (1,1), und nach Satz[5.3.3]gilt f'(¢) = 0. Hieraus ergibt sich, dass x = 0 eine
lokale Maximumstelle von f ist.

5.3.6. Satz (Rolle, um 1691). Sei f :[a,b] — R mit den Eigenschaften: (1) f stetig auf la,b]l, (2) [
differenzierbar auf (a,b), (3) f(a) = f(b). Dann gibt es ¢ € (a,b) mit (&) = 0.
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1,1

Fla)=f®) - & N

(&2,f(£2))

Geometrische Interpretation: Es gibt innere Punkte ¢ € (a,b),
so dass die Tangente in (&, £(¢)) parallel zur x-Achse ist.

9.01.2012

5.3.7. Satz (Mittelwertsatz; Lagrange, um 1797). Sei f :[a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Dann gibt es ¢ € (a,b) mit f(b)— f(a) = f'(&)(b-a).

Geometrische Interpretation:

Die Gleichung der Sekante durch (a, f(a)), (b, (b)) ist y—f(a) = W -(x—a), und die Gleichung der
Tangente an Graph(f) in (&, (&) ist y — (&) = £'(&)(x — &). Die beiden Geraden haben dieselbe Steigung
(&= W , sind also parallel.

Also: Jede Sehnensteigung ist Tangentensteigung in einem geeigneten Zwischenpunkt.

(b,f(b)

€1,f(€1)

(&2,f(2)
(a,f(a)

Die Tangenten in den Punkten (¢1,£(¢1)), (€2, f(€2))
sind parallel zur Sekante durch (e, f(a)) und (b, f (b))

Wieso betrachtet man im Mittelwertsatz Funktionen, die nur auf (a, b) differenzierbar sind? Der Grund
ist, dass wir Funktionen wie f :[0,1] — R, f(x) = \/x nicht ausschlieBen méchten (f ist in 0 nicht diffe-
renzierbar).

Fiir den Beweis der Regel von I’Hospital benétigen wir die folgende Verallgemeinerung des Mittel-
wertsatzes.

5.3.8. Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz, Cauchy). Seien f,g :[a,b] — R stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es & € (a,b) mit (f(b)— f(a))g'(&) = (g(b) — gla))f'(&).

Wird zusétzlich g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b) vorausgesetzt, so folgt g(a) # g(b) und wir konnen den
verallgemeinerter Mittelwertsatz in Bruchform schreiben,

fb)-f(a) _ f’(cf)_
g(b)—gla) g
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5.4. Anwendungen des Mittelwertsatzes. Der Mittelwertsatz hat viele Anwendungen: Er ist die
Briicke zwischen Ableitungsinformationen und Informationen tiber die Funktion selbst. Die wichtigs-
ten sind: der Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung (Folgerung [5.4.7), das Monotoniekriterium
(Folgerung 5.4.3), ein hinreichendes Extremwertkriterium (Folgerung [5.4.4), der Schrankensatz (Satz
[5.4.6), ein Differenzierbarkeitssatz (Satz[5.4.7), die Regel von 'Hospital (Satz[5.4.8) und schlieBlich die
Taylorformel (Sitze [6.5.46.5.6). Mit Hilfe dieser Mittel erldutern wir in Beispiel das Studium
des Funktionsverlaufs (Kurvendiskussion). Dies fithrt zu einem detaillierten Studium der trigonome-
trischen Funktionen. Zu den Anwendungen zdhlen auch die Konvexitétskriterien und die wichtigen
Ungleichungen von Jensen, Holder und Minkowski.

5.4.1. Folgerung (Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung).

(i) Sei I <R ein Intervall, f : I — R stetig und auf I differenzierbar. Falls f'(x) = 0 fiir alle x € I,
dann ist f konstant.

(i) Seien f,g:I — R stetig und auf I differenzierbar, und es gelte f' = g' auf I. Dann gibt es c € R
mit f(x)=g(x)+c fiir alle x € I.

5.4.2. Bemerkung. Es ist hierbei wesentlich, dass I ein Intervall ist: Man betrachte z.B. die Funktion
f:(=1,00uU(0,1) — R mit f(x) =0 fiir x € (—1,0) und f(x) = 1 fiir x € (0,1). Dann ist f'(x) = 0 fiir alle
x€(-1,0)u(0,1), aber f ist nicht konstant.

5.4.3. Folgerung (Monotoniekriterium). Sei I ein Intervall, f : I — R stetig und auf I differenzierbar.
Dann gilt:

(1) f'(x)>0 fiir alle x € I => f streng monoton wachsend,
(2) f'(x) >0 fiir alle x € I < f monoton wachsend,

(3) f'(x)< O fiir alle x€ I = f streng monoton fallend,
(4) f'(x) <0 fiir alle x el = f monoton fallend.

Beispiele. (1) Die Exponentialfunktion f : R — R, f(x) = e ist streng monoton wachsend, da f’(x) =
e*>0.
(2) Das Logarithmus f : (0,00) — R, f(x) =logx ist auf (0,00) streng monoton wachsend, da f/(x) = % >0
fir x > 0 ist.
(3) Die Funktion f(x) = % ist auf jedem der Intervalle (0,00), (—oc0,0) streng monoton fallend, da da
fl(x)= —xiz <0 fur x # 0 ist. Beachte aber, dass f nicht auf ganz R\ {0} monoton fallend ist.
(4) Vorsicht! Es gibt differenzierbare Funktionen, bei deren Ableitung sich das Vorzeichen in einer
Umgebung eines Punktes x¢ unendlich oft &ndert. Insbesondere ist die Funktion in keiner Umgebung
des Punktes x¢p monoton. Zum Beispiel:
2. (1

5.5) fR—R, f(x):{x+x sin(y), x#0

, x=0
Fiir jedes € > 0 gibt es x, = 2/(4n + 1)7 € (0,¢) mit f'(x,) > 0 und y,, = 1/2mxn € (0,¢) mit f'(yn) <O.
Da f’ kein konstantes Vorzeichen in (0,¢) hat, kann f dort nach Satz[5.4.31(2), (4) nicht monoton sein.
Obendrein gilt £/(0) > 0! (Allerdings ist £’ in x = 0 nicht stetig.)

Sei I c R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion, die auf I differenzierbar ist. Wir méchten
die lokalen Extrema von f bestimmen. Die lokalen Extrema konnen (1) Endpunkte oder (2) innere
Punkte von I sein.

(1) Lokale Extrema in Endpunkten. Mit Hilfe des Monotoniekriteriums ist es einfach zu bestimmen,
ob in den Endpunkten lokale Extrema vorliegen. Sei f :[a,b] — R oder f :[a,b) — R stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Dann gilt:

f'>0auf(a,a+¢) fiirein e<b—a ~ f hat in a ein lokales Minimum

f'<0auf(a,a+¢)fiirein e<b—a ~ f hat in a ein lokales Maximum
Analog untersucht man, ob in rechten Endpunkt ein Extremum vorliegt.
(2) Innere lokale Extrema. Wir haben gesehen (Fermat-Kriterium [5.3.3), dass ein inneres lokales
Extremum ein kritischer Punkt ist, d.h. f/(x) = 0 erfiillen muss; aber nicht jeder kritische Punkt ist ein
lokales Extremum. Wir sagen, dass ein kritischer Punkt ,extremumverdachtig® ist. Um zu entscheiden,
ob der kritische Punkt tatsichlich ein lokales Extremum ist, miissen wir weitere Untersuchungen an-
stellen. Mit Hilfe des Monotoniekriteriums [5.4.3] erhalten wir ein hinreichendes Extremwertkriterium:
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5.4.4. Folgerung (ersten hinreichendes Extremwertkriterium). Sei f :(a,b) — R differenzierbar, xg €
(a,b). Falls f'(x) <0 fiir alle x € (a,xo) und f'(x) > 0 fiir alle x € (x¢,b), so hat f in xo ein Minimum. Falls
f'(x) > 0 fiir alle x € (a,x0) und f'(x) <0 fiir alle x € (x9,b), so hat f in xg ein Maximum.

Unsere erste Regel zur Bestimmung der inneren lokalen Extrema lautet:
Bestimme die kritschen Punkte x € I.

Fiir jeden kritischen Punkt x( bestimme das Vorzeichen von f’ in einer linksseitigen Umgebung
(x0 — €,x0) und einer rechtsseitigen Umgebung (xg,x¢ + €) von x¢ (falls diese so existieren, dass
f' dort konstantes Vorzeichen ungleich Null hat!).
Andert sich das Vorzeichen von f' von Minus nach Plus ~» xg lokales Minimum;
andert sich das Vorzeichen von f’ von Plus nach Minus ~ xg lokales Maximum.
Andert sich das Vorzeichen von f' nicht, so ist xg ein Sattelpunkt.

Beispiele. (1) Betrachten wir die Funktion f : R — R, f(x) = (x? — 1)® aus Beispiel Sie ist dif-
ferenzierbar mit f'(x) = 4x(x? — 1). Die kritischen Punkte sind x; = -1, x9 = 0, x3 = 1. Es gilt /' <0
auf die Intervallen (—oo,-1), (0,1) und f’ > 0 auf die Intervallen (-1,0), (1,00). Somit sind —1 und 1
Minimumstellen und 0 Maximumstelle.
(2) Seien a1,...,a, € R; gesucht wird eine Zahl xg € R, so dass (xg —a1)? +... + (xg — a,)? méglichst klein
ist. Dazu betrachten wir f :R— R, f(x) = (x—a1)?+...+(x—a,)?; die Funktion f ist differenzierbar, und
f'(x)=2nx—2(a1+...+ay). Falls f in xg ein Minimum hat, so ist x¢ ein kritischer Punkt, d.h. f'(x¢) =0,
folglich xg = %(al +...+ap). Also ist xo der einzige extremumverdichtige Punkt. Die Funktion f hat
dort tatséchlich ein Minimum, denn f/(x) < 0 fiir x < xo und f’(x) > 0 fiir x > xo.
(3) Emissionsmaximum eines strahlenden Koérpers (beim Planckschen Strahlungsgesetz) und Wien-
sches Verschiebungsgesetz (siehe [13] §9.4).
4)Fiir f:R— R, f(x) =2 gilt £/(0) =0 und f'(x) > 0 fiir x € (—o00,0)U(0,00). Also ist x = 0 ein Sattelpunkt.
(5) Vorsicht! Unter den Bedingungen von Satz[5.4.4]ist f auf einer geeigneten linksseitigen und einer
geeigneten rechtsseitigen Umgebung von xg jeweils monoton. Es gibt aber differenzierbare Funktionen
mit einem lokalen Extremum in xg, die in keiner linksseitigen oder rechtsseitigen Umgebung von xg
monoton sind. Zum Beispiel:

2 o1
5.6 FRoR, f(x):{z x*(2+sin(3)) ,x#0

,x=0
ist differenzierbar, und

FRSR, fG0)= {—4x—2xsin(%)+cos(%) ,X#0

0 ,x=0
Der Punkt xo = 0 ist ein lokales Maximum, da f(0) =2 > 2 - x%(2 + sin(%)). Fiir jedes € > 0 gibt es
x, =1/2n7m € (0,€) und y,, = 2/(2m+1)7m € (0,¢). Dann gilt f'(x,) >0 und f'(y,,) < 0. Da f’ kein konstantes
Vorzeichen in (0,¢) hat, kann sie dort nach dem Satz[5.4.312), (4) nicht monoton sein. Der Satz[5.4.4]ist
also nicht immer anwendbar.

Ein weiteres hinreichendes Extremwertkriterium benutzt die zweite Ableitung. Wir sagen, dass eine
Funktion f : D — C zweimal differenzierbar in einem Punkt x( € D ist, falls es § > 0 gibt, so dass f
differenzierbar auf D N (xg — 8,x + 6) ist und die Ableitung f': D n(xg —8,x9 + 6) — C differenzierbar in
x9 ist. Wir bezeichnen f”(x¢) := (f")'(x¢) die Ableitung von f’ in xg; sie wird zweite Ableitung von f in
xo genannt.

5.4.5. Folgerung (zweiten hinreichendes Extremwertkriterium). Sei f : (a,b) — R differenzierbar und
zweimal differenzierbar in xg € (a,b). Gilt f'(xo) = 0 und f"(xg) > 0, so ist xg eine lokale Minimumstelle.
Gilt f'(x9) =0 und f"(xg) > 0, so ist xg eine lokale Maximumstelle.

Unsere zweite Regel zur Bestimmung der inneren lokalen Extrema lautet:
Bestimme die kritschen Punkte x € I.
Fiir jeden kritischen Punkt x berechne f"(xo) (falls f zweimal differenzierbar in xg ist).

Gilt f"(xg) >0 ~ xo lokales Minimum;
Gilt " (xg) > 0 ~ xo lokales Maximum.
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Gilt f"(xg) = 0, dann liefert das Kriterium [5.4.5lkeine Auskunft und es kann passieren, dass xg
eine Extremumstelle oder einen Sattelpunkt ist. Man kann héhere Ableitungen zur Untersu-
chung heranziehen, siehe Satz

Beispiele. (1) Sei f : R — R, f(x) = (x2 — 1)? aus Beispiel Sie ist zweimal differenzierbar mit
Fl(x) = 4x(x? — 1), f"(x) = 12x2 — 4. Die kritischen Punkte sind x; = -1, x3 = 0, x3 = 1. Es gilt f"(-1) =
f"(1)=8>0und f"(0) = —4 < 0. Somit sind —1 und 1 Minimumstellen und 0 Maximumstelle.

(2) Fiir f:R— R, f(x) =2 gilt £/(0) = £"(0) = 0 und x = 0 is ein Sattelpunkt. Fiir f : R — R, f(x) = x* gilt
£'(0)=£"(0)= 0 und x = 0 ist eine Minimumstelle.

Eine Funktion f : I — C hei3t stetig differenzierbar , falls f differenzierbar und f’:I — C stetig ist.
Vorsicht! Es gibt differenzierbare Funktionen, die nicht stetig differenzierbar sind, wie etwa (&.5) oder
(5.6). In diesen Beispielen ist £’ in x = 0 unstetig, da lim,_¢ f/(x) nicht existiert.

5.4.6. Satz (Schrankensatz). Sei f :[a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist f Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L = sup,erq 511 ()| = /' ll{a,51-

5.4.7. Satz (Differenzierbarkeitssatz). Sei I c R ein Intervall und xo € I. Sei f : I — R stetig und auf
I\ {xo} differenzierbar. Es existiere lim,_.,, f'(x) =: @ € R. Dann ist f in xo differenzierbar, und es gilt

f'(x0) = a.
Als Beispiel betrachte die Funktion f :R — R,

e Vx x>0
5.7 flx)=
0, x<0
Die Funktion f ist stetig auf R und differenzierbar auf R \ {0}, mit
Le x>0
flx)= { N ’

0, x<0

Wegen lim, o f'(x) = 0 =lim,~ o /'(x) ist f auch in 0 differenzierbar, und es gilt /'(0) = 0.

<=}

5.4.8. Satz (Regel von 'Hospital).
Sei I <R, und sei xg € R ein Haufungspunkt von I. Seien f,g: I\ {xo} — R differenzierbar. Es gelte :

(1) (a) lim f(x)= lim g(x)=0
x—x0 x—x0
oder
(b) lim g(x) = +oo,
X—X0

(2) g'(x)#0 fiir alle x € I \ {xo},

!
@ lim L2~ rcR
x—2x0 g (x)
: . . ()
Dann gilt g(x) #0 fiir x € I \ {xo} nahe xo, und lim — = /.

x—Xx0 g(x)
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Beispiele. (1) Sei s > 0. Dann gilt:
-1

1
jlci{I(l)xs logx = 3161{1(1) zi = xl{I(l) W (I'Hospital, Typ ;—'Z, g'(x) #0 fir x > 0)

X

=lim =0.

2\.0 (—S)
(2)

1-cos% lgin%
8 Wy 3008

lim , (I'Hospital, Typ 3, g'(x) # 0 fiir x € (—m,7m) . {0})
x—01—-cosx x—0 sinx
i)y, 5083 : 0 o
='lim ~—— (I'Hospital, Typ j, g'(x) # 0 fur x € (-F, F))
x—0 cosx
1
_s_1
1 9

Wir haben hier die Regeln wiederholt angewendet, was natiirlich nur dann erlaubt ist, wenn jeweils
die Voraussetzungen des Satzes von ’Hospital erfiillt sind. Wir haben dies zunéichst nur teilweise tiber-
priift. Was in der Begriindung der Zwischenschritte (i) und (ii) fehlt, ist die Existenz des Grenzwertes
des Ableitungsquotienten auf der jeweiligen rechten Seite. Es muss ja immer erst der Ableitungsquoti-
ent konvergieren, bevor man sagen kann, dass der Funktionenquotient konvergiert. Daher ist in obiger
Gleichungskette alles erst vom Ende her gerechtfertigt. Da der letzte Grenzwert existiert, tut es auch
der vorletzte und dann schlieBlich der davorstehende.

Zum Vergleich die Berechnung des Grenzwertes in (2) mit Hilfe von Potenzreihen (Definition von cos):

2 (e} k .2k 2
y (=1%y y 2 p
cosy=1—-=—+ ——=1-—+o0 fir y — 0.
MY ,;2 k)] g Hob) firy
Also fiir x — 0:
2 2
1—cos§_%+o(x2)_1—18+°;’;) & 1
1-cosx % +ox?) 1+ ogcx;) 19

(3) Durch n-malige Anwendung der Regel von I'Hospital erhilt man erneut (4.6):

cx cer

lim — = lim =...= lim
x—o0 xl x—o0o pxt— x—oo pl

(4) Man betrachte die folgende Anwendung der Regel von ’Hospital:

(5.8) lim

cosx
=lim —— =cos0=1.
0 1

Dies ist kein Beweis von lim,_.o 2% = 1, sondern nur eine Probe; in [5.8] haben wir namlich schon be-

nutzt, dass sin’ 0 = 1 gilt, und dies ist dquivalent zu lim,_.¢ Si;‘x =1.

(5) Die Regel von I’'Hospital bezieht sich auf unbestimmte Ausdriicke der Form % und 2. Andere wich-

tige unbestimmte Ausdriicke sind vom Typ 0-co und co — oo, die auf die Quotientenform zuriickgefiihrt

werden konnen: Bei Typ 0-oo schreibe z.B.: f-g = % , bei Typ oo — oo schreibe z.B.: f —g = lﬁ;:)f .

Exponentialausdriicke der Form 1°°, 0°, oo® behandelt man mittels der Definition /& := 8108/

5.4.9. Beispiel (Kurvendiskussion). Sei f : D — R, wobei D eine Vereinigung von Intervallen sei. Die
Kurvendiskussion der Kurve y = f(x) besteht aus den folgenden Schritten:

Bestimme die Schnittpunkte mit den Achsen und das Vorzeichen der Funktion, d.h. die Mengen
{x:f(x)>0}und {x: f(x)<0}.

Studiere die Grenzwerte in Randpunkten (inklusive eventuell +o0o), Asymptoten, Stetigkeit der
Funktion.

Studiere die Differenzierbarkeit, berechne f’ und bestimme die Mengen {x : f'(x) = 0}, {x : f'(x) >
0}, {x : f'(x) < 0}; bestimme die lokalen und globalen Extrema.

Erstelle eine Tabelle mit den wichtigsten Werten und mit den Monotoniebereichen der Funkti-
on f. SchlieBlich skizziere den Graphen.

Wir erldutern das Vorgehen am Beispiel der Funktion f : R — R, f(x) = —(x% + x — 1)e™*. Die Tabelle
lautet:
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x | -oo —1-v5 -1 0 SN 2 o
f@)|-00 » 0 / e N1 N\ 0 N\ -% /0
f'(x) + + - - - 0 +

Wir entnehmen der Tabelle, dass f(x) < f(—1) = e fiir x € (—o00,2] und f(x) > f(2) = —5/e? fiir x € [-1,00).
Die Funktion hat in x = —1 ein lokales Maximum und in x = 2 ein lokales Minimum. Da lim,_._, f(x) =
—oo gilt, besitzt f kein globales Minimum (Beweis?). Wegen f(x) <0< e = f(-1) fiir x €[2,00) hat f in
x = —1 ein globales Maximum.

(=1,e) 3+

f)=-(2+x-1)e™

Bei der vorigen Kurvendiskussion fehlt noch ein Argument. Wir miissen begriinden, wieso der Graph
wie in der linken Abbildung und nicht wie in der rechten Abbildung aussieht:

-1
(-Le) (=Le)

"/

Dazu brauchen wir die zweite Ableitung (siehe Abschnitt[6.5)!

5.5. Trigonometrische Funktionen. Die trigonometrischen Funktionen sin und cos wurden in[3.4.§]
eingefithrt. Wir studieren sie nun mit Hilfe des Abschnitts 5.4

5.5.1. Lemma. Fiir x €(0,2] gilt

. x3 x?  xt
sinx>x——, cosx<l——+—-

3! 21 4

5.5.2. Lemma. cos|jo;:[0,2] — R hat genau eine Nullstelle x¢ ; diese liegt in (1,2).

5.5.3. Definition. Setze ‘ 7T = 2% ‘ (d.h. ‘ x0 = 7/2 ‘). Die Zahl 7 heif3t Kreiszahl.

5.5.4. Bemerkung.

(1) Wegen cos § =0 und cos? x+sin’x = 1 gilt sin § € {+1}; wegen sinx > 0 fiir x € (0,2] folgt sin § = 1.
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[0,2] 3x—cosx €R

(2) Durch die Additionssétze erhalten wir wegen (1):

3
4)
(5)
(6)

(7

(8

T . . T
cos(z + 5) =—gsinz, sin(z+ 5) =cosz.

Daraus folgt:

cos(z +m)=—cosz, sin(z + ) = —sinz,

cos(z +2m) =cosz, sin(z +2m) =sinz,

und wir zeigen leicht, dass die Funktionen cos und sin beide 27-periodisch sind.

Es gilt insbesondere:

x g n 37” on
cosx |1 0 -1 O 1
sinx 1 0 -1 0
cosx >0 fiir x € (-§, 5) und cosx < 0 fiir x € (3, 37”).

sinx > 0 fiir x € (0,7) und sinx < 0 fiir x € (7, 27).

sink=0exefkn:keZ};cosx=0exe{f+kn:keZ}.

-%,51— [-1,1] ist streng monoton wachsend, bijektiv und stetig; cos:[0,7] — [~1,1] ist

streng monoton fallend, bijektiv und stetig. Deshalb sind diese Funktionen invertierbar.

aresin:=sin"!:[-1,1] — [—%, %] und arccos := cos™!:[-1,1] — [0, 7] sind stetig und auf(-1,1)
1 1

V1-x2 Vi-a2 '

Wir definieren die Tangensfunktion tan : R\ (§ +7Z) — R durch tanx =

gensfunktion cot : R\ 7Z — R durch cot = 22> .

Die Funktion tan: (-7, 5) — R ist bijektiv, streng monoton wachsend und differenzierbar. Die

sin :

differenzierbar. Es gilt arcsin’x = und arccos’x = —

sinx

sy und die Cotan-

Umkehrfunktion arctan : R — (=%, Z) ist differenzierbar, und es gilt arctan’x = S S
222 tan’(arctanx)
1 _ 1 .
1+tan®(arctanx) ~ 1+x2 ° Also:
, 1
arctan’ x = 5
1+x

Die Funktion cot : (0,7) — R ist bijektiv, streng monoton fallend und differenzierbar. Die

Umkehrfunktion arccot : R — (=%, Z) ist differenzierbar, und es gilt arccot'x = ————— =
L | 272 cot/(arctanx)
" Ttcot¥(arccotr) | L1+a2 Also:
, 1
arccot' x = — 3
1+x

Wir fassen die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan mit Hilfe ihrer

Graphen zusammen:

I I I I 4
A T T T T
—27 —_3” -7 5 5 7T 32—” 21
-1+
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T

|
T
_ —3n _ - b 3n
21 5 b4 5 5 b4 5 27

—-3n -
_1 =+
I I I I
i | 3 i i
| | | |
| A |
I I I I
! _— ! !
i i | | 31
27 | -7 ! 12 12
G o ! !
_9T —= I 4 ! 27
21 2 I I
1 1 7_1 1 1
I I I I
I I I I
i i -2 i
I I I I
1 1 1 1
! oot !
I I I I

5.6. Notizen. Wir sammeln in diesen Abschnitt Kommentare iiber einseitigen Ableitungen, umformu-
lierung der Definition der Differenzierbarkeit, Landau-Symbole.

Einseitige Ableitungen. Sei f : I — C und x¢ € I. Falls xg rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) HP von I
ist, sagen wir, dass f rechtsseitig (bzw. linksseitig) differenzierbar in x ist, falls lim,\ 4, %ﬁxo)

(bzw. lim,, %ﬁ(ﬁxo)) in C existiert. In diesem Fall schreiben wir
fl(x0):= lim 1)~ o)
EANEY) X —X0

1oy e F0) = fxo)
fi(x0) _xh/Ifclo E—

bzw.

und nennen dies die rechtsseitige (bzw. linksseitige) Ableitung von f in xg. Es gilt nach Satz[4.5.17(i):
f ist differenzierbar in xoy genau dann, wenn f linksseitig und rechtsseitig differenzierbar in x¢ ist und
f(x0) = f7(xo) gilt. In diesem Fall ist f'(xo) = f;(x0) = f,(x0).

Fir f(x) = |x| ist £/(0) = -1, £;(0) = 1. Fur die Heaviside-Funktion (4.8) gilt H,(0) = 0, wihrend die
linksseitige Ableitung nicht existiert (bei entsprechender Erweiterung der Definition wére sie co).

Aus physikalischen Griinden versucht man dennoch die Ableitung der Heaviside-Funktion zu be-
trachten. Die Physiker definieren sie als diejenige Funktion § mit §(x) = 0 fiir x # 0, §(0) = co, deren In-
tegral auf R eins betragt. Dies ist die berithmte Dirac--Funktion. Obwohl die obige naive Definition der
iiblichen Vorstellung von einer Funktion widerspricht, kann man sie im Rahmen der Distributionen-
Theorie streng definieren. Sie spielt eine bedeutende Rolle auf dem Gebiet der partiellen Differential-
gleichungen.

Umformulierung der Definition der Differenzierbarkeit, Landau-Symbole.

5.6.1. Satz. Sei f:I — C, xo € I, I ein Intervall. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist differenzierbar in xg.
(ii) Es gibt A€ Cund p:1— C mit p(xo) = 0, limy .z, 22 = 0 und f(x) = f(x0) + Ax — x0) + p(x) fiir
alle xel.
(iii) Es gibt eine in xq stetige Funktion r : I — C mit f(x) = f(xo) + r(x)(x — xg) fiir alle x € I.

In diesem Falle gilt f'(x0) = A = r(x).

5.6.2. Definition (Landau-Symbole). Seien D cC, zoeC ein HPvon D, f:D —C, g:D —C.
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(i) Wir schreiben f(z) = o(g(2)) fur z — 29, z € D (gelesen: f(z) gleich klein-o von g(z)), falls zu je-
dem ¢ > 0 eine Umgebung U von z( existiert, so dass |f(2)| < g|g(2)| fur allez e DNU . Ist g(z) #0
fiir alle z in einer Umgebung U von zo, so ist diese Bedingung &quivalent zu lim,_. % =0.

(ii) Gilt zusatzlich lim, ., g(z) = 0, so sagen wir auch: ,f strebt fiir z — z¢ schneller gegen 0 als g*.
Ferner schreibt man f = A + o(g) fir f —h = o(g).

(ii1)) Wir schreiben f(z) = O(g(2)) fiir z € D, wenn eine Konstante C existiert, so dass |f(2)| < C|g(2)|
firallezeD.

(iv) Wir schreiben f(z) = O(g(2)) fir z — 29, z € D, wenn eine Konstante C und eine Umgebung U
von z( existieren, so dass |f(2)| < Clg(z)| furalleze DnU .

5.6.3. Bemerkung.
(1) Mit dieser Symbolik bedeutet lim % =0 (siehe Satz[5.6.11ii)), dass p(x) = o(x — x¢) fiir x — xo.
x—x0

Man sagt auch, dass p ,klein von 1. Ordnung“ in (x — x¢) ist. Wir kénnen also Satz [5.6.1] so
umformulieren: f ist differenzierbar in x¢ genau dann, wenn es A € C gibt, so dass

f(x)=f(xg)+ Mx —x9)+ o(x —x9) fiir x — xo.

(2) Satz £.6.11ii) zeigt, dass die Abbildung (5.J) die beste lineare Approximation von f auch im
analytischen Sinne ist. Gesucht ist die affine Abbildung / : R — C, I(x) = A(x —x¢) + u mit I(xg) =
f(x0), d.h. = f(xp), so dass f(x)—I(x) schneller als jede lineare Funktion in der Variablen
h := x —x¢ gegen Null konvergiert. Das bedeutet gerade f(x)— A(x —x¢) — f(x0) = o(x — x¢) fiir
x — x9, und das ist dquivalent zu[5.6.1(ii).

p(x)=0(x—x0)
fx) ¢
fx)—f(x0)
f(xo)(x—2x0)
f (x0)
x—x0
X0 X
Approximation des Funktionzuwachses f(x)— f(xq)
durch den Wert f/(xq)(x — xg)
5.7. Ubungen.

5.7.1. Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe von [5.6.1(ii): Ist f : I — R in x¢ differenzierbar, so gilt
fl(xg)>0=36>0Yh€e(0,6):f(xo—h)<f(xg) < flxo+h)
fl(x0) <0 =36 >0VYhe(0,8):flxo—h)>f(xg) > fxo+h)
(Bemerkung: Die rechte Seite von bedeutet nicht, dass f auf (x¢ — §,x0 + ) monoton ist.)

(5.9)

5.7.2. Aufgabe (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen). Sei I c R ein Intervall und f : I — R differenzier-
bar. Dann hat f’: I — R die Zwischenwerteigenschaft: Zu allen a < b aus I und y zwischen f’(a) und
f'(b) gibt es ein c € [a,b] mit f'(c) = y. (Tipp: Betrachten Sie g(x) = f(x) — cx und zeigen Sie mit Hilfe
von (5.9), dass fiir das Maximum von g in [a,b] nur ein innerer Punkt y € (a,b) in Frage kommt. Wen-
den Sie dann Satz[5.3.3] auf g an. Man beachte, dass f' nicht unbedingt stetig ist; man darf also den
Zwischenwertsatz [4.3. 1] nicht anwenden.)

5.7.3. Aufgabe (Eine stetige nirgends differenzierbare Funktion). Fiir jedes n € N definieren wir eine

Funktion f, : [0,1] — R wie folgt: Ist 1<m <2" und x € [’"2—;1, ], so sei fr(x) :=x - ”;7,1 fiir ungerades

m und f,(x) := g — x fiir gerades m. Man iiberzeugt sich leicht, dass f,, wohldefiniert und stetig ist.
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(a) Skizziere f1,f2,f3,fsund ¥}_, f%.
(b) Zeige, dass f:= Y77 [ :[0,1]1 — R existiert und stetig ist.
(c) Sei g:I — Rin xg € I differenzierbar. Seien a,, — xo und b, — x¢ Folgen in I mit a, <xo < b,
und a, < b, fir alle n. Zeige: d,, := % — g'(x9) fiir n — oo.
Tipp: Mit g(x) = g(xg) + r(x)(x —xq) liegt dy, zwischen r(a,) und r(b,), warum?
(d) Sei nun f :[0,1] — R wie in (b) und x¢ € [0,1]. Zu jedem n € N sei [a,,b,] ein Intervall der
Form [Z1,2t] (wie oben), das xo enthilt. Zeige: [6p=l(an)

ungerades n ungerade, und f ist in x¢ nicht d1fferenz1erbar

ist fiir gerades n gerade und fir

5.7.4. Aufgabe. Berechne jeweils die Ableitung der folgenden Funktionen:

+b

(i) f1:R\{=Z} 32— €C, mita,b,c,d €C,c#0
cx+d

(i) fo:Ry3x—xlogxeR,

(iii) f3:Ry3x—x"€eR,

(iv) f4:R3x—logV1+sin®xeR,

sinh

(v) f5:=tanh= ‘R—R,

cosh
wobei coshx = %(e” +e %) und sinhx = %(e” —e ™).
Tipp: cosh2(x) - sinhz(x) =1.
Sei z € C, und sei f : R — C definiert durch f(x):=0 fiir x <0 und f(x) := x® fir x > 0. Zeige: f ist genau
dann im Punkt 0 differenzierbar, wenn Rez > 1 gilt.

5.7.5. Aufgabe (Ableitungsregeln). Sei f : R} — R mit f(x) = % . Zeigen Sie, daf
x

1 1
() + —f’(x)+ 1- —Q)f(x)zo

5.7.6. Aufgabe. (a) Zeigen Sie per Induktion: sinx = 2" s1n — H cos — o fur allexeR,neN.

. . . x sin
(b)Schlieflen Sie aus (a): hIEO 1:[ cos 2_k =

fijr x € R\ {0}.

(c) Folgeren Sie mit x = Z

/1 2
(5.10) \/— = + % % \/g c = p (Vietasche Formel fiir n)

3

5.7.7. Aufgabe. (a) Zeigen Sie mit Hilfe des Leibniz-Kriteriums[3.2.7] dass sinx > x— % fiir 0 < x < v/6.
n 1 '
(b) Sei (v,,)nen definiert durch v, = l_[ cos :+1 = —— >n€EN. Zeigen Sie, dass (vy,),eny monoton
k=1 2 27 sin
2n+1
fallend ist. /3
2 2
(c) Beweisen Sie, dass 0 <v, — ; yry Z—n o (Tipp:(a)).

Dies bedeutet, dass (v,,),en sehr rasch gegen — konvergiert; vo; liefert den approximativen Wert von
7
77:7

\ 7~ 3,141592653589... |

der bereits bis zur 12. Stelle hinter dem Komma korrekt ist.

5.7.8. Aufgabe. Sei P :R — R ein Polynom. Zeigen Sie, dass die durch
PL)e ¥ x>0
flx)= ¥
0,x<0
definierte Funktion f : R — R differenzierbar ist, und dass f'(0) = 0 gilt.
5.7.9. Aufgabe. Sei f :[-1,11 — R, f(x) = xarcsinx + V1—x2. Zeigen Sie, dass f differenzierbar in
x=-1und x =1ist,und dass f'(1)=Z, f'(-1)=-% gilfd

4Dies ist bemerkenswert, da arcsin und x — v/ 1 —x2 in 1 und —1 nicht differenzierbar sind.
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6. INTEGRALRECHNUNG

Data aequatione quotcunque
fluentes quantitates involvente,
fluxiones invenire; et vice versa.

Brief von Newton an Leibniz

Die Integralrechnung behandelt zwei Problemstellungen:

¢ Berechnung von Flacheninhalten.
o Inverse Operation zur Differentiation.

Wir gehen von der Problemstellung der Berechnung von Flacheninhalten aus. Zum Beispiel:
Problem: Berechne den Flacheninhalt einer Kreisscheibe vom Radius 1.

Es reicht, die Flache einer halben Kreisscheibe zu berechnen. Betrachte dazu f :[-1,1] — R, f(x) =
v1-x2. Die Halbkreisfliche ist der Flicheninhalt der Menge

{(x,y)eR?:x€[-1,11,0 < y < f(x)}.

\

Halbkreisflache als Ordinatenmenge Signierte Fliachenbereiche
von x— V1—x2 einer Ordinatenmenge

Wir wollen das Integral so definieren, dass es unserer Vorstellung von einem Flécheninhalt zwischen
dem Graphen und der x-Achse entspricht. Wenn die Funktion auch negative Werte annimmt, sollten die
Fldchenbereiche unterhalb der x-Achse negativ berechnet werden. So wird das Integral einer negativen
Funktion negativ sein, was auch verniinftig ist (z.B. wegen der gewiinschten Linearitdt des Integrals).
Wir definieren also das Integral als den signierten Flacheninhalt zwischen dem Graphen und der x-
Achse.

Sei f :[a,b] — R. Die Ordinatenmenge von f ist

Of ={(x,y) € R%:a <x < b, yliegt zwischen 0 und f(x)}.
Wir definieren den signierten Flacheninhalt schrittweise:

o Fiir konstante Funktionen f :[a,b] — R mit f(x) = ¢ fur alle x € [a, b].

 [ta,bIx[0,cl, ¢ >0,
" la, b1 x[¢,01, ¢ <0.
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Der signierte Flicheninhalt von O ist dann (b —a)-c. (Der echte Flacheninhalt ist (b —a)-[c],
d.h. Hohe mal Breite.)

o Fir stiickweise konstante Funktionen. Diese Funktionen sind so definiert: Es gibt eine Zerle-
gung a =x9 <X1...<Xp-1<x, =b von[a,b] so, dass fiir £ =1,...,n die Funktion f auf (x3_1,x3)
jeweils konstant mit dem Wert c, ist. (Uber die Funktionswerte f(x) in den Teilpunkten wird
nichts gefordert). Solche Funktionen heilen Treppenfunktionen (TF). Dann ist Of eine disjunk-
te Vereinigung der Rechtecke

(xp-1,%2) x[0,c],c >0
(x_1,x3) x[c,0],c<0

und der Segmente {(xz,y) : yliegt zwischen 0 und f(xz)}.

Co¢—————— —— — — — — —

———- ————-9C1

a=Xx9 X1 X9 Xe = b
C4 ¢
Cs ¢

Da

- Segmente den Flacheninhalt Null haben sollen,
— der Flacheninhalt einer disjunkten Vereinigung gleich der Summe der Einzelflicheninhal-
te sein soll,
definieren wir den signierten Flicheninhalt von Of als

n
cplxp —xp-1).
k=1

e Fiir Funktionen, die durch Treppenfunktionen approximierbar sind. Fiir eine solche Funktion
f gibt es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ so, dass der Graph von ¢ zwischen den Graphen
von f —¢eund f + ¢ liegt. Solche Funktionen f heiflen Regelfunktionen (RF). Der Flacheninhalt
wird dann durch einen Grenzwertprozess fiir ¢ — 0 definiert.
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Programm:

o Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen,

¢ Definition des Integrals fiir Regelfunktionen,

o Charakterisierung von Regelfunktionen,

o Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Integration ist in gewissem Sinne die inver-
se Operation zur Differentiation),

o Integration rationaler Funktionen,

¢ uneigentliche Integrale.

6.1. Das Integral von Treppenfunktionen.

6.1.1. Definition. Eine Funktion ¢ :[a,b] — C heillt Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z =
{x0,..., 2z} mita =x9 <x1 <...<xp,-1 <x, =b von [a,b] gibt so, dass ¢ fiir jedes k= 1,...,n auf (xz_1,xz)
jeweils konstant ist. Uber die Funktionswerte ¢(x;) in den Teilpunkten wird nichts gefordert. Notation:
T([a,b]) :={p:[a,b] — C : ¢ Treppenfunktion}.

6.1.2. Lemma. T([a,b]) ist ein C-Vektorraum. Fiir ¢,y € T([a,b]) gehioren auch ¢y, |¢| zu T([a,b]). Sind
@, reellwertig, so sind max{p,w} und min{p,w} Treppenfunktionen.

Fir ¢ € 7([a,b]) und Z wie oben setzen wir:
n
Iz((p) = Z cr(xp —xp—1)
k=1

6.1.3. Lemma. Ist ¢ € T([a,b]), so ist I7(p) unabhdingig von der Wahl von Z.

6.1.4. Definition. Sei ¢ € T([a,b]), Z = {xo,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] mit ¢(x) = ¢} € C fur alle
x€(xp_1,xp), k=1,...,n. Dann heif3it

b n
f px)dx:=17(p):= ) cpla —xp-1)
a k=1

das Integral von ¢ iiber [a,b]. Nach Lemma[6.1.3]ist das Integral wohldefiniert.

Notationen:
b b
(i) Wir schreiben auch f @dx statt f px)dx.

(i) Fir f:[a,b] — C set%en wir ||l :=a||f||[a,b] 1= SUPye(q ] |f (x)] (Supremumsnorm).
6.1.5. Lemma. Seien ¢,w € T([a,b]) und a,f € C. Dann gilt:
b b b
@) f (ap+ py)dx = af (pdx+,6f wdx (Linearitidt)
a a a

b b
(i) f pdz| < f lpldx < (b—a)llgll (Beschranktheit)
a a
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b b
(iil) @,y reellwertig, ¢ <y = f pdx < f wdx (Monotonie)
a a
b c b
@iv) cE(a,b):>f (pdxzf (pdx+f @ dx (Intervall-Additivitdt)
a a c

6.2. Das Integral von Regelfunktionen. Wie bestimmt man nun den Flicheninhalt bei ,beliebigen®
Funktionen? Wir betrachten nur solche Funktionen, die sich durch Treppenfunktionen gleichméBig
approximieren lassen. (Den dabei auftretenden Begriff der gleichméfligen Konvergenz von Funktio-
nenfolgen werden wir im néchsten Kapitel ausfiihrlicher untersuchen.)

6.2.1. Definition. Eine Funktion f :[a,b] — C heiit Regelfunktion, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine
Treppenfunktion ¢ € T([a,b]) gibt mit ||f — ¢l < g, d.h. |f(x) — @(x)| < € fir alle x € [a,b] (¢ weicht
nirgends mehr als € von f ab). Dann heif3t ¢ eine e-approximierende TF zu f.

Sei I € R ein beliebiges Intervall. Eine Funktion f : I — C heif3it Regelfunktion, falls fiir jedes kom-
pakte Intervall [a,b] c I die Einschrankung f'|i, 5] eine Regelfunktion ist.

Notation: R(I) ={f : I — C: f Regelfunktion}.

Sei f € R(la,b]). Eine Folge (¢,)nen von TF heifit eine approximierende Folge von TF fiir f, falls
If —@xnll = 0 fir n — co. (Eine solche Folge existiert immer, z.B. ¢, TF mit || f — ¢, || < % - Man sagt auch,
die Funktionenfolge (¢,) konvergiert gleichm&Big gegen f).

Bemerkung:

(i) Jede Regelfunktion f auf einem kompakten Intervall [a,b] ist beschrankt: Wahle eine TF ¢ €
T([a,b]) mit ||f — @l < 1. Jede TF ist beschriankt, also [¢] < co. Nach der Dreiecksungleichung fiir die
Supremumsnorm folgt £l = If —¢ + @l <If -l + el <1+ @l <oco.

(i) Ist (¢,), eine approximierende Folge von TF fiir £, so gilt ¢, (x) — f(x) fur alle x € [a,b] (d.h. (¢p)n
konvergiert punktweise gegen f) und |l¢, || — |f | fir n — oco.

6.2.2. Lemma. Die Menge R([a,b]) ist ein C-Vektorraum. Fiir f,g € R([a,bl) gehiren auch fg, |f| zu
R(la,b)). Sind f,g reellwertig, so sind auch max{f,g} und min{f, g} Regelfunktionen.

6.2.3. Beispiele. Es ist klar, dass Treppenfunktionen auch Regelfunktionen sind d. h. T([a,b]) € R([a,b])
In werden wir zeigen, dass auch stetige Funktionen und monotone Funktionen Regelfunktionen
sind.

6.2.4. Lemma. Sei [ € R([a,b]), und sei (¢,), eine approximierende Folge von TF. Dann gilt:
b
(a) lim f ¢n dx existiert,
n—oo a

b
(b) ,}l_.m f ¢n dx hdngt nicht von der Wahl der Folge (¢,,), ab.
©Ja

6.2.5. Definition. Sei [ € R([a,b]), und sei (¢,), eine approximierende Folge von TF. Wir definieren
das Integral von [ iiber [a,b] durch

b b b
ff(x)dx::f fdxzzrllinolof Qndx.

Nach Lemma [6.2.4] ist das Integral von f wohldefiniert. Weil dieses Integral fiir Regelfunktionen defi-
niert ist, nennen wir es auch Regelintegral.

Das von Leibniz eingefiihrte Integralzeichen [ ist ein stilisiertes S und soll daran erinnern, dass
das Integral (d.h. ,das Ganze®) der Grenzwert einer Summe ist. Auf einem Notizzettel vom 29. Oktober
1675 schreibt Leibniz: Utile erit scribi [ pro omn. ut [ pro omn. /, id est summa ipsorum [ (es wird
niitzlich sein, [ statt alle zu schreiben, wie [ anstatt alle , das ist die Summe der Werte [).

6.2.6. Beispiel. f:[0,b] — R, f(x) =x2. Fiir n € N sei
Zp=0<ib<2p<...<21p<p).
Fir x € [21b,£5) wihle ¢, (x) = (£b)?, ,(b) = b2. Dann ist

”f—(pn" :max{|(%b)2_(%b)2| :k: l,...,n} :bz_(nT_lb)Q



0.01.2012

70 ANALYSIS I-III, 2011/2013

(weil k2 —(k—1)2=2k-1<2n-1=n%—(n—1)?). Also ||f — ¢, | — 0 fiir n — co. Nach Definition folgt

k
[ o D s
31 1 n(rn+1)2n+1) 3 2 b3
_b —3 —:b _ = —
n—'oon 6 6 3

6.2.7. Lemma. Seien f,g € R([a,b]) und a,p € C. Dann gilt:
b b b
(1) f (af +Bg)dx = af fdx+ﬁf gdx (Linearitdt)

b b
(i) ( f fdx( < f F1dx < (b-a)lf ]| (Beschrinktheit)

b b
>iii) f,g reellwertig, [ gng fdx <f gdx (Monotonie)

@iv) Sei c€(a,b). Dann sind f(T[a,c] und ]gl[c,b] auch Regelfunktionen, und es gilt
b c b
f fdx= f fdx +f f dx (Intervall-Additivitdt)
a a [

a b a
6.2.8. Notation. Setze f fdx:=0und f fdx:= —f f dx falls b < a. Dann gilt
a b

a

b
fdx| <Ib-allf]
a

und [6.2.7](iv) fiir alle a,b,c € R (wenn f auf einem Intervall I mit a,b,c € I definiert ist).

6.3. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. In einem Brief an Leibniz schreibt
Newton ,but because I cannot proceed with the explanation of it now, I have preferred to conceal it
thus: 6accdael3eff7i319n404qrr4s8t12ux.“ Das Anagram bedeutet ,Data aequatione quotcunque flu-
entes quantitates involvente, fluxiones invenire; et vice versa“; in unserer Sprache: ,,Gegeben eine Glei-
chung mit mehreren Funktionen, finde ihre Ableitungen und umgekehrt“. Damit ist der Hauptsatz
gemeint.

Wir beginnen mit einer physikalischen Motivation und zeigen, wie der Ort einer Bewegung als In-
tegral dargestellt werden kann Wir betrachten einen Punkt, der sich entlang einer Geraden (x-Achse)
bewegt (siehe auch Beispiel 5.1.2/(4)). Sei x(¢) der Ort und v(¢) := x'(¢) =: 2(¢) die Geschwindigkeit des
Punktes zur Zeit . Ist v = v(¢) konstant, so befindet sich der Punkt zum Zeitpunkt #; > 9 am Ort
x(t1) = x(tg) + v - (t1 — to) (,Weg gleich Zeit mal Geschwindigkeit®).

Nehmen wir nun an, dass a und b zwei Zeitpunkte sind, und dass die Geschwindigkeit v : [a,b] —
R zwar variabel, aber eine stetige Funktion ist. Sei ¢ € [a,b] ein Zeitpunkt. Wir ermitteln den Ort
x(t), indem wir das Intervall [a,¢] in kleine Intervalle zerlegen, auf denen die Geschwindigkeit ,fast
konstant” ist. Dafiir betrachten wir eine approximierende Folge (v3) von TF mit |[v —vp| < 1/k. Sei
a=ty<t;<..<t,=teine Zerlegung von [a,t] mit vy = ¢; auf (¢;_1,¢;), j = 1,...,n. Wenn wir uns
vorstellen, dass sich der Punkt mit Geschwindigkeit v, bewegt, so befindet er sich zum Zeitpunkt ¢ am
Ort

n t
(6.1) xp(t) = x(a) + Z cjlxj—xj_1)= x(a)+f vp(s)ds.
j=1 @
Die Intuition besagt, dass x;(¢) gegen x(¢) strebt, wenn k2 gegen Unendlich strebt. Andererseits gilt
[fup(s)ds — [lv(s)ds fiir k — oo nach der Definition des Integrals. Durch Grenziibergang in @.I) er-
halten wir die Vermutung

t
(6.2) x(t) =x(a)+f x(s)ds

a

d t
Leiten wir (6.2) ab, so finden wir x(¢) = 7 f v(s)ds, also
a

d [t
(6.3) v(t)=afa v(s)ds

5Dies ist eine mathematische Idealisierung; physikalisch muss ¢ — x(¢) zweimal differenzierbar sein, damit man
von Beschleunigung sprechen kann. Die Geschwindigkeit soll also differenzierbar, insbesondere stetig sein.
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Wegen und (6.3) erweist sich die Integration als Umkehrung der Differentiation. Das ist im wesent-
lichen der Hauptsatz; wir mochten diesen streng beweisen. Die Formel (6.3) besagt, dass die Ableitung
des Integrals als Funktion der oberen Grenze das Integrand selbst ist.

6.3.1. Definition. Sei I cR ein Intervall und f : I — C. Eine Funktion F : I — C heiit Stammfunktion
von f, falls F' an jeder Stelle x € I differenzierbar ist mit F'(x) = f(x).

Wir mochten zunéchst die folgende Frage beantworten: Wie unterscheiden sich zwei Stammfunktio-
nen? Es gilt F| = F,, auf I, und nach dem Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung [5.4.1] existiert
CeCmitFi1=Fy9+C.

6.3.2. Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f : I — C eine stetige Funktion
auf einem Intervall I. Ein Punkt a € I sei fest gewdhlt, und fiir x € I setze man

Flx):= fxf(t)dt.

Dann gilt:

(i) F ist eine Stammfunktion zu [ auf I;
(ii) Ist @ eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so gilt fiir alle x € I:

X

f " P dt = D) - D) = @

a

d.h. ®=F +D(a).

Der Hauptsatz hat zwei Aspekte:

o Auf der theoretischen Seite besagt der Hauptsatz, dass wir aus der lokalen Kenntnis der An-
derung einer Funktion, d.h. ihrer Ableitung, die Funktion wieder zuriickgewinnen konnen. Da
die Naturgesetze als Differentialgleichungen formuliert sind, ist der Hauptsatz in gewissem
Sinne die Grundlage der gesamten Naturwissenschaft.

o Aufder praktischen Seite besagt der Hauptsatz, dass wir aus der Kenntnis einer Stammfunkti-
on das Intergral einer Funktion ohne Riickgriff auf Definition berechnen kénnen. Zum Beispiel:

b 3.p b3 b 1 1
X
fxzdx=—| =—, f dx =arctanx| =
0 0o 3 0 1+x2 0

NS

Wenn moglich, werden wir ein bestimmtes Integral nach diesem einfachen Verfahren berech-
nen. Darum ist es wichtig, Integrationsregeln kennenzulernen (partielle Integration und Sub-
stitutionsregel), mit denen Stammfunktionen aufgefunden werden kénnen.

6.3.3. Definition. Sei I c R ein Intervall und f : I — C eine stetige Funktion. Das unbestimmte Inte-
gral f f(x)dx von f bezeichnet entweder die Menge aller Stammfunktionen oder (reprisentativ) eine

bestimmte davon. Sei Fy eine feste Stammfunktion; dann gilt

ff(x)dxz{F0+C :CeC}=Fy+C.

Wir lassen iiblicherweise die Mengenklammern fort und schreiben f fx)dx=Fy+C.
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Funktion Stammfunktion
xa+1
f:Ry —C, f(x)=x%, fx“dxz +C
a+1
aeC~{-1}
1 1
f:Ic[R{\{O}—JR,f(x):; f;dleogleC
1
f:R—C, f(x)=e* fecxdxz—ecx+C
c
ceC~ {0}
fR—R, f(x)=sinx fsinxdxz—cosx+C
f:R—R, f(x)=cosx fcosxdx =sinx+C
Fr-LD—R, fx)= —— | L g inx+C
:(-1,1) — R, f(x)= x = arcsinx
V1-—x2 1-x2
FR—R, f)= — [ 15 dx=arctancrc
: — = = ar n
=TT 142 SETarcans

In der Definition des unbestimmtes Integrals [ f(x)dx = Fo + C, kann die Konstante C in verschieden
Formen geschrieben werden. Wesentlich ist, dass C die ganze Menge C lauft. Die Konstante C kann
logC, C € R, oder aC, mit a # 0 fest C € C, oder C; + C2, wobei C1,Cy € C. Wegen der Definition
der Stammfunktion (und fiir bestimmte Integrale auch wegen des Hauptsatzes) kann jede formale
Differentiationsregel in die Integralrechnung iibertragen werden. Die Regeln (F +G) =F'+G', (AF) =
AF' ergeben

f(f+g)dx=ffdx+fgdx, f(af)dx:affdx(a;éO)

Diese Gleichungen sind Gleichungen zwichen Mengen von Funktionen. Falls F, G, H sind Stamm-
funktionen von f, g, f + g, ist die Gleichung F + G = H i. A. falsch. Geben Sie ein Gegenbeispiel! Eine
Anwendung der obigen Regeln ergibt z. B.

xn+1 X" x2
f(anx” Yan_16" T+ . +aix+ag)dx=a, +ap-1—+...+a1— +aox+C.
n+1 n 2

Die Produktregel wird zur partiellen Integration.

6.3.4. Satz (Partielle Integration). Seien u,v : I — C stetig differenzierbar. Dann ist auch uv stetig
differenzierbar, und es gilt

b b b
fuv'dx=uv—fu'vdx, d.h. f uv' dx =uv —f v'vdx, firallea,bel.
a a a

Damit wird das Integral teilweise (partiell) gelést. Man versucht also, den Integranden als u’v zu schrei-
ben, so dass das aus der partiellen Integration resultierende Integral leichter zu berechnen ist. Dabei
bestimmen wir u aus u'; das ist auch eine Integration.

Beispiel: Berechne [cos” xdx fiir n > 2. Wir setzen cos™x = cosxcos™ ' x = u'v, wobei u'(x) = cosx und
v(x) = cos” x. Dann gilt u(x) = sinx und v'(x) = (n — 1)cos” 2 x(-sinx). Nach Verwendung der Formel
sin®x = 1 —cos?x folgt:

n-1

1 _ . n-1 _
fcos”xdxz —cos” 1xsmx+—fcos” 2xdx.
n n
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und analog:

. 1. .- n-1/(  ,_
fsm”xdx:——sm” Lxcosx+ fsm" 2xdx.
n n

Anwendung auf das Wallissche Produkt. Nach dem Hauptsatz gilt

1 I npn-17[%2 n-1

(6.4) I, :=f2cos”xdx= Zcos" lxsinx|® + —— cos" 2xdx=——1I, 9.
0 n 0 n 0 n
Daraus folgt
2n—1 2n-3 1 2n—1 2n-3 1 =&
Is, = N e Z
(6.5) 2n 2n-2 2 2n  2n-2 2 2
7 B 2n 2n-2 2 7= 2n  2n-2 2 1
T on+1 2n—-1 3 ' 2n+1 2n-1 3
Wir definieren die Wallissche Folge (w;),>1 durch
2-24-4 2n-2n
6.6 _E—— =
6.6 Yn T 1335 @n-1@n+ 1)
Dann ist
w. = Lent1 T
" Iy, 2
Aus Iz—zl — 1 folgt nun die Wallissche Formel
b/ 2-24-4 2n-2n
—=lm —— ... ——— | (Wallis 1655).
2 A T35 @noD@nrD) | Valis 1655

Die Kettenregel der Differentialrechnung liefert die Substitutionsregel der Integralrechnung.

6.3.5. Satz (Substitutionsregel). Seien I,J Intervalle in R, sei f : I — C stetig und ¢ : J — I stetig
differenzierbar. Dann gilt:
(1) Die Funktion (f o )¢’ ist stetig, und fiir jede Stammfunktion F :I — C zu f gilt

f(fO(p)(t)(p’(t)dt —Fop+C=: ff(x)dx|

x=ep(t)
(i) Ist ¢ bijektiv mit ¢' # 0 tiberall in J, und ist H eine Stammfunktion von (f o@)¢’, so ist Hop™!:
I — C eine Stammfunktion von [, und es gilt
ffdx:HO(p_l+C::f(f0(p)(t)(p,(t)dt‘ L

t=p~1(x)

(ii1) Fiir alle a,B € J gilt
B , @(p)
[ roowwai= " reax.
@ @(a)

6.3.6. Beispiele. (1) Der Fall, dass das Integrand die besondere Form (f o ¢)(x)¢'(x) hat.
1
Aufgabe: Gesucht wird eine Stammfunktion von g:(1,00) — R, g(x) = ﬁ Betrachte ¢ : (1,00) —
xlogx

(logx)
logx a

1
Ry, p(x)=logx und f: Ry — Ry, f(y) = ; Aus g(x) = (f o p)(x)'(x) folgt

1 1
f dx=f(f0(p)(x)(p'(x)dx=ff(y)dy| =f—dy‘
xlogx y=p(x) y y=p(x)

=logy| ~ +C=log(logx)+C.
y=logx

Es ist zweckmaBig, das Differential einer differenzierbaren Funktion ¢ einzufiihren; es ist der formale
Ausdruck d¢ = ¢(x)dx. Spater werden wir das Differential als Differentialform definieren. Formal geht

man SO vor:

Setze y = ¢(x); dann dy = ¢'(x)dx und f(p(x))¢'(x)dx = f(y)dy.
Evaluiere F(y) = ff(y)dy.
Substituiere y = (x) in F(y) und erhalte f Flp)) @' (x)dax = F(p(x)) + C.
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(2) Das Integrand liegt oft nicht in der angenehmen Form (f o)(x)¢'(x) vor. Man versucht dann, eine ge-
eignete Substitution x = ¢(¢) zu finden, durch die das Integral [ f(x)dx in ein leichter zu berechnendes
Integral [(f o @)(x)¢'(x) iibergeht.

Aufgabe: Wir suchen eine Stammfunktion von f :(—1,1) — R, f(x) = V1 —x2. Betrachte ¢ : (—%, %) —
(-1,1), ¢(¢) = sint (dann ¢'(¢) = cost # 0). Es gilt

f(fO(P)(t)(p'(t)dtzfv 1—sin2t-costdt=flcostlcostdtzfcos2tdt

1
= §(sintcost+ t)+C, daher

t=arcsinx

1 1
= 3 [x\/ 1-sin?(arcsinx) + arcsinx] +C = 3 [x\/ 1-x2+ arcsinx] +C.
Formal geht man so vor:

Setze x = ¢(¢); dann dx = ¢'(¢)dt und f(x)dx = f(e@) @'(t)d¢.
Evaluiere H(t) = f Fl@®)g'(dt.
Substituiere t = ¢~ }(x) in H(¢) und erhalte ff(x)dx =H(p Yx)+C.

1 1
ffdx = E(sintcos t+ t)| +C = E[x cos(arcsinx) +arcsinx]+ C

Anwendung auf die Berechnung des Fldacheninhalts des Kreises.

Sei F:[-1,1]— R, F(x) = %[x\/ 1-x2 + arcsinx]. Dies ist eine stetige Funktion auf [-1,1] mit F' = f
auf (—1,1). Der Differenzierbarkeitsatz[5.4.7]impliziert, dass F auch in x = 1 und x = —1 differenzierbar
ist und F'(1) = f(1) und F'(-1) = f(-1), d. h. F ist eine Stammfunktion von f auf [-1,1]. Daraus und
aus dem Hauptsatz folgt

1 1 1
f \/1—x2dx=%(x\/l—x2+arcsinx)‘ 1:%arcsinx‘ .
-1 -

= %[arcsinl—arcsin(—l)] = %(g + g) = g .
Der Flacheninhalt des Halbkreises vom Radius 1 betragt somit 7/2 . Der Fldcheninhalt des Einheits-
kreises betragt also 7. Fiir einen Kreis vom Radius r betrachtet man den in der oberen Halbebene
liegenden Teil des Kreises als Graph der Funktion f : [-r,r] = R, f(x) = Vr2 —x2. Mit der Substitution

x = rsint berechnet man wie oben, dass der Flicheninhalt nr? betrégt.

6.4. Charakterisierung und Eigenschaften der Regelfunktionen. Wir geben nun eine schéne
Charakterisierung der Regelfunktionen an, die viel einfacher zu iiberpriifen ist als die urspriingliche
Definition.

6.4.1. Satz. Die Funktion [ :[a,b] — C ist eine Regelfunktion genau dann, wenn f an jeder Stelle
einseitige Grenzwerte besitzt, d.h. genau dann, wenn fiir alle x € [a,b) der Grenzwert f(x+) =limy . f(¢) €
C und fiir alle x € (a,b] der Grenzwert f(x—)=1im; . f(t) € C existiert.

Diese Charakterisierung gilt auch fiir Regelfunktionen auf einem beliebigen Intervall I c R.

6.4.2. Folgerung. Ist f :[a,b] — C stetig, so ist f eine Regelfunktion. Ist f :[a,b] — R monoton, so ist
f eine Regelfunktion.

An einer Stetigkeitsstelle x einer Funktion f sind die einseitigen Grenzwerte gleich dem Wert f(x)
(wenn x ein Endpunkt des Intervalles ist, betrachten wir nur den einseitigen Grenzwert). Mit Blick auf
Satz[6.4.1lfragen wir uns: Wie viele Unstetigkeitsstellen kann eine Regelfunktion haben? Die Antwort
liefert der nachste Satz.

6.4.3. Satz. Jede Regelfunktion f :[a,b] — C ist stetig mit Ausnahme hichstens abzdahlbar vieler Stel-
len, d.h. es gibt eine hichstens abzdhlbare Teilmenge A c [a,b], so dass f an jeder Stelle x € [a,b] \ A
stetig ist.

6.4.4. Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion, und es sei
g:la,b] — R eine Regelfunktion mit g > 0 oder g <0 auf'la,bl. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

b b
ff(x)g(x)dx:f(é)-f glx)dx.
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Im Spezialfall g =1 folgt, dass es ein ¢ € [a,b] gibt mit

b
f fx)dx=f()b-a).

6.5. Hohere Ableitungen. Die Taylorformel.

6.5.1. Definition. Sei I ein Intervall, xo €I und f :I — C. Sei n € Np.
(i) Wir definieren den Begriff der n-maligen Differenzierbarkeit und die n-te Ableitung f™(xq) = ZZ (xc0)

rekursiv, und zwar wie folgt:

(0) Jede beliebige Funktion f heiBt 0-mal differenzierbar. Die 0-te Ableitung wird durch @ := f defi-
niert.

(1) Fur n =1 sagen wir, dass [ in x9 € I 1-mal differenzierbar ist, falls f in x¢ differenzierbar ist. In
diesem Fall ist die erste Ableitung von [ in xg als fP(xo) := f'(x0) definiert.

(2) Sei n € N, n > 2; wir nehmen an, dass der Begriff der (n — 1)-maligen Differenzierbarkeit und die
(n — 1)-te Ableitung schon definiert sind. Die Funktion f heifit n-mal differenzierbar in xg, falls es
€ >0 gibt, so dass f in jedem Punkt von (xo — €,x0 + €) NI (n — 1)-differenzierbar ist und die Abbildung
FOD:(xg—e,x0 +€) NI — C, x — f* D(x) in xy differenzierbar ist. Die n-te Ableitung von f in x ist
dann durch f™(xg) := (F® V) (x() definiert.

Klassische Notationen: f = £/, f@ = (£ =:f", f® =(f") =: f".

(i1)) Wenn f n-mal differenzierbar in allen x € I ist, so sagen wir, dass f n-mal differenzierbar ist. Die
Funktion f™ : T — C heiBt die n-te Ableitung von f.

f heiBt unendlich oft differenzierbar, wenn f fiir jedes n € N n-mal differenzierbar ist.

(iii) f heiBt n-mal stetig differenzierbar, wenn f n-mal differenzierbar und f™ : I — C stetig ist.
(iv) Wir fithren fir n € Ny die folgenden Mengen ein:

C*(I):={f :I — C: f ist n—mal stetig differenzierbar}

C®W):={f :I — C: f unendlich oft differenzierbar}.

Insbesondere ist CO(I) = {f : I — C: f stetig}, und es gilt
C®(I) = Npen C* (D).

6.5.2. Beispiel.
(1) Jedes Polynom P : R — R gehért zu C°(R), und P™ = 0 fiir n > grad(P).
(2) Sei s € R. Die Funktion f :(0,00) — R, x — x* ist unendlich oft differenzierbar. Es gilt fiir alle n € N

und alle x > 0:
d\n s| o
—_— = ' s—n

(8) Die Funktionen exp,sin,cos : R — R und log: (0,00) — R sind unendlich oft differenzierbar.
Fiir n € N und beliebiges ¢ € R ist
d
(—)necx =c"e® firallexeR,

dx
sinx, n=4%k
n cosx, n=4k+1
(—) sinx = fiir alle x € R,

—sinx, n=4k+2

—cosx, n=4k+3

1
(i)"logx —(-1)" Y n-1)!— firallex>0.
dx xn

(4) Die Funktion (5.7 liegt in C*°(R). Man zeigt namlich durch Induktion iiber n € N, dass f n-mal
differenzierbar ist und dass
Pa(p)e™™, x>0,

0, x<0,

RO {

wobei P, ein Polynom vom Grad 3n ist. Dabei benutzt man die Folgerung [5.4.7]
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Sind f,g : I — C n-mal differenzierbar, so sind auch f + g und f - g n-mal differenzierbar, und es gilt:

(Fra™=FfMigm (£.9"™ = i (Z)f(k)g(n—k)‘

k=0
Die letzte Formel heillit Leibnizsche Produktregel. Daraus folgt, dass fiir jedes Intervall I ¢ R und
alle £ € NU {oo} die Menge C*(I) eine C-Algebra ist.

Dariiber hinaus beweist man durch Induktion die folgenden Varianten der Sitze[5.2.3]und

o Die Komposition n-mal (stetig) differenzierbarer Funktionen ist n-mal (stetig) differenzierbar.
e Ist f: I — R stetig, streng monoton und n-mal differenzierbar in xq € I mit f'(xg) # 0, so ist die
Umkehrfunktion g : f(I) — R n-mal differenzierbar in yg := f(xo).

Aus Satz [5.6.7] wissen wir, dass eine in xg € I differenzierbare Funktion f : I — C die Form f(x) =
f(x0) + f'(xp)(x — x0) + p(x) hat, wobei p : I — C die Bedingung limy—yy = p( ) = 0 erfullt. Dies bedeutet,
dass f in der Néhe von x¢ durch eine lineare Funktion (Polynom vom Grad Eins) approximiert werden
kann. Inwieweit kann f durch Polynome héherer Ordnung approximiert werden?

Um die Form des approximierenden Polynoms zu erraten, betrachten wir zunéchst den Fall, dass f
selbst ein Polynom f(x) =Y} _ ap(x— x0)* vom Grad n ist. Wegen

W oy = k(= 1) (k= j + D(x—x0)* ™/ = ghiyx —xo)* ™/, j<k,
x 0, j>k
sind diese Ableitungen an der Stelle x( alle gleich Null, nur die k2-te Ableitung hat den konstanten Wert
k. Die hoheren Ableitungen (j > k) verschwinden wieder samtlich. Daher folgt fiir alle % € {0,...,n}:
f®xo) = klay.
Man kann die Koeffizienten von f also aus den héheren Ableitungen von f berechnen und erhilt:

n p(k)
fx)=Y f k(fCO)(x—xo)k.
im0 k!

6.5.3. Definition. Sein €N, und sei f : I — C n-mal differenzierbar. Zu x¢ € I assoziieren wir das n-te
Taylorpolynom zu f mit Entwicklungspunkt xg:

(k)
f (xo) — % )k )

1 1 L
Ton () = f(x0) + 7 fl(xo)(x —x0) +...+ ~ FP(x0)(x — x0)" = Z

Das konstante Polynom 7', o(x) = f(x0) heifit 0-tes Taylorpolynom.
Um festzustellen, wie gut das Taylorpolynom die Funktion in der Néhe des Punktes x( approximiert,
miissen wir den Fehler oder das n-te Restglied

Rxo,n(x) = f(x) - Txo,n(x)
abschétzen. Die Taylorformel ist nichts anderes als die triviale Gleichheit f(x) = T, »(x) + Ry, n(x) zu-

sammen mit einer niitzlichen Formel oder Abschitzung fiir das Restglied Ry, ,(x).

6.5.4. Satz (Taylorformel mit Integralrestglied). Es sei I c R ein Intervall, n € Ng, f € €""1(I) und
x0,x € I. Dann gilt

(x—
() F(2) = Ty )+ f @D g gy
Diese Formel heifst Taylorformel mit Integralrestglled.
6.5.5. Satz (Taylorformel). Es sei I c R ein Intervall, n € Ny, f € €"*(I) und xo € I. Sei p € N mit
1< p<n+1l Dann gibt es zu jedem x € I \ {xo} ein ¢ zwischen x und xo mit
(x = &P (x —x0)P

nlp
(Schlomilch-Form des Restgliedes oder Restglied von Schlomilch); es gilt also :

(x =" P Hx —x)?

nlp

D)

Rxo,n(x) =

6.7) F(x) = Trpn(x) + £

(Taylorformel mit Schlomilch-Restglied).
Fiir p =1 ergibt sich die Cauchy-Form des Restgliedes oder Restglied von Cauchy :

6.8 Ry n(x) = Wﬂ““(a
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Fiir p=n+1 ergibt sich die Lagrange-Form des Restgliedes oder Restglied von Lagrange :
(x— xo)n+1
(n+1)!

6.5.6. Satz (Qualitative Taylorformel oder Formel von Taylor-Young).
Es sei I c R ein Intervall, n € Ny, f € €"(I) und xo € I. Dann ist Ry, n(x) = o((x —x0)") fiir x — xo, d.h.

Rxo,n(x)z f(n+1)(f)-

f(x) =Ty n(x)+0((x—x0)") fiir x — xg.
Mit Hilfe der Taylorformel kénnen wir ein umfassendes Extremwertkriterium angeben:

6.5.7. Satz (dritten hinreichendes Extremwertkriterium). Sei f : I — R n-mal differenzierbar in x¢ € I.
Es gelte f'(x0) = f"(x0) = ... = f" D(xg) = 0, aber f™(xq) # 0.
(i) Ist n ungerade, so hat f kein lokales Extremum in xo.

(ii) Ist n gerade, dann gilt: f™(x0) > 0= x ist lokales Minimum,
’ . FP(xo) < 0= x ist lokales Maximum.

Beispiel: Sei f :R— R, f(x) =e*+ e +2cosx. Der Punkt x¢ = 0 ist ein kritischer Punkt fur f, da
f(x) = e* —e™* — 2sinx in xg = 0 verschwindet. Ferner gilt:

f'x)y=e"+e*—2cosx, f"(0)=0;
f"(x)=e"—e*+2sinx, f"(0)=0;
FP)=e*+e*+2cosx, FP0)=4.

Da die erste Ableitung, welche nicht verschwindet, von gerader Ordnung ist, liegt ein Extremwert vor.

Dieses ist ein Minimum wegen f4(0) > 0. 30.01.2012

6.6. Uneigentliche Integrale.

6.6.1. Definition. Sei —co<a <b < co.

(i) Ist a > —oco und f :[a,b) — C Regelfunktion, so setzen wir

b B
faf(x)dxzz}ii}l},fa fx)dx,

b
falls dieser Grenzwert existiert. In diesem Fall sagen wir, dass f f(x)dx konvergiert; ein Integral
dieser Form hei3t uneigentliches Integral. ¢
(i1) Analog fiir b < oo, f :(a,b] — C Regelfunktion:

b b
ff(x)dx::li{llf f(x)dx,

falls dieser Grenzwert existiert.

(>iii) Ist £ : (a,b) — C Regelfunktion, so wahlen wir c € (a,b) und setzen

b c B
f fx)dx = limf f(x)dx+limf fx)dx,
o aN\aJa B/bJe
falls diese beiden Grenzwerte existieren.

b b
(iv) Konvergiert f |f(x)|dx, so heilit f f(x)dx absolut konvergent.
a a

Beispiele:

00 B
(l)f e *dx=1, dennf e_xdxz—e_x|§=l—e_ﬁ—>1fﬁrﬁ—>oo.
0 0
. _ . b B .
(2) f sinx dx existiert nicht, denn f sinxdx = —cosx|0 =1-cos 8 hat keinen Grenzwert fiir f — co.
0 0

® ]
3) f — dx konvergiert genau dann, wenn Res > 1. In der Tat:
1 x

1 1 5 1 pb=s
o 1 - > |1= - , S
—dx = s—1 x5-1 s—1 s-1

#1,

logac|'§i =logp,s=1.
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pl=s = pl-Res . pillogHIms konyergiert fiir f — co genau dann, wenn Res > 1. Es gilt also:

1 1
f —dx=—— firRes>1]|.
1 1

11
4) f — dx konvergiert genau dann, wenn Res < 1 und
0 X

11 1
f —dx=—— firRes<1]|.
0 S

x$ 1-
(5) e d d ’ d t d d ¢ m
f—oo1+x2 x =, ennf0 e x—arcanﬁ—»— B — oo un f i x = -arctana — _,
a —" =30
Bemerkung:

(a) In (iii) ist die Existenz der Grenzwerte und der Wert der Summe unabhéngig von der Wahl von
¢ (Intevall-Additivitat).

b
(b) Ist f :[a,b] — C eine Regelfunktion, so bedeutet f f(x)dx in der obigen Definition nichts
a
b b x
Neues, denn z.B. limﬁ_,bf fx)dx =f f(x)dx, weil F :[a,b] — C, F(x) =f f(t)dt stetig ist.
a a a

6.6.2. Satz (Cauchy-Kriterium fiir Funktionengrenzwerte). Sei f: D — C, und sei zq € C ein HP von D.
Die Funktion f hat einen Grenzwert lim, ., f (z) € C genau dann, wenn es zu jedem € > 0 eine Umgebung
U von zq gibt, so dass fiir alle z,w € U N (D ~{zo}) gilt: |f(z) - f(w)| <E&.

b b
6.6.3. Satz. Konvergiert f f(x)dx absolut, so konvergiert f f(x)dx.
a a

Dies ist eine Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Funktionsgrenzwerte wegen

faﬁlfdx—faﬁzfdx|:|fﬁ fda| < |f/j IFldx| = Lﬁllfldx—faﬁ2|f|dx‘_

6.6.4. Satz (Majorantenkriterium fiir das uneigentliche Integral). Seien f :[a,b) — C und g:la,b) —
b

b
R Regelfunktionen mit |f| < g. Falls f
fiir (a,b), (@,b)). ’

g(x)dx konvergiert, so konvergiert f f(x)dx absolut. (Analog

a

Beispiel (6): GauBBsche Felherintegral (I). Wegen e < e™* fiir x > 1 und Beispiel (1) implizert
das Majorantenkriterium, dass das Gaufische Fehlerintegral f = e dx konvergiert. Dieses Integral
spielt eine bedeutende Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie. °

Beispiel (7): f > sin

dx konvergiert.

sinx

«(0,1]3x— 22 dx.

1
ist stetig nach 0 fortsetzbar (mit Wert 1), also konvergiert f
0

00
. f S dx konvergiert: Es gilt
1 X

fﬁ sinx dx —cosx‘ﬁ_fﬁ cosx da = cos 8 B cosl _fﬁ cosx dx.
1 1 1

x x I x2 B 1 x2

cosx 1 1
Nun limg_q, csf — 0 und | — und — dx konvergiert.
B =2 1 %2
(o0}
Bemerkung: f & dx konverglert nicht absolut!
0o X

6.6.5. Satz (Grenzwertkrlterlum) Seien f :la,b) — C und g :la,b) — R, Regelfunktionen, und es

existiere lim, - =—. Wenn f g(x)dx konvergiert, so konvergiert auch f f(x)dx absolut.

g(x)

(o0}
Beispiel (8): Das Integral I'(s) = f x*“Le ™ dx konvergiert fiir Res > 0. Die Funktion
0

o0
(6.9) [:{s€C:Res>0}—C, F(s)zf e dx
0

heiit Eulersche Gammafunktion.



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 79

1 1
. f x*"te™* dx konvergiert: [x* e *| < xR~ und —Rs; @« konvergiert fiir Res > 0.
0 0 X

(o0}
. f x*Le *dx konvergiert: Wende das Grenzwertkriterium mit g :[1,00) — R, g(x) := e % an; dann
1

xs—le—x
e—x/2

S 0o
=x5"1e™2 — 0 fiir x — 0. AuBerdem f e 2 dx =22 L= 2¢712,
1

gilt
6.6.6. Satz. Die I'-Funktion erfiillt die folgenden Eigenschaften:
(a) T(s+1)=sI(s),
(b) I'(1)=1,
(c) T(n)=(n-1

6.6.7. Satz (Integralkriterium fiir Reihen-Konvergenz). Sei f :[m,00) — [0,00), m € N eine monoton
fallende Funktion. Dann gilt
n n+l
o< lim [ Y r- [ fwds| < fom.
n—oo k:m

m

Insbesondere konvergiert Y 1>, f (k) genau dann, wenn f f(x)dx konvergiert.
m

6.6.8. Beispiel (Abschitzung fiir die Zeta-Funktion). f :[1,00) — R, f(x) = xis, s> 0ist monoton fallend.
Nach dem Integralkriterium gilt:
> 1 ) 1 .
f —dx konvergiert genau dann, wenn Z — konvergiert.
1 x5 a1 1’
Wir wussten schon, dass beides genau dann zutrifft, wenn s > 1 ist (siehe Beispiel 3.2.6). Nun aullerdem:
© 1

Mit {(s) =357 # gilt 0 < ((s)—f — dx < f(1)=1. Daraus folgt

1 X

1 s
<1+ ——=—.
O s—1 s-1
Fiir s = 1 erhalten wir die Existenz des Limes

) no1 n+l1 ) n o1 ) noq
Jim (% - [ )= fim (X 7 - togtn+ ) = Jim [ 3 5 ~logn) <.

Dies bedeutet, dass die Partialsummen der harmonischen Reihe wie logn anwachsen. Die Zahl y heif3t

Eulersche Konstante und betrigt approximativ 0,57721.... Es ist unbekannt, ob y eine rationale oder
eine irrationale Zahl ist.

6.7. Ubungen.

6.7.1. Aufgabe. Sei b > 1. Berechnen Sie flb %dx aus der Definition des Integrals, ohne den Hauptsatz
und Thre Kenntnis einer Stammfunktion zu f(x) = % vorauszusetzen. Benutzen Sie dazu die Untertei-

lungen 1< bi <br <...<b"" <b des Intervalles [1,b].

6.7.2. Aufgabe. Zeigen Sie durch Betrachtung geeigneter Integrale fab fx)dx:
(a) limn_,oonk—ﬂl(lk +2k 4 +nk) = k—}d fir £ € Ny

(b) limn_,oo(ﬁ + ﬁ +...+ %) =log2

6.7.3. Aufgabe. Sei f € R([a,b])

(i) Sei f :[a,b] — C eine Funktion, die mit f auBerhalb einer endlichen Menge von Punkten
iibereinstimmt. Zeigen Sie, dass f € R([a, b)) gilt.
(i1) Sei L >0, und sei A c[a,b] eine endliche Menge so, dass |f(x)| < L fur alle x € [a,b] \ A. Zeigen

b b
Ste, dass |f £ dx| gf Ifldx < L(b —a) gilt.
a a
6.7.4. Aufgabe. Zeigen Sie: Falls es zu einer Regelfunktion f : I — R eine Funktion F: I - Rmit F' = f
gibt, so ist f stetig (Tipp: Hauptsat?@).

6Ein anderer Beweis folgt aus den folgenden Aussagen: F' hat die Zwischenwerteigenschaft (Aufgabe B.7.2),
f hat nur Unstetigkeitsstellen erster Art (Satz[6.4.1), und eine Funktion mit der Zwischenwerteigenschaft kann
keine Unstetigkeitsstellen erster Art haben (einfache Ubung).
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6.7.5. Aufgabe (Riemannsches Lemma).

b b
(a) Zeigen Sie, dass lim cos(yt)dt = lim sin(yt)dt = 0 ist.
lyl—ooJg [yl—o0Ja
(b) Sei f :[a,b] — C eine Treppenfunktion. Beweisen Sie
b b
(%) lim f f(&)cos(yt)dt = lim f f(@®)sin(yt)dt =0.
|yl—o00 Ja lyl—0c0 Ja

(c) Zeigen Sie, dass () auch fiir Regelfunktionen f € R([a,b]) gilt.

6.7.6. Aufgabe. (a) Sei arcsin:[-1,1] — R die Umkehrfunktion zu sin|_z 1] Finden Sie eine Stamm-

PR
funktion zu arcsin (Tipp: arcsinx = (x) - arcsinx). Verifizieren Sie:

1 : — b1 _ V3
f% arcsinxdx = 35 — %

(b) Finden Sie eine Stammfunktion zu log? : R, — R (Tipp: zweimal Tipp zu (a)). Verifizieren Sie:
JElog?(x)dx = 21n2(5).

6.7.7. Aufgabe. Beweisen Sie fir &,/ € Z mit |k| #|¢|:

2m 2m
f sin(kx)sin(¢x)dx =0, f cos(kx)cos(fx)dx =0,
0 0

21
f sin(kx)cos(fx)dx=0.
0

6.7.8. Aufgabe. Sei f :[0,y] — C stetig. Beweisen Sie:
Y, [¥n-1 Y2 o1 1 y -

fir n € N. (Tipp: Induktion. Fiir n = 1 ist die linke Seite als foy f(x)dx zu verstehen. Fassen Sie im
Induktionsschritt das innerste Integral als Funktion seiner oberen Grenze auf und wenden Sie die
Induktionsvoraussetzung auf die restlichen Integrale an.)

6.7.9. Aufgabe. (a) Seien a,b € R\ {0}. Bestimmen Sie [e®* cosbxdx auf zwei Weisen: (i) durch mehr-
malige partielle Integration, (ii) durch Einsetzen der Definition: cosz = %(eiz +e i),

(b) Bestimmen Sie [cos(logx)dx auf R, auf zwei Weisen: (i) durch mehrmalige partielle Integration,
(i1) mithilfe der Substitutionsregel und Teil (a).

6.7.10. Aufgabe. (a) Bestimmen Sie auf [-1,1] eine Stammfunktion zu v'1-x2 durch partielle Inte-
gration.

(b) Seien a,b > 0. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Ellipse, deren Rand durch die Gleichung
x%/a? + y?/b% = 1 gegeben ist. Betrachten Sie dazu z.B. den in der oberen Halbebene liegenden Teil
der Randkurve als Graph einer Funktion.

6.7.11. Aufgabe. Berechnen Sie mithilfe der Substitutionsregel die folgenden unbestimmten Integrale:

1
(a) f dx auf (0,1) und (1,00),
xlogx

Arsinh 6
®) fg sin xdx,
1+ 36x2

1
(c) fmdx auf Ry,
1

@ f a2cos2x + b2sin%x
6.7.12. Aufgabe. Sei f € €1([0,1]).

(a) Beweisen Sie die Identitit f(x)= [y f)du+ [fuf'@du+ [}w-1)f'wdu, x€[0,1].
(b) Folgern Sie, dass fiir alle x € [0, 1] gilt: |f(x)| < fol (IF@I+1f'@))du.

dx mita,beR\{0} (Tipp:y =tanx).

6.7.13. Aufgabe. (i) Zeigen Sie, dass die Dirichlet-Funktion (4.I) eine Regelfunktion ist.

(ii) Seien I, J Intervalle in R; sei f : I — J eine Regelfunktion und g : J — C stetig. Zeigen Sie, dass gof
eine Regelfunktion ist.

1
6.7.14. Aufgabe. Berechnen Sie f f(x)dx, wobei f die Dirichlet-Funktion (4.1 sei.
0
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b
6.7.15. Aufgabe. Es sei f :[a,b] — R eine Regelfunktion mit / > 0 und f f(x)dx =0. Dann ist f(xg) =
0 an jeder Stetigkeitsstelle xg von f. ¢

6.7.16. Aufgabe. Zeigen Sie, dass T, , das einzige Polynom P vom Grad héchstens n ist, das f(xo) =
P(xp), f'(x0) = P'(x0), ..., f™(x0) = P™(xp) erfiillt.

/2
6.7.17. Aufgabe. Seil, := f cos” tdt fiir n > 0, und sei (wy), >1 die Wallissche Folge (6.6). Zeigen Sie

0
fiir alle n > 2:
2 _ L n? 1
41 op 41 T 2T 42— 1) wyt

1
f A-xY"dx =Ign41
0

0o 1 /2 . on2
f() mdxzj(; sin tdtzlzn_z.

(Tip fiir das zweite Integral: Substitution x = cot¢ fiir ein eigentliches Integral und Grenziibergang.)

6.7.18. Aufgabe. Seil := f e dx das GauBsche Fehlerintegral. Zeigen Sie fiir n > 1:
0

o0 2 1
e "Wdx=—1I,
J v

1 1 9 oo 5 oo 1
f (l—xz)”dng e ™ dng e dng ——dx,
) 0 0 0o (1+x2)"

Mit den Bezeichnungen der Aufgabe[6.7.17] zeige fiir alle n > 2:

1
(6.10) " o, <P .~
2n+1 2n—-1 wp-1 4
Folgere
(o0}
6.11) 1:[ e‘xzdng
0

6.7.19. Aufgabe (Geschwindigkeitsverteilung in einem idealen Gas). Zwischen dem quadratischen Mit-
telwert § aus den Geschwindigkeiten der Molekiile eines idealen Gases und ihrem linearen Mittelwert

a besteht die Beziehung:
4a2
\/ x4e‘x2 dx.

i /2 sin(2n + 1)¢
SIY Jx = lim wm‘ ist.

n—aoo Jo

Zeigen Sie, dass = a\/g.

6.7.20. Aufgabe. (a) Zeigen Sie, dass f
0

1
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f :[0,7/2] — R mit f(¢) = — — —s fiir ¢ # 0 und f(0) = 0 stetig ist.
in

(c) Wenden Sie das Riemannsche Lemma auf f aus (b) an und leiten Sie her, dass

dt.

f"o sinx dee li ™2 gin(2n + 1)¢
x = lim _—
0 X n—oo Jo sint

s1n(2n+1)td f s1n(2n l)t
sint

 ginx b4
f dx=—.
0 x 2

6.7.21. Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe der Regel von I'Hospital:

(d) Zeigen Sie, dass fiir n € N gilt: f
0 sint

(e) Folgern Sie, dass

0, fallss<l1,
lim n¥(¥n-1)=
n—0oo oo, fallss>1
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6.8. Notizen: Der Riemannsche Integralbegriff. Das Integral, das wir in [6.2] eingefiihrt haben,
heiBit Regelintegral. Es ist einfacher als das gebréduchlichere Riemannsche Integral. Das Regelin-
tegral gentigt aber fiir praktische Belange. Fiir wichtige theoretische Belange brauchen wir das kom-
pliziertere Lebesgue-Integral (siehe Analysis III). Diese Integralbegriffe unterscheiden sich nur durch
die Klassen der jeweiligen integrierbaren Funktion; auf dem Durchschnitt dieser Klassen stimmen die
Integralbegriffe iiberein.

6.8.1. Definition. Sei Z ={a =x9 <x1 <...<x,-1 <X, = b} eine Zerlegung von [a,b]. Sei & € [x}_1,x2]
firk=1,...,n.
() Fir f :[a,b] — C heit ¥}, f($x)(xr — xx-1) die Riemannsche Summe zu f beziiglich der
Zerlegung Z und der Stiitzstellen ¢q,...,¢z.
(i) Die Feinheit von Z ist definiert als max{|x;, —x,_1|: k= 1,...,n}.
(iii) Eine Funktion f :[a,b] — C heillt Riemann-integrierbar, wenn es eine Zahl I € C mit der fol-
genden Eigenschaft gibt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir jede Zerlegung Z = {xo,...,x,}
mit Feinheit < § und fiir jede Wahl von Stiitzstellen &, € [x;_1,x]1 (R = 1,...,n) gilt:

Y FER)ap—xp-1)—1I| <e.
k=1

In diesem Fall heifit I := R- fab f(x)dx das Riemann-Integral von f.

6.8.2. Bemerkung.

(i) Die Riemannschen Summen sind eigentlich Integrale von TF': Ist eine Zerlegung von [a,b] wie
oben gegeben, so setze ¢ : [a,b] — C, ¢(x) = f(&) fur x € (xp—1,x¢) und definiere ¢ in den
Teilpunkten x;, beliebig. Dann ist fab pdx =37 f(Cr)(xg —xp-1) eine Riemannsche Summe.

(ii) Ist (Z,)n>1 eine Folge von Zerlegungen, deren Feinheit gegen Null strebt, und ist S, eine Rie-
mannsche Summe fiir f zur Zerlegung Z,, so gilt lim,, .., S, = R-fab fdx. Ist ¢, wie in (i) eine
TF mit [° ¢, dx =S,, so gilt lim, e, [° 9, dx = R- [ f dx.

(iii) In der Definition der Riemann-Integrierbarkeit verlangen wir nicht, dass die Folge (¢,) die
Funktion f geichmiBig approximiert, sondern dass fiir die ¢, aus (i) die Integrale ( f: ¥ndx)
stets gegen denselben Wert konvergieren, sofern die Feinheit der Zerlegungen gegen Null strebt.

6.8.3. Satz. Sei f € R([a,b]). Dann ist f auch Riemann-integrierbar, und

R-fabfdxzfabfdx.

Insbesondere konvergieren die Riemannschen Summen zu einer Zerlegungsfolge mit gegen Null konver-
gierender Feinheit gegen das Regelintegral von f.

Als Anwendung von Satz[6.8.3] ergibt sich ein sehr kurzer Beweis der Holderschen und Minkowski-
schen Ungleichungen fiir Integrale.

6.8.4. Definition. Sei f € R([a,b]) und p = 1. Die p-Norm von [ ist definiert als
b 1/p
o= ([ e ax)”.
a

6.8.5. Satz (Holdersche und Minkowskische Ungleichungen). Seien f,g € R([a,b]) und p,q € R, mit
117 + % =1. Dann gilt :

6.12) fab|fg|dx< £l gl

(6.13) If+glp <Iflp+lgly.

Fiir p=q =2 heifit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale.

6.8.6. Bemerkung. Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen ist echt gréfier als die Menge
der Regelfunktionen. Zum Beispiel ist die folgende Funktion Riemann-integrierbar, aber keine Regel-
funktion: f :[0,1] — R mit f(x) = cos(1/x) fiir x # 0 und f(0) = 0.

‘ {Regelfunktionen} & {Riemann-integriebare Funktionen} ‘
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7. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ

7.1. Motivation und Definition. Sei D < C. In Definition [4.2.1] haben wir definiert: Eine Folge von
Funktionen (f;)nen, frn : D — C konvergiert punktweise gegen [ : D — C, wenn lim,,_.o, f,(z) = f(2)
fiir jedes z € D gilt.

Fragen:

(1) Wenn alle f;, stetig bzw. differenzierbar bzw. Regelfunktionen sind, gilt dies dann auch fur die
Grenzfunktion f ?

(2) Darf man Grenzwertprozesse vertauschen? Gelten Gleichungen wie:

.1) lim £() = lim (lim f£,(e) = lim (lim f,(x)
X—X0 X—Xg n—00 n—00 x—x
4o i
(7.2) Ef(x)—dx(hmfn(x))—nlggo T
b b b
(1.3) [ rdx= [ tim fawdx= tim [ fuwadx?

7.1.1. Beispiele. (1) Seien f, :[0,1] — R, f,,(x) = x". Dann gilt

0,x€[0,1)
,x=1.

r}irgofn(x) =f(x)= {

Die Grenzfunktion ist nicht stetig! Die Gleichung (Z.I) gilt fiir x¢ = 1 nicht.

(2) Seien £, :[0,1]1 — R, f,,(x) = 1 {/x+ L. Fiir alle x € [0,1] gilt 0 < f,,(x) < fn(1) < 2, also limy oo fn(x) =

0 =: f(x) (sogar lIfy — f — 0). Es gilt £,(x) = 2- L(x+ L)a~1. Daraus folgt £,(0) = L= o
n"=3 — co. Also £/(0) # lim, —. f1(0) und stimmt nicht.

(3) Seien [, :[0,1] — R,

n

1 1
lim,, oo frn(x) =0 =: f(x), aber 1imn_,oof fndx=1#0 =f f dx also (Z.3) stimmt nicht..
0 0
7.1.2. Definition. Eine Folge (f};), von Funktionen f;, : D — C konvergiert gleichmdfig gegen f :
D — C,wenn | f, —fllp — 0 fiir n — oo, d.h.
Ve>0 dng=nole) Vn=ngle) VxeD: |fr(x)-fx)<e.

Eine Reihe ), > f» konvergiert gleichméfBig, wenn die Folge der Partialsummen gleichméBig konver-
giert.

7.1.3. Bemerkung. (i) Vergleichen wir die Definitionen der gleichméfigen und punktweisen Konver-
genz. Es gilt f,, — f punktweise in D wenn

VxeD Ve>0 3dng=nglx,e) Vn=nolx,e): |[fnlx)-fx)<e.

Der Unterschied ist die Position des Quantors Vx € D; deshalb hiangt der Index n(x,€) von x ab, wih-
rendessen ng(¢) in der Definition [7.1.2] hdngt nur von ¢ ab, nicht von x € D, d. h. ng(¢) und daher die
Konvergenz ist “gleichméfig in x € D”.
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(ii) In obigen Beispielen gilt: (1) ||, —fIl=1, @) Ifn=FI—=0,3) Ifn—Fl =n.
(ii1) In der Definition der Regelfunktion konvergiert (¢,) gleichméBig gegen f.

Fiir Funktionenreihen haben wir in Definition [4.2.3] auch den Begriff normale Konvergenz einge-
fithrt. Dies hat eine wichtige Rolle beim Beweis der Stetigkeit der Potenzreihen gespielt, darunter
Exponentialfunktion (siehe Folgerung [4.2.8).

7.1.4. Satz.
(a) Konvergiert eine Folge oder Reihe gleichmdflig, so konvergiert sie auch punktweise.

(b) Konvergiert eine Reihe normal, so konvergiert sie auch gleichmdfig.

Es gilt also fiir eine Funktionenreihe ) f:

‘ Normale Konvergenz = Gleichméfige Konvergenz = Punktweise Konvergenz ‘

aber

‘ Punktweise Konvergenz #- Gleichméflige Konvergenz # Normale Konvergenz ‘
Siehe auch Beispiel [7.3.4]

7.2. Vertauschungssiatze.

7.2.1. Satz. Konvergiert eine Folge (f,), stetiger Funktionen f, : D — C gleichmdfig gegen f : D — C,
so ist auch f stetig.

Daraus folgt: Ist },,>¢ f» gleichmé&Big konvergent und sind f;, stetig, so ist f := Y77 f, stetig. Wir
haben in Satz dasselbe fiir normal konvergente Reihen bewiesen (dies war eine stéirkere Voraus-
setzung). Wegen Satz[7.1.4] folgt Satz aus Satz[7.2.1]

Satz[7.2.T]besagt auch, dass (73D gilt fiir jeder Haufungspunkt x¢ € D von D.

7.2.2. Satz (Vertauschung von Grenzwert und Integration). Konvergiert eine Folge (fy,), von Regelfunk-
tionen f,, :[a,b] — R gleichmdfig gegen [ :la,b] — C, so ist auch f eine Regelfunktion, und es gilt

b b
ffdxzrtli_{&f fn(x)dx.

Beispiel (2) in §7.1]zeigt, dass diese Aussage nicht stimmt, wenn die f,, nur punktweise gegen f kon-
vergieren. Die Folge (f3,), ist hier nicht gleichmé&fig beschrinkt. Der Satz iiber dominierte Konvergenz
in der Lebesgue-Theorie des Integrals besagt, dass ff fdx =lim,_ ff fn(x)dx aber schon dann gilt,
wenn [, — f punktweise konvergiert und zusétzlich eine Lebesgue-integrierbare Funktion g (Regel-
funktionen sind z.B. Lebesgue-integrierbar) existiert mit |f,| < g fiir alle n.

7.2.3. Satz (Vertauschung von Grenzwert und Differentiation). Sei f;, :[a,b] — C, n € N mit den Eigen-
schaften:

(1) limy, oo fn = f punktweise,
(2) fn stetig differenzierbar,
(3) (f})n konvergiert gleichmdfig auf [a,b].

Dann ist f auch differenzierbar, und es gilt f' =lim, .o f;,.

Die wesentliche Voraussetzung hier ist (3), wie das Beispiel [[.1.7](2) zeigt: Dort konvergiert f, — f
gleichméBig, jedoch nicht £, — f'.

Wir kénnen sogar eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion als gleichmifigen Limes von
stetigen Funktionen konstruieren, siehe Ubung[7.5.6] Fiir mehr dazu siehe [24] S. 353, 359].

7.3. Potenzreihen und analytische Funktionen. Sei }.,>(a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius R >0, wobei a, € C und x € R. Wir wissen, dass },,>¢a,x" konvergiert in (-R,R) und divergiert
auf R\[-R,R]. Wir wissen auch (Satz[4.2.5), dass die Potenzreihe konvergiert normal (also auch gleich-
miBig wegen Satz[.1.4](b)) auf [-r,r], fiir alle 0 <r <R.

7.3.1. Lemma. Hat } ,>0a,x" den Konvergenzradius R, so haben die durch gliedweise Differentiation

bzw. Integration entstehenden Potenzreihen Y ,>¢ na,x" ' und Xn>0 ﬁanx”+1 den Konvergenzradius
R.
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7.3.2. Satz (Vertauschbarkeit von Integration und Summation bei Potenzreihen).
Seien Y., >oanx" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >0, und es seien a,b € (-R,R). Dann ist die
Summe P :(-R,R) — C, P(x)= Zoo Oanx stetig, und es gilt

(e} bn+1 _ n+l

f P(x)dxzf (Z anx")dxz Z anx”dxz Z an a
@ @ "n=0 n=0va n=0

d.h. die Potenzreihe kann gliedweise integriert werden.

n+1

Es gibt 0 <7 <R, so dass [a,b] = [-r,7], also konvergiert }.,>0a,x" gleichméBig auf [a,b]. Der Satz
[[.22liefert dann die Behauptung.

7.3.3. Beispiel (Logarithmische Reihe). Wenn wir die geometrische Reihe

1 1 x
1+t 1-(-t) X (=)

n=0

iiber [0,x] oder [x,0] integrieren (fur x € (—1,1)), bekommen wir die Summe der Logarithmus-Reihe

(siehe (3.9)):

fidtz Seor=3 [corar=y T nn

0o 1+t 0 n=0 n=0v0 n:On+1
also

o) n—-1
(7.4) log(1+x)= Z( 1)

x", firxe(-1,1).

Die Logarithmus-Reihe wurde von Nicolaus Mercatoxﬁ 1668 entdeckt. Die Logarithmusreihe divergiert
fir x > 1, obwohl die Logarithmusfunktion dort definiert ist. Fiir x = 1 ist die Logarithmusreihe noch
konvergent (alternierende harmonische Reihe); es ist aber keineswegs selbstverstindlich, dass sie auch
dort die Logarithmusfunktion darstellt. Dass dies doch der Fall ist, besagt die folgende Formel fiir die
Summe der alternierenden harmonischen Reihe

1’\*1 1 1 1 1
(7.5) log2 = Z( ) + +-F

Zum Beweis beachten wir, dass fiir x € [0;1) die Logarithmusreihe die Hypothesen des Leibniz-Kriteriums
[3:2.7 erfiillt (alternierende Reihe mit % monoton fallende Nullfolge-Ubung). Nach der Fehlerabschit-
zung des Leibniz-Kriteriums

n (_l)k—l n+1

_ P
(7.6) |10g(1+x) k; - |\n+1

gilt. Wegen der Stetigkeit der angeschriebenen Funktionen im Punkt x = 1 gilt diese Abschétzung auch
noch in x =1:

(- l)k 1‘ 1

1.7) (1og2 Z —-

Daraus folgt mit n — oo die Behauptung.

7.3.4. Beispiel (Normale versus gleichmiBige Konvergenz). Die Umkehrung von Satz[7.1.4] (b) gilt im

Allgemeinen nicht; die Logarithmus-Reihe } ,,>1 (_1)"_1x" konvergiert nicht normal auf[0,1], da
Z ” (- 1)n 1 n Z
n>1 1 S’
konvergiert aber gleichméBig, da
no(— 1)k—1xk 1
logl+x)- Yy — = H <
H ogil+2) ,; k 01 " n+1

nach der Restgliedabschétzung im Leibniz-Kriterium.

Der folgende, auf Abel zuriickegehende Satz beantwortet die allgemeine Frage, ob eine im Rand-
punkt der Konvergenzbereich konvergente Potenzreihe, auch noch im Randpunkt dieselbe Funktion
darstellt wie im Inneren des Konvergenzbereichs.

"Deutscher Mathematiker, Mitglied der Royal Society, entwarf die Springbrunnen von Versailles.
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7.3.5. Satz (Abelscher Grenzwertsatz [1l). Die Potenzreihe Y ,>oanx" habe den Konvergenzradius R >
0. Ist die Reihe auch fiir x = R konvergent, so ist sie im Intervall [0,R] gleichmdflig Konvergent. Die
Summe P :[0,R]— C, P(x)=Y"° a,x" ist dann wegen Satz[Z.2.1lim Punkt x = R linksseitig stetig,

lim P(x)=P(R)= ) a,R".
x/R n=0

Entsprechendes gilt, wenn die Reihe fiir x = —R konvergiert (man betrachte dazu die Reihe fiir P(—x)).

7.3.6. Satz (Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation bei Potenzreihen).

Sei } p>0anx" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Summe P : (-R,R) — C,
P(x) =YX janx" differenzierbar, und es gilt P'(x) = Zflo:lnanx"_l fiir alle x € (-R,R), d.h. die Potenz-
reihe kann gliedweise differenziert werden.

Betrachte die gliedweise differenzierte Reihe 3., > na,x" L. Sie hat den Konvergenzradius R nach
Lemmal[7.3.Tl Wenden wir den Satz[7.3.2]auf ", > na,x" 1 an, so erhalten wir

X [e0) oo
f (> nant" )dt = Y anx"=P(x), x€(-R,R).
0 p=1 n=1

Der Hauptsatz liefert nun die Behauptung.

7.3.7. Folgerung. Hat Y., >0 a,x" den Konvergenzradius R >0, soist P:(-R,R) — C, P(x) = X7 apx"
unendlich oft differenzierbar in (-R,R). Es gilt

(7.8) PP@)=Y nn-1)...(n—k+Dax"* =Y k!(Z)anx"—k, x€(-R,R), keNg
n=k n==k
insbesondere
P(k)(o) )
(7.9) - ar (Taylorsche Koeffizientenformel).

7.3.8. Folgerung (Identitétssatz fiir Potenzreihen). Seien Y, >oa,x™ und ¥.,>0bnx™ Potenzreihen mit
positiven Konvergenzradius. Es gelte 370 janx™ =377 (b, x™ fiir x in einer Umgebung von 0 in R. Dann
ist an = by, fiir alle n.

Sei R bzw. R2 der Konvergenzradius der Reihe }_,>¢ a,x" bzw. >n>0 b,x" und sei Py :(-R1,R1) —
C, P1(x) = £ yanx" baw. Py : (~R2,R3) — C, Pa(x) = ¥ b,a™. Dann gilt P{(0) = PY(0) fiir alle & € No
und nach folgt aj, = by,.

7.3.9. Definition. (i) Seien I c R ein Intervall, f : I — C unendlich oft differenzierbar und xo € I. Die
Potenzreihe

(k)
Tx(),oo= Z f (x0)

%
rso k!

(x —x0

heifit Taylorreihe zu f in xg. Beachte: Die n-te Partialsumme von T,  ist das n-te Taylorpolynom
T

(i1) Wir sagen, dass die Funktion f auf U = (xg —r,xg + r)Nn I durch ihre Taylorreihe darstellbar ist,
wenn Ty, oo(x) = f(x) fiir alle x € U gilt. Wir sagen auch, dass f besitzt in U eine Taylorentwicklung mit
xo als Entwicklungspunkt.

(ii1)) Wir sagen, dass f analytisch in x( ist, wenn es ein r > 0 gibt, so dass f auf (xg —r,x9 +r) NI durch
ihre Taylorreihe darstellbar ist. Ist f analytisch in allen xg € I, so heif3t f analytisch.

7.3.10. Beispiele. (1) Polynome sind durch ihre Taylorreihe in xo auf ganz R darstellbar, fiir alle x¢ € R.
(2) Die Exponentialfunktion ist durch ihre Taylorreihe in x¢ auf ganz R darstellbar, fiir alle x¢ € R.
Insbesondere ist sie analytisch auf R. Sei xg € R fest. Dann gilt f(”)(xo) =™ fiir alle n > 0, und

X e 3 x S (x—xo)k
— . _ — 0 — ,X0 . X=x0 _ X
T'g,00(x) —kZO o (x—x0)*=e kZ'o oy Cere =e

fir alle x e R.
(3) Sei ¥, >9anx" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann gilt nach (7.9)

P(x)= Z anx” = Z

n=0 k>0 k!

P(k) 0
( )xk =Tooo(x), x€(-R,R),
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d. h. eine Potenzreihe ist die Taylorreihe ihrer Summe. Dies zeigt, dass die Summe einer Potenzreihe ist
durch ihre Taylorreihe (in 0) auf dem Konvergenzbereich darstellbar und sie ist analytisch in x = 0. Wir
konnen mehr zeigen: Die Summe einer Potenzreihe besitzt eine Taylorentwicklung mit Entwicklungs-
punkt xg, fir alle x¢ im Inneren des Konvergenzbereich. Sie ist also analytisch im Konvergenzbereich.

7.3.11. Umentwicklungssatz. Die Potenzreihe }.,>oanx" habe den Konvergenzradius R >0 und be-
zeichne ihre Summe durch P :(-R,R) — C, P(x) = ¥77  anx". Sei xo € (—R,R). Setze by, = %P(k)(xo) =

ok (Z)anxg_k . Dann hat ¥, >0b,y" einen Konvergenzradius > R — |xo| und es gilt:

[ee]
P(x)=) bulx—x0)", fiir |x—xol <R—|xol.
n=0
(4) Aus Beispiel [7.3.3]folgt: Der Logarithmus log : R, — R ist durch seine Taylorreihe in x¢ = 1 auf (-1,1]
darstellbar.

7.3.12. Bemerkung (Glatte versus Analytische Funktionen). Seien I c R ein Intervall, f : I — C un-
endlich oft differenzierbar und xg € I.

1. Frage: Ist der Konvergenzradius von Ty, o, positiv? Die Antwort ist i.A. nein. Der folgende Satz
zeigt, dass jede Potenzreihe (also auch jede Potenzreihe mit Konvergenzradius Null) als Taylor-Reihe
realisiert werden kann.

7.3.13. Satz (Borel). Sei (a,),>¢ eine beliebige Folge in C. Dann gibt es f € C*(I,C) mit FP(xo) = ay, fiir
allen>0.

Wir suchen eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — R so, dass f™(0) = a,, fiir alle n.
Wir wéhlen eine Funktion mit kompaktem Triger ¢ : R — R so, dass ¢ = 1 auf [-1,1] und ¢ = 0 auf
R\ (-2,2) gilt. Wir setzen nun f,(x) = a—nxnrp(rnx), wobei die r, positive Zahlen sind. Der Faktor ¢(r,x)

produziert die Konvergenz. Die r, konnen nimlich so (grof) gewéhlt werden, dass |f), (m)| < 2=m gquf R
fir m =0,1,...,n -1 gilt. (Beachte dazu: Was ist der Tréger von ¢(r,x)?) Die Folge f(x) := ¥77  fn(x)
konvergiert und ist beliebig oft differenzierbar (gliedweise differenzieren). Wir kénnen die Ableitungen
n (m) ) explizit berechnen (welche Werte hat ¢(r,x) in einer Umgebung von Null?). Wir sehen sofort,
dass £7(0) = a, ist.

2. Frage: Falls der Konvergenzradius von T, o positiv ist, gibt es dann r > 0, so dass

oo fk
Trpool@)= Y ! (’,“’)(x—xo)k = f(x)
o k!

fir alle x € (xg —r,xo +r) NI ist? D.h. ist f durch ihre Taylorreihe darstellbar? Fiir ein x € I gilt of-
fensichtlich Ty, o0(x) = f(x) genau dann, wenn lim,_., R, (x) = 0 ist. Die Antwort ist auch hier negativ.
Ein Beispiel ist die Funktion (.7). Fiir diese gilt £/"(0) = 0 fiir alle n > 0, ihre Taylor-Reihe ist also
To,00(x) =0 # e 1% = f(x) fiir alle x > 0. In keiner Umgebung von Null stimmen diese Funktion und ihre
Taylor-Reihe tiberein. Diese Funktion ist also glatt aber nicht analytisch.

7.4. Restgliedabschitzungen fiur die logarithmische und binomische Reihe. Wir wollen nun
den Fehler durch die Approximation der Partialsummen der logarithmischen und binomischen Reihen
abschétzen.

7.4.1. Satz. Fiir x€(-1,1) gilt

no(— l)k 1 |x|n+1 1
7.10 log(1+ +R Rl < . .
(7.10) og(l+x)= ; ny IRal<—g -
In der Tat,
[e) (_l)k—l [e) |x|k |x|n+1 [e) |x|n+1 1
R.l=| ¥ <Y Z| | =

pent1 K k=n+1 ko n+l 1-a

7.4.2. Bemerkung. Fiir x € (0,1) gilt die bessere Abschitzung 0 <R, < ’;%11 (siehe (7.6)), da 1Tlx > 1.

7.4.3. Folgerung. Fiir x€(-1,1) gilt

1+ [e) 2m+1 n 2m+1 2n+3 1
(7.11) gt =Y F oy F LR, Ra<22 :
1-x “&2m+1 =2m+1 2n+3 1-|xP?
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In der Tat,

(e8]

IR,1<2 Y

m=n+

|2m+1 |2n+3 00 |2n+3 1

| [x Z| 2 — Ix ) )
12m+1 “on+3 *on+3 1-|x|?

Fir x = l erhalten wir

1 1 1
log2=2y — L _oy 1 ___.p g -
8 Z o @m + 1)32m+1 Z J@mr gz T Bl s e

Diese Reihe konvergiert viel schneller als die Reihe (Z.5) und auBlerdem ist die Restgliedabschéitzung
viel besser als (7.7).

7.4.4. Satz. Sei seC. Fiir xe(-1,1) gilt

(7.12) 1+x=Y ( )

k=0

i( )xk+Rn,

wobei
(1+xDBes~1 Res

>1
R <(m+D| ° |+t g
n+l (1—|x])Res~1 Res<1.

Diese Formel wurde 1669 von der 26jirigen Newton entdeckt [17] (De analysis per aequationes nu-
mero terminorum infinitas, Band II, S. 206-247) fiir s € R. Abel [1] hat die Reihe fiir s € C betrachtet.
Aus (7.12) erhalten wir fir x € (-1,1):

1
r=(1+x)_1=1—x+x2—x3+...+(—1)"x”+o(xn),
1 1 , 13 4 1-3--(2n-3)
Vita=(1+2)? =1+-0——22+ o (D)Xt o(x”
x=(1+) 2* 724" T9.4.6" A WRNT S SRS
.3

1 1 1-3 1-3---2n—-1
=(1+x)” S=14= Zx———x x3+...+(—1)"#x”+o(x").
V1+x 2 24 2:4-6 2.4---(2n)

7.4.5. Beispiel. In der klassischen Mechanik ist die kinetische Energie eines Punktes der Masse m

gegeben durch T = %mv2, wobei v die Geschwindigkeit des Punktes ist. In der relativistischen Physik
wird die (relativistische) Masse eines Punktes mit Geschwindigkeit v gegeben durch
mo

27
Vi-a

Die kinetische Energie wird als Differenz der Gesamtenergie und Ruheenergie gegeben
1(v\2 3 (v\4
2(2) +5lE) o

also T = %mv2 + O((%)4). Fiir v sehr klein im Vergleich zu ¢, d. h. fiir £ sehr klein (Schreibweise v < ¢)

mo = Ruhemasse Masse, ¢ = Lichtgeschwindigkeit .

1
2 2 2 v?) 2 2
T =mc*—moc” =mgc (1——2) —-1|=mgc
c

kann man die héhere Ordnung Glieder O((%)4) vernachlissigen und man erhilt wieder die Formel der
klassischen Mechanik T = %mv2.

7.5. Ubungen.

7.5.1. Aufgabe. Beweise:
(@) fr:[0,1] - R mit f,(x) = x(1—x)" konvergiert gleichméfig gegen die Nullfunktion.
(b) g, :=n-f,:[0,1] — R konvergiert punktweise, aber nicht gleichmBig gegen die Nullfunktion. (Tipp:
gn(2)=7
Sei A, : R — R definiert durch A, (x):= nxe"“‘z.
(¢) Konvergieren die &, punktweise? Falls ja, gegen welche Funktion?

(d) Auf welchen abgeschlossenen Intervallen I c R konvergieren die A, gleichméBig? (Tip: Funktionen-
diskussion)

7.5.2. Aufgabe. Sei D c C,und seien [, :D — C, g, : D — C zwei Folgen von Funktionen, die gleichmé-
Big gegen f : D — C bzw. g : D — C konvergieren. Zeige:
(a) Die Funktionenfolge f;, + g, konvergiert gleichméfig gegen f + g.

(b) Falls die £, ,g, beschrankte Funktionen sind, so konvergiert die Funktionenfolge £, - g, gleichméifig
gegen [ - g. (Tip: Es gibt eine gemeinsame Schranke fur alle |f,|, warum?)
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7.5.3. Aufgabe. Zeige, daB fir x € (-1,1) gilt:

K

3 5
(a) arctanx = x—x—+x———i
3 5 7

_ 1 «® 1.3 25 1.3-5 &7
(b) arcsinx =x+- - —+— - —+——-—+
2 3 24 5 246 7

Anleitung: Entwickle jeweils zunéchst die Ableitung der genannten Funktionen in eine Potenzreihe
(man braucht dazu ubrigens nicht auf die Definition der Taylorreihe zuriickzugreifen).

7.5.4. Aufgabe. Zeigen Sie:

1 1 1
(a) % =1- 3 + 577 + ... |(Leibnizsche Reihe fiir )
11 131 1-3.51
|2 =142 242224220 2
2 23 245 2467
Anleitung: (a) Das Leibniz-Kriterium liefert die Abschétzung |arctanx -3 %x%ﬂl < ";Zt;' fr

alle x € (—1,1). (b) Sind s,(x) die Partialsummen der Reihe, so gilt s,(x) < arcsinx < arcsin1 fiir alle
x €(0,1). Was passiert fiir x — 1?
Mehr iiber die Berechnung von 7 in [13], §8.11].

7.5.5. Aufgabe (Blatt1,3). SeiseR, und sei f:(-1,00) — R durch f(x)=(1+x)* definiert.

(a) Zeigen Sie: Die Taylorreihe zu f in 0 ist die Binomialreihe Bg(x)= Z (Z)xk.
k=0

(b) Zeigen Sie, dass f zumindest auf (—%, 1) durch diese Taylorreihe dargestellt wird.
(Tipp: Lagrange-Restglied; iiberlegen Sie, dass (;)A" — 0 fiir n — oo und 1] < 1.)

Zusatz: Zeigen Sie, dass (b) auch auf (-1,1) gilt. (Tipp: Cauchy-Restglied)
Es gilt also die folgende Verallgemeinerung der Binomialformel:

o0
(7.13) 1+x)° = Z (Z)xk firxe(-1,1)und seR
k=0

Diese grundlegende Formel wurde von Newton mit 24 Jahren entdeckt, und erst ein Jahrhundert spater
um 1774 von Euler bewiesen.

7.5.6. Aufgabe. (a) Sei f :I — R in xq € I differenzierbar. Seien a, — x¢ und b,, — x¢ Folgen in I mit
ap <x9<b, und a, <b, fur alle n. Zeigen Sie: d,, := W — f(x9) fiir n — oo.
(Tipp: Mit f(x) = f(xo) + r(x)(x — xo) liegt d,, zwischen r(a,) und r(b,), warum?)

(b) Fiir jedes n € N definieren wir eine Funktion f,, :[0,1] — R wie folgt: Ist 1 <m < 2" und x € [’"2;1 o)
so sei fp(x):=x— ”;;1 fiir ungerades m und f,(x) := g —x fiir gerades m. Man iiberzeugt sich leicht,

dass f, wohldefiniert und stetig ist.

4
(i) Skizzieren Sie f1,f2,fs,f4 und Z fr.
k=1

o0
(ii) Zeigen Sie, dass f:= ) _ f%:[0,1] — R existiert und stetig ist.
k=1
(iii) Zu jedem n € N sei [a,,b,] ein Intervall der Form [";—;1, 2] (wie oben), das xo enthélt. Zeigen

. fbp)=flayn) .
e —

Si b ist fiir gerades n gerade und fiir ungerades n ungerade, und f ist in x¢ nicht
n—Qn
differenzierbar.

Die Funktion f ist also stetig, aber nirgends differenzierbar.



90 ANALYSIS I-III, 2011/2013

8. METRISCHE UND TOPOLOGISCHE RAUME

Wir haben bisher die Konvergenz von Folgen in R und C, die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
Funktionen f : I — C (I c R Intervall) untersucht. Wir méchten nun die Analysis in Vektorrdumen,
insbesondere in R” behandeln. Wir entwickeln dafiir eine geometrische Sprache mit universellen Be-
griffen, die es uns ermoglicht:

¢ volle Allgemeinheit zu erreichen,

« einfache Beweise zu geben.

Die eingefiihrten Begriffe mogen sehr abstrakt erscheinen, sie haben aber eine sehr anschauliche
Bedeutung, wenn man sie auf den zweidimensionalen Raum R? oder den dreidimensionalen Raum R3
spezialisiert.

In einem metrischen Raum definieren wir die offenen Teilmengen; ihre Gesamtheit heiflit Topolo-
gie. Begriffe wie Konvergenz oder Stetigkeit lassen sich allein mit dem Offenheitsbegriff ohne weiteren
Riickgriff auf die Metrik definieren. Daher spielt die Metrik eigentlich nur eine Hilfsrolle, da die Topo-
logie durch dquivalente Metriken erzeugt werden kann. Die Metrik oder die Norm sind dennoch sehr
wichtige Mittel; je nach Problem kann man durch Wahl einer geeigneten Metrik oder Norm sehr rasch
iiber die Konvergenz einer Folge, Stetigkeit einer Abbildung usw. entscheiden.

Die wichtigsten Begriffe dieses Kapitels sind die Vollstindigkeit, die Kompaktheit und der Zusam-
menhang. Sie werden spiter sehr hiufig benutzt. Es stellt sich heraus, dass die Kompaktheit und der
Zusammenhang topologische Eigenschaften eines Raumes sind, d.h. sie hingen nur von der induzierten
Topologie eines metrischen Raumes ab.

Einige Literaturhinweise fiir dieses Kapitel (abgesehen von den Analysisbiichern [13/24]) sind [511],
20]]. Fiir Gegenbeispiele in der Topologie siehe [21].

8.1. Konvexitat und wichtige Ungleichungen. Die Konvexitit ist eine bedeutende Eigenschaft der
reellen Funktionen und liefert sehr niitzliche Ungleichungen, die wir spater brauchen.

Geometrische Definition: Sei I <R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heillt konvex (bzw. konkav),
wenn jede Sekante durch zwei Punkte (xg, f(x0)), (x1,f(x1)) oberhalb (bzw. unterhalb) des Graphen liegt.
Dies bedeutet, dass dass die Menge der Punkte oberhalb (bzw. unterhalb) des Graphen, eine konvexe
Menge ist.

s(x) ¢

f(x) ¢

ge
2@
2
B

konvex konkav

Die Gleichung der Sekante ist
flx1) - f(xo)(

X1 —X0

y=s(x):= x—x0)+ f@0) = 2% flag)+ X0 £lay).
X1 —X0 X1 —X0

Daher die folgende analytische Definition:

8.1.1. Definition. Eine Funktion f : I — R heifit konvex, wenn fiir alle Tripel x¢,x,x1 aus I mit
x0 <x <x1 gilt:

(8.1) flo) < =2
X

—-x xX—x
flao) + ——=f(x1).
1—%0 X1 — X0
f heiBlt streng konvex, falls fiir alle solchen Tripel die Ungleichung (8.1 streng ist.
f heiit konkav, wenn —f konvex ist (d.h. (1) gilt mit >). f heilt streng konkav, wenn —f streng

konvex ist (d.h. 81D gilt mit >).
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8.1.2. Bemerkung. Seien x( < x1. Die Abbildunéa ¢ :(0,1) — (x0,x1), (L) = (1 - A)xo + Ax1 ist eine
Bijektion mit Inverse ¢~ 1(x) = i, dh g =x o A= S0
Eine Funktion f : I — R ist konvex genau dann, wenn fiir alle xo,x;1 € I mit x¢ <x1 und alle A €(0,1)

gilt:

FA=Vxg+Ax1) < (L= D)f (x0) + Af (x1).

8.1.3. Lemma. Sei f :I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist konvex.
(2) Fiir alle xo <x<x1in I gilt:

f(x) = f(x0) < fx1) - f(x)

X—X0 X1 —X

() Fiir alle xo <x<x1in I gilt:
f(x)— f(xo) < f(x1) = f(x0) < fx1)—f(x)

X —XxQ X1 — X0 xX1—X

8.1.4. Satz (Konvexitatskriterium I). Sei f :[a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt :

(1) f ist konvex < f' ist monoton wachsend auf (a,b).,
(2) f' ist streng monoton wachsend auf (a,b) < f ist streng konvex.

8.1.5. Satz (Konvexitiatskriterium II). Sei f :[a,b] — R stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar.
Dann gilt :

(1) f konvex < f" >0,

(2) f">0= f streng konvex.

8.1.6. Definition. Sei f : I — R, und sei x¢ € I ein innerer Punkt. Die Funktion f hat in x¢ einen
Wendepunkt, wenn f stetig in xg ist und (a, f) c I existiert, so dass f konvex auf (a,x¢) und konkav
auf (xo, B) ist oder umgekehrt.

8.1.7. Satz. Sei f :(a,b) — R, und sei xg € (a,b).

(1) Ist f zweimal differenzierbar und existiert (a,) < I mit f" > 0 auf (a,x0) und " <0 auf (xo, B)
(oder umgekehrt), dann ist xo ein Wendepunkt.
(ii) Ist f 3-mal stetig differenzierbar und gilt f"(xo) = 0 und f"'(x¢) # 0, dann ist xo ein Wendepunkt.

8.1.8. Satz (Jensensche Ungleichung). Eine Funktion f : I — R ist konvex genau dann, wenn fiir alle
neN, alle x1,xg,...,xn €I und alle A1,A2,...,1, 20mit Y7 | Ap =1gilt:
n n
f( > ﬂkxk) <Y Arf(xp).
k=1 k=1
8.1.9. Bemerkung. Ist f streng konvex, A1,Ag,...,A, >0 und }?_; Az =1, so gilt in der Ungleichung
FCF_ Ara) < X7 Arf(xz) die Gleichheit genau dann, wenn x1 = ... = x,.

8.1.10. Satz (AGM-Ungleichung). Seien A1,A9,..., A, >0 mit 22:1 Ap, = 1. Dann gilt fiir alle x1,...,x, >
0:

x’l11 xﬁ}” <Ax1+...+ A%,
Gleichheit gilt genau dann, wenn x1 = ... = xp.
FirAi=...=1, = % erhalten wir die klassische AGM-Ungleichung (T.8).

8.1.11. Folgerung (Youngsche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit % + % = 1. Dann gilt fiir alle x,y > 0:

(8.2) xpyVa XY
p q

Gleichheit gilt genau dann, wenn x = y.

Man kann die Youngsche Ungleichung auch folgendermafien formulieren:
xP  yl

(8.3) xy<—+—, furallex,y>0

b q

mit Gleichheit, genau dann, wenn x? = y9.

8Wir nennen ¢ Parametrisierung.
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8.1.12. Definition. Sei z =(z1,...,2,)€C", p > 1. Dann heifit

lzllp = (21lP + ...+ |2, [P)VP
die p-Norm von z. Fir p =1 also: ||z]1 = Z;.‘
euklidische Norm von z.

Llzjl; fur p = 2: |zllg = (Z;.lzllszQ)m. Letzteres ist die

8.1.13. Definition. Sei V ein K-VR (K =R oder C). Eine Abbildung V — R, v — ||v|| heifit Norm, falls
gilt:

(V1) llvll = 0 fir alle v € V, und aus |v|| =0 folgt v =0,

(N2) lIAv] = |Alllv| fiir alle Ae K, veV,

(N3) lv+wl < llvll + lwl fur alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass |||, eine Norm ist. Dazu brauchen wir die Héldersche Unglei-
chung.

8.1.14. Satz (Holdersche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit 117 + é =1. Dann gilt fiir alle z,w € C":
n
Z lzrwel < lzllpllwlly .
k=1

Fiir z,w € C" setze (z,w) := L} _, z;wy. Wir erhalten aus Satz [B.1.14] fiir p = ¢ = 2 die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung:
Kz,w)| < llzllz - lwllg
mit Gleichheit genau dann, wenn z und w linear abhingig sind.
Es ist namlich [(z,w)| < X} _, |2zl = L} _; lzrwel < llzl2llwll2. Die Behauptung iiber die Gleichheit
folgt aus der Identitidt von Lagrange @H

8.1.15. Satz (Minkowski-Ungleichung). Sei p > 1, und seien z,w € C". Dann gilt :
lz+wlp <lzllp +llwlp.

Insbesondere ist z — | z|, eine Norm.

8.2. Metrische und normierte Riume. Erinnern wir uns an die Definition der Konvergenz einer
Folge (z,,), in C gegen z € C: Ve >0 dn, so, dass Vn > n.:|z, —z| <e.

Im Wesentlichen benutzen wir hier nur den Abstand |z, — z| von z, nach z. Wir definieren nun
einen allgemeineren Abstandsbegriff, sogenannte Metriken. Deren Merkmale sind ganz analog zu den
Merkmalen des Abstandes in C.

8.2.1. Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R,
fir die gilt:

(M1) d(x,y) >0 fiir alle x,y € X; d(x,y) = 0 © x = y (Positivitét)

(M2) d(x,y)=d(y,x) fur alle x,y € X (Symmetrie)

(M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung)
Das Paar (X,d) heillt ein metrischer Raum. Die Elemente x € X werden auch Punkte genannt. Die
Zahl d(x,y) heillit Abstand (bezgl. d) von x und y.

Die Dreiecksungleichung driickt aus, dass der ,direkte Weg“ von x nach z kiirzer ist als der ,,Umweg"
von x nach z iiber y.

Eine oft niitzliche modifizierte Dreiecksungleichung ist: |d(x,y) —d(y,z)| < d(x,z) fir alle x,y,z € X.
Dies folgt sofort aus der Dreiecksungleichung.

8.2.2. Beispiel. (1) X =Roder X =C, d(x,y) =|x—y|.

(2) X =R" oder X =C", dp(x,y) == lx - yllp = (X |x; — y:IP)VP fiir ein p > 1 (¢P-Metrik). (Dreiecksunglei-
chung: |[x—zl, = llx—y+y—2zl, < llx—ylp+ Iy -2zl fir p > 1 wegen der Minkowski-Ungleichung.) Fiir
p =2 heilit da die euklidische Metrik auf R" (bzw. C"*). Das ist das wichtigste Beispiel einer Metrik in
Analysis II.

B) X =R", C"; doo(x,¥) := £ — ¥lloo := max{lx1 — y1l,...,|%n — yn|} (£°°-Metrik). Zur Rechtfertigung der

9n (CI2) wurde die Lagrange-Identitt fiir reelle Zahlen formuliert, sie gilt aber offensichtlich auf fiir komplexe
Zahlen.
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Bezeichnung d, beweisen Sie lim,_.o.dp(x,y) = doo(x, ).

(4) Fiir eine Menge D # @ betrachte B(D):={f :D — C: | f|lp < oo}, die Menge der beschrinkten Funk-
tionen auf D mit Werten in C. Wir setzen dp(f,g) = IIf —gllp; dp heilit Supremumsmetrik. Andere
Bezeichnungen: dp = dgup = deo.-

Sei D =[a,b] € R und sei C%(a,b]) = {f : [a,b] — C: f stetig}. Jede stetige Funktion auf [a,b] ist be-
schinkt, also C%([a,b]) € B([a,b]). Dann ist auch (GO([a,b]),d[a,b]) ein metrischer Raum.

{d2(x,y), falls x,y auf Gerade durch 0

da(x,0)+d2(y,0), sonst
heil3t Metrik der franzoésischen Eisenbahn.

(5) X =R2, d(x,y) =

0,x=
(6) Fir X beliebig heifit d(x,y) = {1 # Y die diskrete Metrik.
X 7Y
(7) Eine groBe Klasse von Beispielen liefern die normierten Vektorraume (Definition 8. 1.13). Sei (V, ||-11)
ein NVR. Dann heifit d(x,y) := ||x — y|| die Norm-Metrik. Normierte Vektorridume sind also spezielle

metrische Raume. In den obigen Beispielen galt:
(i) d gehort zur Norm |- | auf R bzw. C
(ii) d, gehort zur Norm |- ||, auf R* bzw. C*
(iii) doo gehort zur Norm | - || auf R”? bzw. C*
(iv) dp gehoért zur Supremumsnorm auf B(D), d[, »] gehort zur Supremumsnorm auf Co%[a,b)).
Alle Begriffe, die wir fiir metrische Rdume erkléaren, sind auch fiir normierte Vektorrraume erklart.
Wenn wir in normierten Vektorrdumen von Konvergenz, Stetigkeit, offenen Mengen etc. sprechen, be-
ziehen wir uns immer auf die Norm-Metrik.
Nicht jede Metrik auf einem Vektorraum kommt von einer Norm. Die Metriken in (5),(6) rithren von
keiner Norm her.
Wir geben noch zwei Beispiele von normierten Rdumen.

(8) Sei p > 1; IP :={(xn)n>0 : Xn>0 l%n |P konvergent} ist ein NVR mit der Norm:

© 1/p
I@adnllp = X 5 l?)
n=0
Die Dreiecksungleichung folgt durch Grenziibergang in der Minkowski—Ungleichung. |-, heifit auch
fP-Norm. Die zugehorige Metrik wird mit d, bezeichnet.

(9) Sei X = C%[a,b]) und p > 1. Dann heifit
b 1/
o= [ e az)”
die LP-Norm auf C%([a,b)).

(10) Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y € X. Dann ist d|y«xy : Y xY — R eine Metrik auf Y, genannt
Spurmetrik oder induzierte Metrik auf Y.

Eine grofie Klasse von Beispielen von normierten Vektorraume liefern die Skalarproduktriume.

8.2.3. Definition. Sei V ein K-Vektorraum (K = R oder C). Eine Abbildung V xV — K, (v,w) — (v,w)
heiit Skalarprodukt, falls gilt:

(i) Die Abbildung {-,w):V — K ist K-linear fur alle weV,
>ii) (v,w) = (w,v) fir allev,weV,
(>iii) {v,v) > 0 fur alle v € V \ {0}.

8.2.4. Beispiele. Beispiele von Skalarproduktrdumen:
o (R, () mit {x,y) =X x;y;, (C",(,-)) mit {x,y) =Y x;y;,
o (€2,¢,) mit (@n)n, (Yn)n) = £52 0 %nTn
o (€%a,bl, () mit (f,g) = [ f0glo)dx.

8.2.5. Satz. Sei (V,(:,-)) ein Skalarproduktraum. Sei |x| := v/{x,x).

(a) Fiir alle x,y €V gilt |(x,y)| < x| - lly|| (Schwarzsche Ungleichung).
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn x, y linear abhdngig sind.
(b) |- || ist eine Norm auf'V.
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Beweis: Ist y =0 so ist die Aussage (a) klar. Sei y #0 also ||y|| # 0. Dann gilt

(x,y) |2
2 - Iyl2 = [, )12 = lx = 22751 >
E

8.2.6. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum; eine Folge (x,),en in X heillt konvergent, falls es
x € X gibt so, dass zu jedem ¢ > 0 ein ng = ng(€) existiert mit d(x,,x) < € fiir alle n > ng(¢). Dann heilit x
Grenzwert der Folge, lim,, .., x, = x. Eine Folge (x,) heiit Cauchy-Folge, falls gilt: Ve > 0 Ing = ny(e)
so0, dass d(x,,x,) < € fir alle m,n > ng(e).

Bemerkung:
(i) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.
(i1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

8.2.7. Beispiel. (i) (x,), konvergiert in (R,d2) oder (C,d2) genau dann, wenn (x,), im Sinne der Defi-
nition 2.1.] konvergiert.
(ii) Sei (x®)), eine Folge in R”, x® = x{?,... x{) e R™.

Behauptung: (x®);, ist konvergent in (R”,ds) gegen x = (x1...,%,) genau dann, wenn fiir jedes i =
Ek) =x; in R gilt.
Also: Konvergenz im (R”,d2) bedeutet koordinatenweise Konvergenz.

Die Behauptung folgt aus der Abschitzung

(8.4) 0<la;l <llallz =v/la1l? +... +lan|® <lail+... +layl, d.h. laleo < lalz < llal .

Eine dhnliche Behauptung gilt fiir Folgen in (C",d2).
Durch Benutzung von (84) beweist man analog: Ist (x®));, eine Cauchy-Folge in (R",ds) genau dann,
wenn fiir jedes i = 1,...,n die Folge (xﬁk ))k eine Cauchy-Folge in R ist.

1,...,n die Folge (xgk ))k konvergent in R ist und limp_, o x

(iii) Konvergenz in (B(D), | - |p) bedeutet gleichmiBige Konvergenz der Funktionen.

8.2.8. Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heif3it vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.
Ein normierter Raum (V|| - ||) heiit Banachraum, wenn V zusammen mit der Norm-Metrik vollstan-
dig ist. Ein Skalarproduktraum (V,{-,-)) heiit Hilbertraum, wenn V mit der induzierten Norm ein
Banachraum ist.

In einem vollstdndigen metrischen Raum gilt also das Cauchy-Kriterium. Der Unterschied zwischen
der Anwendung dieses Kriteriums und der Verwendung der Definition der Konvergenz besteht darin,
dass wir im Fall des Cauchy-Kriteriums den Wert des Grenzwertes nicht vorher zu kennen brauchen.

8.2.9. Beispiele. (1) (R,d2), (C,d2) sind vollstdndige Raume, (Q,,d2) aber ist nicht vollstindig! (Be-
trachte die Folge (x,) in Q, gegeben durch x,.1 = %(xn + %), wobei xo = 2. Dann x, — V2, n — co in R,
also ist (x,) eine Cauchy-Folge in R also auch in Q. Aber (x,,) konvergiert nicht in Q, da v2 ¢ Q.)

(2) (R",d9) ist vollstiandig (d.h. (R",] - [|2) ist ein Banachraum, (R”,{:,-)) Hilbertraum).

(8) Sei I cR ein abgeschlossenes Intervall. Dann ist (I,d2) vollstandig.

(4) (B(D),dp) ist vollstiandig, d. h. (B(D), | - |p) ist ein Banachraum.
(€%([a,b)),d[qp)) ist vollstindig, d. h. (€°(a,b]), |l l{4,5)) ist ein Banachraum.

(5) P ist ein Banachraum fiir alle p > 1, ¢? ist ein Hilbertraum.

(6) (C%[a,b]), |l - II1) versehen mit der L!-Norm ist kein Banachraum.

8.2.10. Definition. Eine Menge A c (X,d) heillt beschrinkt, wenn es xo € A und M = M(x() > 0 gibt
so, dass d(x,x9) < M fir alle x€ A.

Bemerkung. (1) Ist (V,| -|) ein NVR, so ist A ¢ V beschrinkt (bzgl. der Norm-Metrik) genau dann,
wenn es M > 0 gibt so, dass |x|| <M fir alle x€e A.

(2) A c(R,d2) ist beschriankt genau dann, wenn A im iiblichen Sinne beschrinkt ist.
(3) Sei pr; :R” — R, pr;(x) = x; die Projektion auf die i-te Achse. A < (R",d2) ist beschrénkt genau dann,
wenn fiir jedes i =1,...,n die Menge pr;(A) beschriankt in R ist.

8.2.11. Satz (Bolzano-Weierstrall in R"?). Jede beschrankte Folge in (R",d2) besitzt eine konvergente
Teilfolge.
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8.2.12. Definition. Zwei Normen | - ||, || - ||« auf einem Vektorraum V heiflen dquivalent, geschrieben
-1l ~1I-ll«, wenn es zwei Konstanten c1,ce >0 gibt mit ¢ [lx|| < [|x]l« < cellx|| fur alle x € V. Dies ist eine
Aquivalenzrelation.

Ist |-l ~ |- Il«, so gilt: (x,), ist konvergent gegen x (bzw. Cauchy-Folge) in (V|- ||) genau dann, wenn
(xn), konvergent gegen x (bzw. Cauchy-Folge) in (V, | - |.) ist.

8.2.13. Satz. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K =R,C). Dann gilt:

(i) Je zwei Normen auf'V sind dquivalent.
@3i) (V, |- ist ein Banachraum fiir jede Norm aufV.

Wieso interessieren wir uns fiir dquivalente oder vergleichbare Normen? Der Grund ist, dass wir die
Konvergenz untersuchen moéchten. Gilt die Ungleichung |- || < C| - | «, so ist jede beziiglich | - ||« konver-
gente Folge auch konvergent beziiglich |- ||; gilt ||| ~ |||+, so stimmen die konvergenten Folgen in beiden
Normen iiberein. Zum Beispiel bedeutet der Satz ,,ff fndx — fab fdx falls (fu)n, fr € Cla,b]) gleichmé-
Big auf [a,b] gegen f konvergiert” nichts anderes, als dass jede konvergente Folge in (C([a,b]), |l - llfs,57)
auch in (C([a,bD), | - Il1) (wobei [Ifl1 = f: |f (x)|dx) konvergiert. Dies folgt aus der Abschitzung |f |1 <
(b =af lja,p) fur f € Ca,b]).

Ubrigens sind die Normen | - lta,51 und || - |l1 jedoch nicht dquivalent: Die Folge (f5), fn(¢) = t" kon-
vergiert in | - |; gegen 0, aber konvergiert nicht in | - |4 »]. Ein anderes Argument: (C([a,b]), || - ll[¢ 57) ist
vollstéandig, (C([a,b]), || - |I1) jedoch nicht (siehe Aufgabe[8.8.5).

8.2.14. Definition. Sei (V,|-|) ein normierter Vektorraum. Ein Paar (x,),>0, (Sn)n>0 Wird eine Reihe
genannt, wenn s, = xg +... +X,. Die Reihe wird durch }, > x, bezeichnet. Wir sagen, dass die Reihe
> n>0%n konvergiert, wenn (s,), >0 konvergiert. Dann heifit s = lim,, .« s, die Summe der Reihe. Wir
schreiben s = ¥>° . x,,. Eine Reihe Y, > x, heifit absolut konvergent, wenn Y, > x|l in R konvergiert.

8.2.15. Satz. Sei (V,] -||) ein Banachraum. Dann gilt:

(i) (Cauchy-Kriterium) }.,>0xn konvergiert genau dann, wenn es fiir alle € > 0 ein ng = no(e) gibt
so, dass fiir alle m >n > ng gilt: | ka:n+1xk | <e.
(ii) Ist 3., >0%n absolut konvergent, dann ist }.,>%n konvergent.

8.2.16. Definition. Ein normierter K-Vektorraum (V,| - ||) heifit normierte K-Algebra, wenn es eine
assoziative Verkniipfung V xV — V (x,y) — xy gibt so, dass [lxyll < llx|l- |yl fir alle x,y € V. Ist
(V, |- ) zugleich ein Banachraum, so heif3it (V, || - |) eine Banachalgebra.

Beispiele: V = M,,«,(K) mit der Multiplikation der Matrizen und Norm [A|g = (X" )12

ist eine
1,
Banachalgebra. Auch (B(D), | |p) und (€°([a, b)), ] - la,51) sind Banachalgebren.

2
=1 la;]

8.2.17. Satz. Sei (V,||-||) eine Banachalgebra mit Einselement e. Ist | x| < 1, so ist e —x invertierbar, und
es gilt (e—x)1 = 20Xt = e+x+x2+...

8.3. Topologie eines metrischen Raumes. Topologische Riaume. Unser Ziel ist, bemerkenswerte
Teilmengen eines metrischen Raumes zu beschreiben, die ein tieferes Studium der Funktionen ermog-
lichen.

8.3.1. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei a € X, r > 0. Dann heil3t

(i) By(a)={x€ X :d(x,a) <r} die offene Kugel mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius r,
(i) Br(a)={x € X :d(x,a) <r} die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius r,
(ii1) Sy(a)={x € X :d(x,a) =r} die Sphire mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius r.

Beispiele:
In (R,d2): B/(a)=(a—r,a+r), B.(a)=I[a —r,a+rl, Sy(a)={a—-r,a+r}.
In (R%,d2): Br(a) = {(x1,%2) : (x1 —a1)? + (x2 —ag)? < r?}.
In (R?,d1): B(a) = {(x1,%2) : |x1 — a1+ |x2 —az| <7}
In (R%,do): Br(@) = {(x1,%2) : max{lxs —a1l,lxg —agl} <7}.



96 ANALYSIS I-III, 2011/2013

B, (x) bzgl. d1 B, (x) bzgl. d2 B,(x) bzgl. d

8.3.2. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U c X heifit offen (beziiglich d) :&
fiir jedes a € U gibt es r > 0 mit B,(a) c U. Eine Teilmenge F c X heil3t abgeschlossen :< X \ F ist
offen.

Beispiele:
o Offene Intervalle in R sind offen in (R,d2).
¢ Jede offene Menge in R ist eine disjunkte Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen offenen
Intervalle.
o Abgeschlossene Intervalle in R sind abgeschlossen in (R,d2).
» B.(a)c(X,d) ist offen: Fiir b € B,(a) gilt B,_g(4,5)(b) € B/(a).
 B.(a)c(X,d) ist abgeschlossen.
o Jede einpunktige Teilmenge {a} = X ist abgeschlossen.

8.3.3. Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(1) X und die leere Menge @ sind offen.
(2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
(3) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
(1) X und die leere Menge ¢ sind abgeschlossen.
(2’) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(8’) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

8.3.4. Bemerkung. Die Aussagen (3) und (2’) sind nicht wahr fiir beliebig viele Mengen:
Me>1(a- %,a + %) = {a} ist nicht offen, U,>2 [%, - %] =(0,1) ist nicht abgeschlossen in R.

8.3.5. Satz. Die Menge F ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (x,,), in F, die in X konver-
giert, gilt: lim, ., x, € F.

Mittels Satz[8.3.5lkann man z. B. zeigen:

« Die Menge {x € R" : Ax = b} ist abgeschlossen in R”, wobei A € M., (R), b € R™.

« Die Menge C°([a,b]) ist abgeschlossen in (B(le,b]),diq 1)
8.3.6. Definition. Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge O c P(X) von Teilmen-
gen von X mit den Eigenschaften:

1) X,9€0.
(2) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus O gehort zu O.
(3) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen aus O gehort zu O.

Das Paar (X,0) heilt topologischer Raum. Eine Teilmenge U c X heil}t offen, falls U € O. Eine
Teilmenge F' c X heillt abgeschlossen, falls X \ F offen ist.

8.3.7. Beispiele. (1) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist
0:=0(d) :={U c X : U offen beziiglich d}
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(siehe Def. [8.3.2) eine Topologie auf X, genannt die induzierte Topologie von d. Dies folgt aus Satz
B33l

(2) Ein topologischer Raum (X, 0) heil3t metrisierbar, falls es eine Metrik gibt mit O(d) = O. Nicht alle
topologischen Rdume sind metrisierbar. Sei X eine Menge. Die Familie 6 = {¢, X} bilden eine Topologie,
genannt grobe Topologie. Die einzigen offenen Teilmengen sind @ und X, und die sind auch die einzigen
abgeschlossenen Teilmengen. Nehmen wir an, X hat mindestens zwei Punkte. Dann is (X,0) nicht
metrisierbar. Ware (X,0) metrisierbar, so wire {a} abgeschlossen fiir a € X, also {a} = @ oder {a} = X,
Widerspruch.

Wir interessieren uns hier nicht unbedingt fiir allgemeine topologische Rdume, sondern fiir die to-
pologischen Begriffe und Eigenschaften von metrischen Raumen. Topologische Begriffe, d.h. solche,
die ausschlieBlich von der Topologie des Raumes abhingen, sind flexibler als metrische Begriffe: Sie
sind invariant unter sehr allgemeinen Transformationen, namlich den sogenannten Homd6omorphis-
men. Wichtige topologische Begriffe sind: Offene und abgeschlossene Menge (siehe oben), Umgebung,
Inneres und Abschluss, Rand, stetige Abbildungen, Kompaktheit, Zusammenhang usw. Dagegen sind
Kugel, Sphére, beschrankte Menge metrische Begriffe, nicht topologische Begriffe.

(3) Seien ||| und || - |« zwei Normen auf einen Vektorraum V. Es gilt |- || ~ || - |+ genau dann, wenn die
zugehorigen Metriken dieselbe Topologie induzieren.

(4) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normen auf V dquivalent, und die zu-
gehorigen Metriken induzieren dieselbe Topologie. Diese zu beliebige Normen gehorige Topologie heif3t
Standardtopologie auf V.

Ein endlichdimensionaler Vektorraum besitzt unendlich viele Normen, aber keine von diesen ist
besonders ausgezeichnet; je nach Zweck ist mal die eine, mal eine andere Norm geeignet. Allerdings
sind sie alle dquivalent: Die durch sie definierten Metriken liefern alle dieselbe Topologie (also dieselben
offenen Mengen, dieselben konvergenten Folgen, dieselben stetigen Abbildungen).

8.3.8. Definition. Sei (X,0) ein topologischer Raum, a € X. Eine Teilmenge U c X heiit Umgebung
von a, wenn es eine offene Menge V gibt mit a € V < U. Die Menge aller Umgebungen von a wird mit
U, bezeichnet.

Fiir einen metrischen Raum (X,d) gilt: Ue U, © Fe>0: B.(a)cU.

8.3.9. Bemerkung.

(i) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von a ist eine Umgebung von a.
(i) WennU €U, und UcV,dann V € U,.
(iii) U ist offen < U ist Umgebung jedes seiner Punkte (d.h. Vx e U: U € Uy).

Es sei (X, 0) ein topologischer Raum, U, die Menge aller Umgebungen von x. Eine Teilmenge B < O
heiflt Basis der Topologie, wenn zu jedem U € O und zu jedem x € U ein B € B existiert mit x €
B c U. Eine Teilmenge V, U, heillit Umgebungsbasis des Punktes x (auch: Fundamentalsystem der
Umgebungen von x), wenn zu jedem U € U, ein V c V,, existiert mit V cU.

Wir sagen, dass (X,0) das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, falls jeder Punkt eine abzihlbare
Umgebungsbasis hat. Wir sagen, dass (X,0) das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt, falls die Topo-
logie eine abzihlbare Basis hat.

Jeder metrische Raum erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom: By/,(x) ist eine abzdhlbare Umge-
bungsbasis von x. Betrachte nun eine beliebige Menge X und setze O := {p} U{U c X : X \ U endlich}.
Ist X iiberabzihlbar, so besitzt x € X keine abzéihlbare Umgebungsbasis: Angenommen, V c U, wire ei-
ne abzéhlbare Umgebungsbasis. Dann gilte {x} = NnycyV, X \ {x} = Uy (X \ V), d. h. X wire abzihlbar;
Widerspruch. Dies bedeutet, dass (X, ) nicht metrisierbar ist, wenn X tiberabzihlbar ist.

R"” mit der Standardtopologie erfiillt das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom. Finden Sie eine abz&hlbare
Basis!

8.3.10. Definition. Sei (X,0) ein topologischer Raum und A < X. Ein Punkt x € X heift:

(i) innerer Punkt von A, wenn A eine Umgebung von x ist.
(i) Beriihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von x (mindestens) einen Punkt aus A enthilt.
(iii) Randpunkt von A, wenn x Berithrpunkt von A und X \ A ist.
(iv) Hdufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von x unendlich viele Punkte aus A enthalt.
(v) isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung U von x gibt mit U N A = {x}.
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(vi) duflerer Punkt von A, wenn es eine Umgebung U von x gibt mit UNA = @.

8.3.11. Bemerkung. Sei (X,d) ein metrischer Raum unda € X, A c X.
a ist Berithrpunkt von A genau dann, wenn es eine Folge (x,) in A gibt mit limx, = a.
a ist Haufungspunkt von A genau dann, wenn es eine Folge (x,) in A gibt mit x, # @ und limx,, =a.

8.3.12. Definition. Sei (X,0) ein topologischer Raum, A c X. Wir fithren ein:

(i) A, die Menge aller inneren Punkte von A, genannt das Innere von A.
(ii) A, die Menge aller Berithrpunkte von A, genannt der Abschluss von A.
(iii) AA, die Menge aller Randpunkte, genannt der Rand von A.
(iv) A’, die Menge der Haufungspunkte von A.

Als Beispiel betrachte A =[0,1) U {2}  (R,ds). Dann ist A = (0,1), A =[0,1]U {2}, A ={0,1,2}, A’ =
[0,1]. Die Menge der isolierten Punkten ist {2}, die Menge der d4ulleren Punkten ist (—oo, 1)u(1,2)uU(2,00).
Sei nun Q < (R,dsg). Da jedes offenes Intervall unendlich viele Punkte aus Q und aus R\ Q enthilt, gilt
O=0,Q=R, 0Q =R, Q' =R, die Menge der isolierten Punkten und die Menge der &uBeren Punkten
sind leer.

8.3.13. Satz. Sei (X,0) ein topologischer Raum, A c X. Dann gilt:

(1) A =U{Uoffen:U c A} (d.h. A ist die gréfte offene Menge, die in A enthalten ist). Insbesondere
ist A offen.

(2) A = n{Fabgeschlossen : F > A} (d.h. A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt).
Insbesondere ist A abgeschlossen.

(3) 0A=ANX - A; 0A ist abgeschlossen.

(4) A=A~ 0A, A=AUGA=AUA' =ALdA

(5) Aoffetn © A=A © ANdA=¢ A=A~ A

6) A aobgeschlossen A=A o OAOCA s A'cA

() X~A=X~A, X=AUdAUX A

8.3.14. Definition. Ein topologischer Raum (X,0) heillt Hausdorffraum, wenn es zu jedem Paar
x,y € X mit x # y Umgebungen U von x und V von y gibt mit UnV = @.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist (X, 0(d)) ein Hausdorffraum: Fiir x # y gilt
B(x,5)nB(y,5)=®, wobeir=d(x,y)>0.

In einem Hausdorffraum sind die einpunktigen Mengen {p} mit p € X abgeschlossen: Zu jedem x €

X \ {p} wihle eine offene Umgebung U, von ¢ mit U, € X \{p}. Dann gilt X~ {p}= U U, und
qeX ~\{p}
X ~{p} ist offen als Vereinigung von offenen Mengen.

8.3.15. Definition. Sei (X,0) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A < X heifit dicht in X falls
A=X.

Zum Beispiel, eine Teilmenge A c R ist dicht in R, genau dann, wenn fiir alle Intervalle (a,b) in R
mit a < b gilt An(a,b) # @. Daher sind Q und R\ Q dicht in R. Siehe dazu Satz [1.5.5} wir haben also
in Definition [B.3.15] eine Verallgemeinerung der Dichtheit in R. Ein Beispiel in R": die Menge Q" liegt
dicht in R”.

8.3.16. Definition.

(i) Sei (X,0) ein topologischer Raum, A c X. Dann ist O4 :={U N A : U € O} eine Topologie auf A,
genannt induzierte Topologie oder Teilraumtopologie.
>i1) Sind (X1,01),...,(X,,0,) topologische Rdume, so ist

O ={UcX1%x..xX,:VxeU3IU; €0;,i=1,...,n:x€Uy x...xU, cU}
eine Topologie auf X1 x ... x X,, genannt Produkttopologie von O1,...,0,.

8.3.17. Bemerkung. (i) Die Standardtopologie von R ist die Teilraumtopologie von R c C. Ist U c R
offen, so gibt es zu jedem x € U ein &(x) > 0 mit (x — e(x),x + e(x)) c U. Sei By()(x) ={z € C: |z — x| < e(x)}
und V = U,eyB(x)(x) = C; V ist offen in C als Vereinigung offener Mengen, und U = V NnR. Daraus folgt,
dass U offen in der Teilraumtopologie ist. Sei nun U < R offen in der Teilraumtopologie. Laut Definition
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gibt es V c C offen mit U = VNR. Sei x € U < V. Dann gibt es € > 0, so dass B¢(x) € V. Daraus folgt schon
(x—g,x+€)=Br)@x)NRcVNR=U, also U ist offen bzgl. der Standardtopologie von R.

(>i1) Sei (X,d) ein metrischer Raum, A ¢ X. Dann ist die Teilraumtopologie O4 durch die Metrik d
auf A induziert.

(>iii) Sind (X1,d1),...,(X,,d,) metrische Raume, so ist die Produkttopologie der induzierten Topolo-
gien O(d1), ..., O(d,) induziert durch die Metrik

d((xla' .. ’xn)’(ylr' . 7yn)) = maX{dl(x17YI),- .. ,dn(xn,yn)}

(iv) Die Standardtopologie auf R” =R x --- x R ist die Produkttopologie der Standardtopologien auf R.
Das folgt aus (i) und die Tatsache, dass d, auf R" die Standardtopologie induziert.

(v) Die Begriffe der offenen und abgeschlossenen Mengen, des Inneren, des Abschlusses und des
Randes einer Menge hingen von der Topologie des umgebenden Raumes ab, d.h. sind extrinsische Be-
griffe. Zum Beispiel ist (0,1) keine abgeschlossene Menge in R bzgl. der Standardtopologie, ist aber
abgeschlossen bzgl. der Teilraumtopologie von (0, 1).

Als weiteres Beispiel sei A = {(x,y,z) € R% : x2 + y2 < 1, z = 0}. Das ist eine Kreisscheibe in der Ebene
E ={(x,y,2) € R? : z = 0} von R3. Wir betrachten R3 versehen mit der Standardtopologie. Dann gilt
A= @, 0A = A= {(x,y,2) € R3 : x2 +y2 < 1,z = 0}. Betrachten wir nun A als Teilmenge von E, wobei
E mit der Teilraumtopologie versehen sei. Dann ist A=A A= {(x,y,2) € R : 22+ y2 < 1,z = 0} und
0A ={(x,y,2) eR3 : x2+y%2 =1,2=0}.

8.4. Stetige Abbildungen.

8.4.1. Definition. Seien X,Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heil}t stetig in a € X,
wenn es zu jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a gibt mit f(U) c V. Die Abbildung f
heiflt stetig, wenn sie in allen a € X stetig ist. f heilt Homéomorphismus, falls f bijektiv ist und
sowohl f als auch /! stetig sind.

8.4.2. Beispiel.

(i) Konstante Abbildungen.

(ii) Identische Abbildung Id : X — X.

(iii) Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) zwischen zwei metrischen Ridume heillt Lipschitz-stetig,
falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass dy (f(x1), f(x2)) < Ldx(x1,x2) fiir alle x1,x2 € X. In diesem
Fall heifit L eine Lipschitz-Konstante zu f. Die Abbildung f heillit Isometrie, falls dy (f(x1), f(x2)) =
dx(x1,x9) fur alle x1,x9 € X.

(iv) Ist f: X — Y stetig, A ¢ X mit der Teilraumtopologie versehen, so ist auch f|4 : A — Y stetig.
(v) Seien Xj,...,X, topologische Rédume, X1 x ... x X, versehen mit der Produkttopologie. Sei pr; :
X1 x...xX, — Xj, pr;(x) = x;. Dann ist pr; stetig: Ist V eine Umgebung von x; in X;, so ist U =
pr‘l(V) =X1x...X;_1 xVxX;1 x...x X, eine Ungebung von x, pr;({U)=V.

(vi) Sei C versehen mit der Standardtopologie (induziert z.B. durch die euklidische Metrik) und D c C
versehen mit der Teilraumtopologie. Dann ist f : D — C stetig im Sinne von Definition[8.4.T]genau dann,
wenn f im Sinne von Definition [£.1.4] (Analysis I) stetig ist (siehe Satz[4.1.5).

(vii) Die Abbildung exp : R — R, ist ein Homéomorphismus (mit Inversem log : R, — R); Die Abbildung
tan:R — (- %,%) ist ein Homoomorphismus (mit Inversem arctan : (-7, 5) — R); im Allgemeinen zeigt
Satz[4.1.70t Wenn I R ein Intervall ist und f : I — R eine stetige und streng monotone Funktion, dann
ist f(I) ein Intervall und f : I — f(I) ein Hom6omorphismus.

(viii) Die Polarkoordinatenabbildung P : R, x (0,27) — R2 ~ {(x,y) :x > 0,y = 0} ist ein Hom6omorphis-
mus mit Inversem (x,y) — (v/x2 + y2, arg(x + i y)) (Satz[B.Z11).

8.4.3. Satz. Seien f,g:X — C stetig in a € X, und sei A€ C. Dann gilt:

(1) f+g f-8 A-f sind stetig in a.
(2) flg ist stetig in a, falls g(a) # 0.

Daraus folgt, dass Polynome P :R* — R, P € R[x1,...,x,] stetig sind; rationale Funktionen R = P/Q,
R:R"\ {xeR":Q(x) =0} — R sind stetig.

8.4.4. Satz. Sei f : X — Y stetigin a, und sei g:Y — Z stetig in b = f(a). Dann ist gof stetig in a.
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Beweis: Sei W eine Umgebung von (go f)(a) = g(f(a)). Da g stetig in f(a) ist, existiert eine Umgebung
V von f(a), so dass g(V)c W. Da [ stetig in a ist, existiert eine Umgebung U von a, so dass f(U) c
V. Somit ist (go f)U) = g(f(U)) c g(V) c W. Hier haben wir folgendes benutzt: Ist g:Y — Z eine
Abbildung und A cB Y, so gilt g(A) c g(B). O

Beispiele:
Q) f: X —R™, f=(f1,...,fm) ist stetig genau dann, wenn fir jedes i = 1,...,m die Abbildung f; :
X — R stetig ist. Dies gilt allgemeiner: Sind Y7,...,Y,, topologische Rdume, so ist f = (f1,...,fm): X —
Y1 x--- x Yy, stetig (bzgl. der Produkttopologie auf Y7 x --- x Y,) genau dann, wenn fir jedes i = 1,...,m
die Abbildung f; : X — Y; stetig ist.
(2) Die Funktion f :RZ2 — R,
x3y
fla,y)=4 % +y2’
0, falls (x,y)=1(0,0)

falls (x,y)#(0,0)

ist stetig auf R2. In der Tat, f ist stetig auf B2~ {(0,0)}, da f dort eine rationale Funktion ist. AuBerdem
gilt die Abschatzung £ (x, )| = 5% < 52 = 1ja?.

Seie>0.Ist (x,y) EBgO(O,O) ={(x,y) :max{|x|,|y|} < 6} mit § = min{1, e}, so gilt |/ (x,y)—f£(0,0)] < %lez <Ee.
Daraus folgt, dass f stetig in (0,0) ist.

(8) Sei f:R2 — R,

x2+y

0, falls (x,y)=1(0,0).
f ist separat stetig d.h. f(-,y) ist stetig fiir alle y, f(x,-) ist stetig fiir alle x. Trotzdem ist f nicht stetig
in (0,0): Fir x # 0 gilt f(x,x) = % =1, also gibt es in jeder Umgebung von (0,0) einen Punkt (x,x) mit
f(x,x) =1 (wahle x = % mit n geniigend grof3); keine Umgebung von (0,0) wird also in die Umgebung
(=1,1) von f(0) =0 € R abgebildet.

Lﬂ , falls (x,y)#(0,0)
flx,y)=

Dieses Beispiel zeigt, warum separate Stetigkeit schwacher ist als Stetigkeit: Die Variable (x,y) muss
sich der Stelle (0,0) auf beliebige Weise ndhern diirfen. Bei der partiellen Stetigkeit schrinkt man sich
aber auf achsenparallele Anndherung ein. Die Funktion f in dem Beispiel ist sogar auf allen Geraden
durch den Nullpunkt jeweils konstant, und im Nullpunkt hat sie den Wert 0. Der kommt heraus, wenn
man auf der x-Achse oder auf der y-Achse an den Nullpunkt heranliuft, aber eben nur dann.

8.4.5. Satz. Sei f:(X,d1) — (Y,d2) eine Abbildung, a € X. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist stetig in a.
(2) (e-6-Kriterium) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes x € X mit d(x,a) < 6 gilt:
d(f(x),f(a) <e.
(3) (Folgenkriterium) Fiir jede Folge (x,), mit V}L{&xn =a gilt T}Lrgof(xn) =f(a).

8.4.6. Satz (Globale Charakterisierung der Stetigkeit). Seien X,Y topologische Riume und f : X —Y.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig.

(2) Fiir jedes offene U Y ist f~1(U) offen.

(8) Fiir jedes abgeschlossene F Y ist f~X(F) abgeschlossen.

8.4.7. Folgerung. Sei f : X — R stetig, und sei I ein offenes (bzw. abgeschlossenes) Intervall. Dann ist
F~XI) offen (bzw. abgeschlossen,).

+...+x2 =1} ist abgeschlossen, da S™ = f‘l(l),

n+l —

2 .
..tan g ist

8.4.8. Beispiel. Die n-Sphdre S" = {x € R**! :x%
wobei f die stetige Funktion £ :R" — R, f(x)=x%+
Wir beschreiben im folgenden zwei Beispielen von Abbildungen, die Polarkoordinaten in der Ebene und
die linearen Abbildungen.

Wir schreiben C* := C \ {0}. Mit der Multiplikation von komplexen Zahlen ist C* eine Gruppe (C*, -).
Die Kreislinie S := {z € C: |z| = 1} ist beziiglich der Multiplikation von komplexen Zahlen eine Unter-

gruppe der Gruppe (C*, -).
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8.4.9. Satz (Parametrisierung der Kreislinie). (i) Die Abbildung p :R — S, p(¢) = e'¥ = cos¢ + i sing
ist ein Gruppenmorphismus der additiven Gruppe (R,+) auf die multiplikative Gruppe (S, -) mit dem
Kern 2n7. Mit anderen Worten

VzeC,lzl=13peR: e’ =2
e = el & 1 — g €27

(ii) Sei I c R ein halboffenes Intervall der Léinge 2n. Dann ist pl; : I — S bijektiv und stetig. Die
Umkehrfunktion von p : (-m,n] — S bezeichnet man mit arg:S' — (—m,7]. Sie ist gegeben durch
1 arccos(Rez), Imz>0,
(8.5) arg:S* — (—m,nl,argz =
—arccos(Rez), Imz<0.
arg:S1\{-1} — (—n,7) ist stetig, aber arg: S — (—m, 7] ist in —1 nicht stetig.
Beweis: Fiir den Beweis der Stetigkeit von arg betrachte die offenen Mengen in S':
Vi=8'n{z:Imz>0}, Vo=S'n{z:Imz<0}, V3=S'n{z:Rez<0}

und die stetigen Abbildungen
f1:V1—R, fi(z) = arccos(Rez), f2:V2 =R, f2(z) = —arccos(Rez),
f3: V3 —R, f3(z) = arcsin(Imz).

(Verkettungen der stetigen Abbildungen z — Re z und arccos, bzw. z — Im z und arcsin). Es ist S1\{-1} =
V1 U V2 U V3 und

fi(z), zeVy,
argz =1 fa(z), ze€Vy,
f3(z), z€Vs.

also die zwei Definitionen in (8.5) “verkleben” sich stetigerweise in z = 1. Formal, sei zg € S'\{-1}. Dann
gibt es k € {1,2,3} mit zg € V.. Da V}, offen ist, gilt

Zli};% arg(z) = h}l% fr(2) = fr(z0) = arg(zo)

zeSI\{-1} 2€V},
Andererseits gilt
lim argz = lim (—arccosx)=-m, lim argz= lim arccosx =7
z—-1 x—-1 z—-1 x—-1
Imz<0 Imz>0
also hat arg ein Sprung von 27 in z = —1. ]

Die Aussage (i) kann man so umformulieren:
V(x,y) eR?, x% +y% = 13peR:x=cosp,y=sing
COS(P1 = COS P2, sSing1 = sin@s < @1 — P9 € 2nZ
Wir kénnen uns ¢ — p(¢) = ¢ als Beschreibung der Bewegung eines Punktes vorstellen, der zum

Zeitpunkt ¢ am Ort e'? ist. Die Geschwindigkeit des Punktes ist p’(¢) = ie’?, ein Tangentialvektor an
die beschriebene Kurve in p(¢). Es gilt |p’(¢)| = lie??| =1 fiir alle .

I
e'2=i
g

einz—l 0(0,0) eiozl

8.4.10. Definition.
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(a) Die Funktion p : R — S, p(¢p) = ' heiBt die Standardparametrisierung der Kreislinie
St

(b) Fiir z € S! heiBt Arg(z) = {p € R: ' = z} = argz + 217 die Menge der Argumente von z. Die
Abbildung Arg : S — R/27Z ist mehrdeutig, d.h. sie assoziiert zu z € S! eine Menge von
Werten in R.

(c) Sei I c R ein halboffenes Intervall der Liénge 27. Die Umkehrung (p|;)~! : S — I heifit ein
Zweig der Argument-Abbildung.

(d) Die Funktion arg = ( pl(_,,,ﬂ])_1 heifit Hauptzweig von Arg.

(e) Wir erweitern nun den Definitionsbereich von Arg: Setze

Arg:C* — R/21Z, Arg(2):= Arg(%) = {p eR: €'’ = £}

Fiir z € C* heillt Arg(z) die Menge der Argumente von z.
(f) Die Funktion

(8.6) arg:C* — (-m,n], arg(z):= arg(i)
|z

heifit Hauptzweig von Arg.

(g) Fir zeC* inder Form|z = rel? = r(cos @ +ising) |mit r = |z| und ¢ € Arg(z) (Polarkoordinaten-
darstellung von z (1.13D) heiBen (r,¢) die Polarkoordinaten von z. Die Abbildung R, xR — C*,
(r,¢) — re'? heift Polarkoordinatenabbildung.

Sei R_ ={x € R:x < 0} die negative reele Achse. Die Menge
C_:=C"\R_=C\{z:Rez<0,Imz=0}
heif3t die geschlitzte Ebene.

8.4.11. Satz. Die Polarkoordinatenabbildung P : R, x (—m,m] — C* ist bijektiv und stetig. Die Umkehr-
abbildung

C" — Ry x(-mm], z— (z],arg(z))
ist stetig auf C_ und unstetig in allen Punkten der negativen reellen Achse R_. Also ist
P:Ry x(—m,m)— C_
ein Homoomorphismus.

Wir haben nun fiir z € C* zwei Koordinatensysteme: die kartesichen Koordinaten (x,y) = (Rez,Im2)
und die Polarkoordinaten (r,¢) = (|z],arg(z)). Fir viele Probleme es ist vorteilhaft, die Polarkoordinaten
zu benutzen.

Zum Beispiel ist die Multiplikation zweier in Polarkoordinaten z = Izlei‘/’, w = |z|e'¥ gegebener Zah-
len besonders einfach: Es ist zw = |z||lw|e!?*¥). Daraus folgt die Formel von de Moivre (siehe (I.71)).
Geometrische Interpretation des Arguments: Definition des WinkelmalBes.

Seien [1,l9 zwei im Punkt O einer Ebene startende Strahlen. Wir legen die positive x-Achse auf /1,
so dass O =(0,0). Sei A =(1,0), B=13nS! =(x,y) e R2=C.

(Vorlaufige) Definition des WinkelmaBles des Winkels <t/1/2 zwischen /7 und [g:

<1lg:=<<AOB :=arg(b)=¢, wobeib=x+1iy.

Nach der Definition von arg gilt cos¢ = x und sin¢ = y. Dies entspricht der iiblichen geometrischen
Definition von cos¢ und sing, wenn wir das rechtwinklige Dreieck OB'B betrachten, wobei B’ die
Projektion von B auf die x-Achse ist.
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2

B(x,y)=e'¢

Kreisbogen AB

0(0,0) B'(x,0) A(L0) 4

Lénge des Kreisbogens AB
ist ¢ =arg(x +iy)

Spéater beweisen wir, dass die Linge des Bogens AB genau ¢ = arg(b) betragt (dafiir brauchen wir
das Kurvenintegral).

Dies kénnen wir uns schon jetzt intuitiv so klarmachen: Wenn ¢ — p(p) = ¢'? die Bewegung eines
Punktes beschreibt, so hat die Geschwindigkeit des Punktes den Betrag |p/(¢)| = lie??| = 1. Daher ist fiir
0 < ¢ < 27 die Lange des im Zeitintervall [0, ¢] durchlaufenen Weges gerade ¢. Also ist ¢ die Bogenlédnge
des Kreisabschnitts von 1 = p(0) bis p(¢p) (fir groBBere ¢ muss man die Bogenldnge mehrmals um den
Kreis herummessen). Wegen e'% =i ist 5 die Bogenlénge eines Viertels des Einheitskreises, also 27 die
Bogenlidnge des Einheitskreises. Dies entspricht der geometrischen Definition von 7. Zur Kreiszahl
7 siehe auch [6, Kap. V].

8.4.12. Satz (n-te Einheitswurzeln). Zu jeder natiirlichen Zahl n € N gibt es genau n verschiedene kom-
plexe Nullstellen des Polynoms z™ — 1, namlich
_ i _ 2 .
(p=e"n"=('"n)", firO<k<n.
Zu jedem zg € C~ {0} gibt es genau n verschiedene komplexe Nullstellen des Polynoms z" — zo, ndmlich

L.(argzo +2nk)
{r = Vlzole n fir0<k<n.

8.4.13. Definition. Seien X,Y topologische Rdume, A € X und a ein HP von A. Eine Funktion f : A —
Y hat in a den Grenzwert b € Y, wenn es zu jeder Umgebung V von b eine Umgebung U von a gibt so,
dass f(ANU . {xo}) c V. Schreibweise: lim,_., f(x) = b.

8.4.14. Bemerkung. Sei a € A und a ein HP von A ist. Dann gilt: f ist stetig in a genau dann, wenn

limy ., f(x) = f(a).

8.4.15. Satz. Seien X,Y metrische Raume, A c X, aein HPvon A, beY und f : A — Y. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:
(1) limy_q f(x) =b
(i1) (e-6-Kriterium) Fiir alle € > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir alle x € A mit x # a und d(x,a) <6 gilt:
d(f(x),b)) <e
(ii1) (Folgenkriterium) Fiir alle Folgen (xy), mit x, € A ~{a} und x, — a folgt f(x,) — b fiir n — oo.

8.4.16. Satz. Sei f:A — Y1 x...xYp,, f =(f1,...,fm), wobei Y1 x...xY,, ein Produkt von topologischen
Rdumen sei, versehen mit der Produkttopologie. Genau dann existiert der Grenzwert limy_., f(x) und ist
gleich b =(b1,...,byp) €Y1 x... x Yy, wenn fiir alle i = 1,...,m der Grenzwert lim,_., f;(x) existiert und
gleich b; ist.

8.5. Stetige lineare Abbildungen.

8.5.1. Satz. Seien V, W normierte Vektorrdume, T : V — W eine lineare Abbildung. Dann sind dquiva-
lent:

(a) T ist stetig.

(b) T ist stetigin 0€ V.

(¢) Es gibt C > 0, so dass fiir alle x € V gilt: | T(x)| < Cllx|.

Wir setzen L(V,W)={T:V — W : T linear und stetig}.
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8.5.2. Satz. Ist V endlichdimensional, so ist jede lineare Abbildung T : V — W stetig, d.h. LV ,W) =
Hom(V,W). Insbesondere ist jeder Isomorphismus T : V — W zwischen endlichdimensionalen Vektor-
rdumen stetig (bzgl. der Standardtopologien auf' V und W).

8.5.3. Satz. Die Zahl

1T ()l

[T = sup = sup [[T(x)|l = sup [|T(x)]
x#0 x|l lel<1 llxl=1

definiert eine Norm auf L(V,W), genannt die Operatornorm. Es gilt
IT) =inf{C > 0 : |IT(x)| < Cllxll fiir alle x € V}
d.h. |T| ist die kleinste nicht-negative reelle Zahl C mit | T(x)| < Cllx|| fiir alle x € V. Insbesondere gilt
TN <ITN-llxll, firallexeV.
Wenn nichts anders gesagt, benutzen wir die Operatornorm auf L(V,W).
8.5.4. Satz. Seien V, W, U NVR und T € L(V,W), S€ LW ,U). Dann ist SoT € L(V,U) und gilt
(8.7 ISoTI < ISIITI

8.5.5. Satz. Seien V ein NVR und W ein Banachraum. Dann ist L(V ,W) versehen mit der Operatornorm
auch ein Banachraum. Insbesondere ist L(V) := L(V,V) eine Banachalgebra, falls V ein Banachraum
ist.

Aus Satz[8.2. 17 erhalten wir:

8.5.6. Satz. Sei V ein Banachraum und T € L(V ,W) mit |T| < 1. Dann ist Id —T invertierbar und

Ad-T)'= Y T"=1d+T+T?+...

n=0
_ 1 _ Il
IId-T)"1) < , l@d-T)1-1d| <
1-|IT 1-|IT|
_ T2
I(Id-T)"*-1d-T < .
1-|IT|

Die Reihe 3.7 ) 7" heift in diesem Zusammenhang auch Neumannsche Reihe.

Seinun V ein Banachraum. Nach einem wichtigen Satz von Banach gilt: ist T linear, stetig (T € £(V))
und invertierbar, so ist auch 7! stetig d.h. T~ € £(V) (dies ist trivial, wenn V endlichdimensional ist).
Wir bezeichnen mit GI(V) :={T € L(V): T invertierbar}.

8.5.7. Satz. Sei V ein Banachraum und T € GIL(V).

(i) GI(V) offen in L(V). Genauer, sei H € L(V) mit |H|| < 1/|T~1|. Dann ist T+H invertierbar also besteht
die offene Kugel in L(V) mit Mittelpunkt T und Radius 1/ I T~ nur aus invertierbaren Elementen.

(it) Die Abbildung GI(V) — GI(V), T — T-1 st stetig. Genauer, fiir |H| < ST, wobei 6 <1, gilt
1712

1-6
Beweis: Esgilt T+H =(Id +HT-YHT. Wegen ||H|| 1771 < 1ist Id +HT"1) invertierbar und somit auch
T+H, mit (T+H) ' =T1Ad+HT1)"1. Weiter

(8.8) T +H) =T <

IH]

(T+H) T =T Wd+HT H - T =T Md+HT 1)1 -1d)

und nach Satz[8.5.6]
1 IHT| 1 IHI|
@A+HT H ' - < ————<IT N ———r—
” ” 1-|HT1 1= H|IIT-1
Fir |H|| <8/|T71|| erhalten wir B8). O

8.5.8. Satz. Seien Vi,...,V,,,W normierte Vektorrdume. Fiir eine multilineare Abbildung T : V1 x ... x
V, — W sind dquivalent:
(1) T ist stetig,
(i1) T ist stetig in (0,...,0),
(iii) 3C >0 Vv € V1,...,00 €V I T(01,..., ) < Cllugll - llvzll-... - llvgll.
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Wir bezeichnen mit L(V1,...,V,; W) der Raum der stetigen multilinearen Abbildungen. Die durch |T| :=
sup{l|T(1,...,v)l : lvill < 1,...,llvnll < 1} definierte Abbildung | - || : £(V1,...,V,;W) — R ist eine Norm
auf L(V1,...,V,; W).

Sind V1,...,V, endlichdimensional, so ist jede multilineare Abbildung T : V1 x ... xV,, — W stetig.

8.6. Kompaktheit. Sei X eine Menge, (V;);cr eine Familie von Teilmengen von X (d.h. eine Abbildung
I — P(X),i—V;). Wir setzen U;cjV; :={x e X :3iel,x€V;}. Ist Ac X, so heillt (V;);e1 ﬁberdeckung
von A, falls A c U;¢;V;. Ist X ein topologischer Raum und sind die V; offen, so heif3it (V;);c; eine offene
Uberdeckung von A.

8.6.1. Definition. Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn X die Heine-Borel-Uber-deckungseigenschaft
hat, d.h. wenn aus jeder offenen Uberdeckung (V;);c; von X endlich viele i1,...,i; ausgewdhlt werden
konnen so, dass schon X = uleVir . Die Familie (V;,,...,V;,) heift Teiliiberdeckung, und die Heine-
Borel-Uberdeckungseigenschaft kann auch so formuliert werden: Jede offene Uberdeckung besitzt eine
endliche Teiliiberdeckung-l.

Eine Teilmenge K c X heifit kompakt, wenn sie zusammen mit der Teilraumtopologie ein kompakter
topologischer Raum ist (dies bedeutet, dass aus jeder Familie (V;);c; offener Mengen in X mit K c U;¢;V;
endlich viele i1,...,7; ausgewihlt werden kénnen so, dass K < V;, U...UV;, . Wieso ist das zur Definition
dquivalent?).

Eine Teilmenge K heifit relativ kompakt, falls K kompakt ist.

Da Kompaktheit einer Teilmenge K eine Eigenschaft des Raumes (K, Og) ist, ist sie ein intrinsischer
Begriff. Zum Beispiel, die Menge A aus[8.3.17) (v) ist kompakt sowohl als Teilmenge von R? als auch als
Teilmenge von E.

8.6.2. Definition. Sei X ein metrischer Raum. X heif}t folgenkompakt, wenn X die Bolzano-Weierstraf-
Eigenschaft hat, d.h. jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

Eine Teilmenge K c X heilit folgenkompakt, falls sie zusammen mit der Teilraumtopologie folgen-
kompakt ist (dies bedeutet, dass jede Folge in K eine konvergente Teilfolge hat, deren Grenzwert in K
liegt).

Der metrische Raum X heifit total beschrdnkt oder prikompakt, wenn es fiir jedes € > 0 eine
endliche Teilmenge {x1,...,x3} € X gibt mit X c uleBg(xi).

8.6.3. Satz (Bolzano-WeierstraB3). Sei X ein metrischer Raum. Die folgenden Bedingungen sind dquiva-
lent zueinander:
(i) X ist kompakt.
(i1) X ist folgenkompakt.
(ii1) X ist vollstindig und total beschrinkt.

Siehe dazu auch Aufgabe[8.8.15] (Lebesgue Lemma).

8.6.4. Satz. Sei X ein metrischer Raum. Ist K c X folgenkompakt, so ist K abgeschlossen und be-
schrdnkt.

Die Umkehrung ist i.A. nicht wahr. Sei (V,(,-)) ein Skalarproduktraum, dim¢ V = oco. Sei (e}e)keN eine
Folge linear unabhingiger Vektoren. Durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren kénnen
wir aus (e;e)keN ein Orthonormalsystem (ep),en konstruieren, d.h. (ej,e;) = 6, fur alle j,k € N. We-
gen |ej—epll = V2 fiir alle j # % kann (e3)zen keine Cauchy-Teilfolge enthalten, also erst recht keine
konvergente Teilfolge. Trotzdem ist (ej)ren eine Folge in der beschriankten und abgeschlossenen Menge
B:(0)cV.

8.6.5. Satz (Heine-Borel). Sei V ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum. Sei K < V. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent zueinander:
(i) K ist kompakt.
(i1) K ist folgenkompakt.
(iii) K ist abgeschlossen und beschrdankt.

10,,Teil“ heif3t nicht, dass nur ein Teil von X iiberdeckt wird, sondern dass man nur eine Teilmenge der Indizes
benutzt.
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8.6.6. Beispiel. Wir haben gesehen in Beispiel[8.4.8] dass S™ abgeschlossen ist. Da sie auch beschrinkt
ist, folgern wir nach Heine-Borel, dass S” kompakt ist.

8.6.7. Satz. Seien X,Y topologische Riume, X kompakt und f : X — Y stetig. Dann ist f(X) kompakt.

8.6.8. Satz (vom Maximum und Minimum). Sei X ein kompakter topologischer Raum, und sei f : X — R
stetig. Dann ist f beschrdankt und nimmt auf X thr Maximum und Minimum an, d.h. 3&1,é9 € X mit

f(&1) =inff(X), f(§2) =sup f(X).

Satz [B8.6.8] verallgemeinert Satz [£.4.3] weil Intervalle [a,b] € R mit a,b € R kompakt sind. Fiir eine
Anwendung auf die Abstand zwischen zwei Mengen siehe Aufgabe [8.8. 171
Zum Schlufl beweisen wir den folgenden oft niitzlichen Satz:

8.6.9. Satz (Lindelof). Sei X ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis. Jede offene Uberdeckung
von X enthdlt eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.

Beweis: Sei B eine abzihlbare Basis von X und U eine offene Uberdeckung von X. Sei B’ = {B €
B:3U € U,B c U}; da B’ c B, ist B’ abzéhlbar. Wihle fiir jedes B € B’ ein Ug € U mit B c Ug. Sei
W ={Ug:B e B'}. U ist eine abzihlbare Uberdeckung von X: Sei x € X. Dann gibt es Uy € U mit x € Uy.
Da B eine Basis ist, ist Uy eine Vereinigung von Elementen aus B, d.h. es gibt B € B mit x € B c U).
Also gilt B € B’ und existiert Ug € U mit x € B < Up. O

8.7. Zusammenhang. Die Rolle der Intervalle in R wird in metrischen Rdumen iibernommen von den
sogenannten zusammenhéingenden Mengen, die wir jetzt kennenlernen.

8.7.1. Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heillit zusammenhdingend, wenn es keine Zerlegung von X in zwei nichtleere disjunkte
offene Teilmengen U,V gibt.

(i) A c X heillt zusammenhdngend, falls A versehen mit der Teilraumtopologie zusammenhén-
gend ist.

X zusammenhingend < fiir alle offenen Teilmengen U,V c X mit UNnV =@ und UUV =X gilt
U=¢oder V=¢ < ¢ und X sind die einzigen zugleich offen und abgeschlossen Teilmengen von X.

A c X zusammenhéngend < fiir alle offenen Teilmengen U,V c X mit AcUUV und AnNUNV =¢
gilt ANU=¢ oder ANV =¢.
Beispiele:

(1) Sei f:R{0} — R, f(x)= % Graph(f) ist nicht zusammenhéngend.

(i) @ < R ist nicht zusammenhingend. Sogar: Fiir alle x,y € Q mit x # y gibt es z ¢ Q zwischen x und
y. Eine Teilmenge von R mit dieser Eigenschaft heifit Diskontinuum. Die Cantorsche Menge ist auch
ein Diskontinuum.

Und nun ein positives Beispiel:

8.7.2. Satz. A cR ist zusammenhdngend genau dann, wenn A ein Intervall ist.

8.7.3. Satz. Seien X,Y topologische Riume, f :X — Y stetig, X zusammenhdngend. Dann ist f(X)
zusammenhdngend.

8.7.4. Satz (Verallgemeinerter Zwischenwertsatz). Sei f : X — R stetig, A ¢ X zusammenhdngend.
Dann gibt es zu allen x,y € A und jedem c¢ zwischen f(x) und f(y)ein z € A mit f(z)=c.

8.7.5. Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heiBit wegzusammenhdngend, wenn es zu allen x,y € X eine stetige Abbildung y :[a,b] —
X mit y(a) = x, y(b) = y gibt (solch ein y heifit stetige Kurve).
(i) A c X heiBit wegzusammenhdngend, wenn (A, ) wegzusammenhéngend ist.

8.7.6. Beispiel. (i) Sei (V,| -||) ein normierter Vektorraum. Eine Teilmenge A <V heifit konvex, wenn
fir alle x,y € A die Verbindungsstrecke [x,y] ={(1 -#)x +¢y : t €[0,1]} in A enthalten ist. Zum Beispiel
ist eine Kugel B,(x) in einem normierten Vektorraum konvex. Da [0,1] 3¢ — (1 —#)x + ty € V stetig ist,
ist jede konvexe Menge auch wegzusammenhéngend.

Hat man mehrere Punkte xg,x1,...,4; in einem NVR V so bilden die einzelnen Strecken [xg,x1],
[x1,x2],..., [xr_1,%;] zusammen einen Streckenzug:

S(x0,x1,...,%%) = [x0,01]U[x1,x2] U [xp_1,x2].



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 107

>i1) Fur n > 2 ist R” ~ {0} nicht konvex, aber offensichtlich wegzusammenhéngend. Zu x,y € R™ ~ {0}
gibt es namlich z € R” \ {0}, so dass [x,z]u[z,y] c R™ ~\ {0}.

(iii) Fiar n > 1 ist die n-Sphére S™ = {x e R""1 122 + ... + &2

5.1 = 1} wegzusammenhéngend.

8.7.7. Satz. Ist X wegzusammenhdingend, dann ist X zusammenhdngend.

8.7.8. Bemerkung. Es gibt zusammenhingende Rdume, die nicht wegzusammenhingend sind! Sei A =
{(x,sin1):x > 0}, dann A = {(x,sin1):x > 0}U{(0,y) : y € [1,1]}. A ist zusammenhéngend, da A = y(R,),
rY(x) = (x,sin %), v stetig; dann ist auch A zusammenhingend. Aber A ist nicht wegzusammenhéngend!
Es gibt keine stetige Kurve c :[a,b] — A in A von (0,0) nach (x,y) # (0,0). Eine solche Kurve miisste

zwischen den ldngs der x-Achse gegen 0 hin immer enger nebeneinander liegenden Extremstellen mit
den Werten 1, —1 hin- und herspringen! Dies wiirde der Stetigkeit von ¢ widersprechen.

Sei (V,| - |) ein NVR. Eine offene und zusammenhingende Teilmenge D <V hei3t Gebiet.

8.7.9. Satz. Jedes Gebiet D in einem NRV ist wegzusammenhdngend. Genauer: fiir jede x,y € D gibt es
einen Streckenzug [xo,x1]U[x1,22]U...U[xp_1,xx]1 <D wobei x¢g = x und xp = y.

8.7.10. Satz. Fiir n > 2 ist R" nicht homoéomorph zu R.

8.7.11. Bemerkung. (0,1) =R und (0,1)? = R? (wobei X =Y bedeutet: X homéomorph zu Y), also sind
(0,1) und (0,1)? nicht homéomorph zueinander. Dies ist kein Zufall:

8.7.12. Satz (Dimensionsinvarianz durch Hom6éomorphismen; Brouwer). Seien U c R* und V < R™
homdoomorphe nicht-leere offene Mengen. Dann gilt m = n.

Trotzdem gibt es surjektive stetige Abbildungen c :[0,1] — [0, 1]%, sogenannten Peanokurven oder
flachenfiillende Kurven (siehe z.B. [19]).

8.7.13. Definition (Zusammenhangskomponente, Wegekomponente). Sei X ein topologischer Raum.
Die Vereinigung aller zusammenhéngenden Teilmengen A von X, die x € X enthalten, heifit Zusam-
menhangskomponente X (x) von x. Wir sprechen auch kurz von Komponenten. Die Vereinigung aller
wegzusammenhéingenden Teilmengen A von X, die x € X enthalten, heilit Wegekomponente von x. Ein
Raum X heilt lokal (weg-) zusammenhdngend, wenn zu jedem x € X und jeder Umgebung U von x
eine (weg-) zusammenhingendende Umgebung V c U existiert.

8.7.14. Bemerkung.

(1) Die Zusammenhangskomponenten von X sind zusammenhéngende abgeschlossene Teilmengen von
X (siehe die Aufgabe nach Satz[8.7.4).

(2) Ist y € X(x), so gilt X(x) = X(y). Eine Komponente ist eine maximale zusammenhéngende Teilmenge
von X. Ein Raum ist disjunkte Vereinigung seiner Komponenten.

(3) Ein Punkt y ist in der Wegekomponente von x, genau dann, wenn x und y durch eine stetige Kurve
in X verbindbar sind. Eine Wegekomponente ist eine maximale wegzusammenhingende Teilmenge von
X. Ein Raum ist disjunkte Vereinigung seiner Wegekomponenten.

(4) Die offenen Mengen eines NVR sind lokal wegzusammenhingend (nach Satz [8.7.7] auch lokal zu-
sammenhéngend).

8.7.15. Satz.

(i) Die Komponenten eines lokal zusammenhdngenden Raumes sind offen.

(ii) Die Wegekomponenten eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes sind offen und stimmen mit den
Komponenten iiberein.

(iii) Die Aussage (ii) trifft insbesondere fiir offene Mengen in einem NVR. Eine solche Menge hat hochs-
tens abzdhlbar viele Komponenten (= Wegwkomponenten) und diese sind offen. Die Komponenten einer
offenen Menge in R sind offene Intervalle.

8.8. Ubungen.

8.8.1. Aufgabe. (X1,d1)und (Xg2,d2) seien metrische Raume. Fiir x,y € X1 x X9 sei d(x,y) := max{di(x1,y1),d2(x2, y2)}.
Zeige, daBl d eine Metrik auf X x X ist.

8.8.2. Aufgabe. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Beweise:

(a) Fur alle x,y,z € X gilt |d(x,y) —d(y,z)| <d(x,2).

(b) Gilt ,}LIEO’“” =xin (X,d), so gilt r}i_’rglod(xn,y) =d(x,y) fiir alle ye X.
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8.8.3. Aufgabe. Sei(V,(-,-)) ein Skalarproduktraum. Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € V die Polarisierungs-
Beziehungen

1
(x,y) = Z(I|x+y||2 - ||x—y||2), falls V reell,
1 2 2, = .02 . . 092
(x,y) = Z(”x+y” —llx=yl*+ilx+iyll“—illx—iyll*), falls V komplex,
und die Parallelogramm-Formel

e+ 1%+ llac = y 12 = 202 + 1y 12).
gelten. Sei (V,| - ||) ein normierter Raum. Die Norm | - || ist genau dann durch ein Skalarprodukt in-

duziert, wenn die Parallelogramm-Formel gilt. Zeigen Sie, dass die Norm || - [|; auf R” nicht von einem
Skalarprodukt induziert wird.

n
8.8.4. Aufgabe. Fur A € M,.,(C), A =(a;j)i1<; j<n, definiere [[Afo:=,/ X Iaij|2.
ij=1

(a) Zeige, daBl d(A,B):=|A-BJg eine Metrik auf M}, ,(C) definiert.
(b) Sei (Ap)gen, Ap = (a(i’;))lg,,j@, eine Folge in M,,+,(C). Zeige, daB

lim A, =A genaudann, wenn lim a(];)
—00

=aq;;firalle1<i,j<n.
k—o0
Folgere, daf3 (M}, «,(C),d) ein vollstandiger metrischer Raum ist.

(c) Beweise, dall |[ABllg < ||All2-|IBlle fiir alle A BEMan(C)

(d) Zeige, daB fiir jedes A € M,,x,(C) die Reihe exp(A):= )_ k‘Ak konvergiert.
£>0

(e) Berechne exp ((t) _Ot)

(f) Zeige: Wenn AB =BA , dann exp(A +B) = exp(A)exp(B) .

8.8.5. Aufgabe. SeiDcC,und sei V = Gg(D,C) der C-Vektorraum der beschriankten stetigen Funktio-
nen f:D —C.

(a) Zeigen Sie, dass V mit der von der Supremumsnorm | -|p induzierten Metrik ein vollstindiger
metrischer Raum ist.

(b) Sei D =[a,b]cRund || die durch ||f];:= ff |f (x)|dx definierte Norm auf V. Ist V mit der indu-
zierten Metrik vollstandig?

(Tipp: Betrachten Sie f,, :[0,11—C, f, =0 auf[0, 3 - 11, £, =1 auf[{ +1,1] und linear auf[{ - 1,1+ 1];
zeigen Sie, dass (f,,), eine Cauchy-Folge ist, die nicht konvergiert. Wurde ein Grenzwert [ € V ex1st1e-
ren, so konnte man zeigen, dass f =0 auf [0, %), f=1auf (%, 1], so dass f nicht stetig wére.)

8.8.6. Aufgabe. Sei p = 1, und sei /P die Menge aller Folgen (z,),en in C mit der Eigenschaft, dass
252, lzv|? konvergiert. Zeigen Sie:

(a) Mit z,w € ¢? und A € C liegen auch z+w und Az in /P, wobei Addition und Multiplikation mit
Skalaren gliedweise definiert sind. (Insbesondere ist ¢P ein C-Vektorraum.)

(b) Durch 073z =(zy)yen— lzllp := (X2, Izvlp) ist eine Norm auf ¢? gegeben.

(¢) (¢7,].1lp) ist ein Banachraum.

8.8.7. Aufgabe. Wir betrachten die Normen |z|o, = max{|z1l,...,lzxl}, Izlls = V12112 +... +]2,]% und
lzlly = |21l +... +|2,| auf C*. Finden Sie maximale Konstanten ¢, ,c,, und minimale Konstanten C,,,C/,
mit
@ cnll'loo <l ll2 <Chll“leo ®) cpl-li<l-le<CLll- 1 -

Man kann zeigen, dass fiir 1 < p < g und alle x € R gilt [x]l; < lIx]l, < nP q llxllg.

8.8.8. Aufgabe. Sei C([0,1]) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0,1]. Defi-
niere || f]l1 = fol If@ldt, Nfll=superonlf®1, WFINI=1f0)+supsepo 1 |f'@I.

(a) Zeigen Sie, dass |||-||| eine Norm ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine bzgl. |-|| konvergente Folge auch bzgl. ||-||; konvergiert und dass eine bzgl. |||-|||
konvergente Folge auch bzgl. ||-| konvergiert.
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1

(c) Untersuchen Sie die Konvergenz der Folgen f,(¢) = t", g,(¢) = = sinnt bzgl. der drei Normen. Sind
n

diese Normen dquivalent?
8.8.9. Aufgabe. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie, dass (X,d) vollstiandig ist.

8.8.10. Aufgabe. Sei (X,d) ein metrischer Raum, @ € X und r > 0. Sei B(a) = {x € X : d(x,a) < r} die
abgeschlossene Kugel mit Zentrum a und Radius r und sei B,(a) der Abschluss der offenen Kugel B(a).
Zeigen Sie:

(a) B(a)cB(a).

(b) Ist (X, -]) ein NVR, so gilt B,(a) = B,(a).

Gilt es Gleichheit im Allgemeinen? (Hinweis: Betrachte einen metrischer Raum mit mehr als ein Punkt
und diskreten Metrik.)

8.8.11. Aufgabe. Sei X ein Hausdorffraum und K c X kompakt. Zeigen Sie:

(a) K ist abgeschlossen.

(b) Ist F eine abgeschlossene Menge mit K N F = @, so existiert eine offene Menge U mit K c U und
UnF=g.

Gilt (a) im Allgemeinen? (Hinweis: Betrachte einen topologischer Raum mit der groben Topologie und
mehr als zwei Punkten. Betrachte eine einpunktige Teilmenge.)

8.8.12. Aufgabe. Sei K ein kompakter topologischer Raum, Y ein Hausdorffraum und f : K — Y bi-
jektiv und stetig. Zeigen Sie, dass f ein Homéomorphismus ist. Was 148t sich aussagen, wenn K nicht
kompakt vorausgesetzt wird?

8.8.13. Aufgabe. Seien X,Y topologische Rdume mit X kompakt. Zeigen Sie:

(a) Ist y €Y und W eine offene Menge in X xY mit X x {y} c W, so gibt es eine offene Umgebung VcY
vonymit X xV cW.

(b) Ist auch Y kompakt, so ist X x Y kompakt.

8.8.14. Aufgabe. Zeigen Sie:

(a) Jede abgeschlossene Teilmenge A eines kompakten Raumes X ist kompakt.

(b) Ist (K,), eine absteigende Folge nicht-leeren kompakter Teilmengen eines Hausdorffraumes X (z. B.
eines metrichen Raumes) d. h. gilt K, ;1 < K, fiir alle n € N, so ist der Durchschnitt Nn,enK;, nicht leer
und kompakt (Cantorscher Durchschnittssatz).

8.8.15. Aufgabe. Sei X ein metrischer Raum und K c X folgenkompakt. Sei (U;);c; eine Familie offener
Mengen in X mit K c ;7 U; . Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine Zahl r > 0, so dass es zu jedem x € K ein i € I mit B,(x) c U; gibt.

(b) Zu jedem r > 0 gibt es endlich viele x1,...,x; in K mit K c B,(x1)U... UB,(x;), d.h. K ist total
beschrankt.

(Bemerkung: (a) und (b) ergeben offensichtlich einen Beweis dafiir, dass folgenkompakte Teilmengen
metrischer Rdume kompakt sind, d.h. die Implikation (ii)<(i) in Satz[8.6.3] Aussage (a) heilt auch das
Lebesgue-Lemma und r heiit Lebesgue Zahl der Uberdeckung (U;);cr.)

8.8.16. Aufgabe. Sei (V,||-|) ein normierter Vektorraum und U C V ein abgeschlossener Unterraum.
(i) Fiir v € V definieren wir den Abstand von v zu U durch d(v,U) =inf{|lu —v| | u € U}. Zeigen Sie,

dass d(v,U) >0, fallsv¢ U.

(i1) Sei § > 0. Dann existiert ein v € V mit |v|| =1 und d(v,U) =1-6.

(iii) Sei W cV ein endlichdimensionaler Unterraum, d.h. dim W < co.
Zeigen Sie, dass W abgeschlossen ist.

(iv) (Satz von Riesz) Die Einheitskugel B ={v € V | |lv| < 1} ist genau dann kompakt, wenn dim V' <
Q.

8.8.17. Aufgabe. (Abstand zwischen zwei Mengen) Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(1) Sei A c X. Zeigen Sie, dass X 3 x— d(x,A) := in}"d(x,a) € R Lipschitz-stetig ist.
QE.

(2) (a) Seien A,B c X abgeschlossene Mengen mit ANB = @. Sei
d(x,A)

[X=R @)= de.B)
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Zeigen Sie, dass [ stetigist, 0 < f <1, A=/"%0), B=f"11).

(b) Zeigen Sie, dass zwei offene Mengen U,V c X existieren, mit AcU,BcV,UNV =@.

(3) Fur A,B c X definiere d(A,B) =inf{d(x,y) :x€ A,y € B}.

(a) Sei K ¢ X kompakt, F' < X abgeschlossen, K N F = @. Zeigen Sie, dass es x¢ € K gibt mit d(xo,F) =
d(K,F)und d(K,F) > 0.

(b) Seien K,L < X kompakte Teilmengen. Zeigen Sie, dass es x1 € K1,x2 € Ko gibt mit d(K1,K3) =
d(x1,%2).

(4) Sei (X,d) =(R",ds).

(a) Sei F ¢ X abgeschlossen und unbeschriankt und f : F — R stetig mit ||xl”imoo f(x) = oo (f heilit Aus-

schopfungsfunktion). Zeigen Sie, dass x € F' existiert mit f(x) = in£ f(y).
yE

(b) Sei K c¢ X kompakt, F ¢ X abgeschlossen. Zeigen Sie, dass x € K,y € F existieren mit d(K,F) =
d(x,y). Bleibt die Aussage wahr, wenn X ein normierter Vektorraum von unendlicher Dimension ist?

8.8.18. Aufgabe. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie:

(a) X ist zusammenhéngend genau dann, wenn jede stetige Abbildung f : X — {0,1} konstant ist
(wobei {0, 1} mit der induzierten Topologie von ({0,1},d2) versehen ist).

(b) Sei A X eine zusammenhéingende Teilmenge. Falls A ¢ B c A, dann ist B zusammenhéngend.

(c) Sei (C;)ic; eine Familie zusammenhédngender Teilmengen von X, so dass ig € I existiert, mit
C,nC;, # ¢ fir alle i € I. Dann ist U;c;C; zusammenhéngend.

(d) Sei (C;);er eine hochstens abzidhlbare Familie zusammenhédngender Teilmengen von X (hier I =
{1,...,n} oder I =N), so dass fiir alle i e  \ {1}, C;_1 N C; # @. Dann ist U;c;C; zusammenhingend.

(e) Seien Xi,...,X, topologische Rdume. X1 x ... x X, ist zusammenhingend genau dann, wenn
X1,...,X, zusammenhéngend ist.

8.8.19. Aufgabe. Sei S" = {x e R**1| x% +--- +9cf“r1 =1} die n—Sphére. Zeigen Sie, dal es zu jeder stetigen
Funktion f : S” — R, n > 1, ein Paar antipodaler Punkte x,—x € S™ existiert, mit f(x) = f(—x).
(Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberflache gibt es antipodale Orte, in
denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.)
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9. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN

9.1. Definition und einfache Regeln. Wie fiir Funktionen einer Variablen definieren wir die Diffe-
renzierbarkeit im Allgemeinen als lineare Approximierbarkeit mit einem Fehler, der von héherer als
erster Ordnung verschwindet.

9.1.1. Definition. Seien V,W endlichdimensionale reelle normierte Vektorrdume. Sei D c V offen,
a€D und f:D — W eine Abbildung. Wir sagen, dass f differenzierbar in a ist, falls es eine lineare
Abbildung T € L(V,W) gibt so, dass

. If@)-fl@)-Tx-a)l
m =

1 0
e lx—al
d.h. f(x)=f(a)+ T(x—a)+ pg(x), mit lim, . Palx) -0
lx—all

Die Abbildung T ist eindeutig bestimmt und heifit Differential von f in a, bezeichnet mit T' = df(a).
Wir schreiben T'(v) = df(a)-v = df(a)[v]. Die Abbildung f heif3t differenzierbar in D, falls f in allen x € D
differenzierbar ist. Die Abbildung df : D — L(V, W), x — d f(x) heifit auch das Differential von f.

9.1.2. Bemerkung. (1) Sei V =R, D =I ein Intervall, W = C = R2. In Satz [5.6.1 haben wir gesehen,

dass f : I — C differenzierbar ist (im Sinne der Analysis I) genau dann, wenn es A€ Cund p: I — C

gibt mit p(a) = 0 und lim_q 722 = 0 so, dass f(x) = f(a) + A(x — a) + p(x); und dann ist A = f'(a). Jede

lineare Abbildung T € L(R,C) hat die Gestalt T'(¢) = A -¢ fiir alle ¢t € R, wobei A = T'(1) € C. Daraus folgt:

Die Funktion f ist differenzie(rl))ar in a im Sinne der Analysis I genau dann, wenn es T € L(R,C) und
ox

p: I — C gibt mit lim,_,, Toal = 0 so, dass f(x) = f(a) + T'(x — a) + p(x), also genau dann, wenn f

differenzierbar in a im Sinne der Definition @.1.1]ist. Hierbei gilt | df(a)-v = f'(a)v |.

(2) Wie in Analysis [ ist T'= d f(a) die beste lineare Approximation von f in der Nihe von a. Dies hat
die folgende geometrische Deutung. Sei D c R", f : D — R. Dann ist Graph(f) = {(x,xp+1) € R** 112,41 =
f(x)} eine Hyperfliche in R**1. Der Graph der Abbildung x — f(a)+ T((x —a) ist eine affine Hyperebene

{(x,%n41) ER™ i py1 = F(@)+ T'(x — a)},

genannt Tangentialebene an die Hyperfliche Graph(f) im Punkt (a, f(a)).

9.1.3. Satz. Sei D cV offen, a € D und f : D — W differenzierbar in a. Dann gilt:
(i) Das Differential is gegeben fiir alle v €'V durch
df(@)-v = lim L@@
t—0 t
Insbesondere ist df (a) eindeutig bestimmdt.
(i) f ist stetig in a.

9.1.4. Beispiele.

(1) Eine konstante Abbildung f : D — W ist differenzierbar in D, und df(x)=0€ L(V,W) fiur allex € D.
(2) Eine lineare Abbildung T € L(V,W) ist differenzierbar und d7T(x) =T € L(V,W) fir alle x € V. Da-
her ist dT eine konstante Abbildung mit Werten in £(V,W); ihr Wert ist aber die i.A. nicht konstante
Abbildung T'.

(8) Seien V3,...,V,,W endlichdimensionale normierte Vektorraume. Dann ist jede multilineare Abbil-
dung T : V7 x... xV,, — W stetig. Daraus folgt, dass T differenzierbar ist und

dT(x1,...,x)Mv1,...,vn]=T(1,x2,...,x,) + T(x1,02,%3,..., %)+ ... + T(X1,...,Xn—1,Un).

Als Beispiel betrachten wir det : M, «,(R) — R. Fiir A € M, «,(R) schreiben wir A = (a1,...,a,) wobei
ai,...,an € R"® die Spalten von A sind. Wir haben einen Isomorphismus M, «,(R) — R” x ... xR" A —
(ai,...,a,) € R* x ... x R". Damit ist die Abbildung det: R" x ... x R”* — R eine multilineare Abbildung.
Sei H € M, «,(R). Dann gilt

n
d(det)(A)-H =det(hq,a9,...,a,)+... +det(a,...,an-1,hn) = Z hiinj R
ij=1
wobei A;; die Kofaktoren (algebraische Komplementen) von a;; in A sind. Wenn At=(A ji)i<i,j<n, die
Adjunktenmatrix Matrix ist, so folgt

d(det)(A)-H = Tr(A* - H).
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Wir befassen uns nun mit Differentiationsregeln. Die erste Regel besagt, dass wir die Frage der
Differenzierbarkeit einer Abbildung mit Werten in einem Produkt auf die Differenzierbarkeit der ein-
zelnen Komponenten der Abbildung reduzieren kénnen.

9.1.5. Satz (Reduktionsregel). Sei D <V offen, und seien f : D — W1, g : D — Wa Abbildungen. Die
Abbildung (f,g) : D — Wy x Wy ist differenzierbar in a genau dann, wenn [ und g differenzierbar in a
sind. In diesem Fall gilt: d(f,g)(a) = (df(a),dg(a)).

9.1.6. Folgerung. Eine Abbildung [ :D — R™, f =(f1,...,[m) ist differenzierbar in a genau dann,
wenn f1,...,[m differenzierbar in a sind.

Als nichstes zeigen wir, dass die Menge E = {f : D — W : f differenzierbar in a} ein Unterraum des
Vektorraums aller Abbildungen von D nach W ist und die Abbildung f — df(a) eine lineare Abbildung
von E nach L(V,W) ist.

9.1.7. Satz (Linearitat). Seien f,g:D — W differenzierbar in a, und seien a,f € R. Dann ist die Abbil-
dung af + Bg:D — W differenzierbar in a, und

d(af +Bg)a) = adf(a)+ Bdgla) e LV,W).

Die Kettenregel ist die meist benutzte Differentiationsregel. Sie schldgt die Briicke von der eindi-
mensionalen zur mehrdimensionalen Analysis und gibt uns die Moglichkeit, zentrale Sitze wie den
Mittelwertsatz und den Taylorschen Satz ohne grof3e Miihe auf n Variablen zu verallgemeinern.

9.1.8. Satz (Kettenregel). Seien V, W, Z endlichdimensionale normierte Riume, D cV, G c W offen, [ :
D — W, g:G— Z Abbildungen, f(D)c@G. Ist f in a € D differenzierbar, g in f(a) € G differenzierbar,
soist gof :D — Z in a differenzierbar, und

d(gof)a)=dg(f(a))odf(a) e L(V,Z).

9.1.9. Satz (Leibniz-Regel). Seien f1,f2: D — W1, Ws differenzierbar in a € D, und sei ¢ : W1 xWog — Z
bilinear. Dann ist ¢(f1,f2): Z — D differenzierbar in a und
do(f1,fo)a)-h = p(dfi(a)-h,fa(a)) +@(fi(a),df2(a)-h)

Beweis: ¢(f1,f2) ist die zusammengesetzte Abbildung D REEEY Wi x Wy %, Z. Nach der Kettenregel

folgt: ¢(f1,f2) ist differenzierbar in a, und

do(f1,f2)(@)-h = de(f1(a), f2(a)) - (df1(a) - h,df2(a) - h) = p(df1(a) - h, f2(a)) + ¢(fi(a),d f2(a) - h).

9.1.10. Satz (Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung). Es seien D <V und G c W offene Teilmengen
und f : D — QG eine Abbildung mit folgenden Voraussetzungen.:
(i) f ist bijektiv;
(i1) f istin a € D differenzierbar und die Ableitung df(a):V — W ist bijektiv;
(iii) die Inverse f™1:G — D istin b:= f(a) stetig.

Dann ist f~1 in b differenzierbar, und

d(f ) = df@) .

9.2. Richtungsableitungen und partielle Ableitungen.

9.2.1. Definition. Sei D cV offen,a €D und f:D — W. Sei v € V. Existiert der Limes

f(a+tv)—f(a)€
¢

a0, f(a) = lim W,
t—0

so heiit 0, f(a) die Richtungsableitung von f in a in RichtungveV.
Sei nun V =R” und {ey,...,e,} die Standardbasis. f heilit partiell differenzierbar in a bzgl. der
i-ten Koordinatenrichtung, falls die Richtungsableitung

0
—f(a) :=0if(a):=0,,f(a),
0x;

existiert und 9; f(a) heillt die i-te partielle Ableitung von f in a.

Die Funktion f heilt partiell differenzierbar, falls 0; f (x) fur jedes x € D und jedes 1 < i < n existiert.
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9.2.2. Bemerkung. Die Richtungsableitungen einer Funktion f : D — W kann man als gew6hnliche
Ableitungen von Funktionen einer Veridnderlichen interpretieren. Sei r > 0 mit B,(a) c D. Fur |f| <
€= ﬁ ist a + tv € Br(a) € D. Wir definieren die Kurve y : (-¢,6) — D, y(¢) = a + tv. Dann ist 8, f(a) =
(foy)(0)eW.Wenn V =R" und v = e;, so ist y(¢) =(az,...,a; +t,...,a,) und

flai,...,a;+t,...,a,)—f(a)
t b

0;f(a)= %1_1’13

d.h. 0;f(a) ist die Ableitung bzgl. der Variablen x;, wenn man x1,...,%;-1,%;+1,...,%, festhilt, d.h. als
Konstanten auffasst. Deshalb gelten fiir die partiellen Ableitungen analoge Rechenregeln wie fiir die
gewohnlichen Ableitungen.

Der Fall V =R ist sehr einfach.

9.2.3. Lemma. Sei V =R. Dann ist f : D — W in a partiell differenzierbar genau dann, wenn f in a
differenzierbar ist. Wir notieren dann
%(a) =4
ox  dx
und es gilt df(a)-v = f'(a)-v fiir alle v € R, wobei f'(a)-v das Produkt des Vektors f'(a) € W mit dem
Skalar v € R ist.

(@):=f(a):=f'@eW,

Sei D c R ein Intervall. Dann heif3t eine Abbildung f : D — W eine Kurve in W. Ist f differenzierbar,
s0 heiBt der Vektor f'(a) € W Ableitung (und f(a) Geschwindigkeitsvektor) zu f im Punkte a. Geo-
metrisch ist f(a) der Tangentialvektor in f(a) an das Bild f(D) der Kurve f. Das Differential df(a) ist
einfach die Multiplikation mit f'(a). Diese simple Beschreibung von df(a) ist aber nur dann méglich,
wenn V =R ist.

f1
Ist V=R" und f : D — R™, so schreiben wir f =| . [= (f1,-..,fm)T als Spaltenvektor.
fm
Offensichtlich ist
L@
of )
—(a)= :
0x; o
o (@)
.. 2 rcosd .
Beispiel: f:Ry xR— R?, f(r,9) = . ; dann ist
rsind
of cos? of —rsind
—(r,®= —(r,® = .
or 9 (sina) ' 59" ( reosd )

9.2.4. Satz. Ist f in a differenzierbar, so existieren die Richtungsableitungen 0,f(a) fiir alle ve 'V, und
es gilt

d,f(a)=df(a)-v \

Ist V =R", so gilt

n

v
df(a).v_izzlaxi(a) v; |.

0
Ist W =R, so hat df(a) € L(R",R) die Darstellung df(a) = Za—;:(a)e;‘, wobei {e],...,e,} die duale

15
Basis in L(R",R) zur Standardbasis in R” ist, d.h. e:‘(v) =v; = pr;(v) fiir alle v € R”. Wir betrachten nun
pr; als die ,Funktion x;“, x — x;(x) = x;; sie ist eine lineare Funktion, also dx; = pr; = e;‘. Wir haben

daher die klassische Schreibweise
d =) —(a)dx;.
f(a) l:zl 35 (a)dx;
9.2.5. Definition. Seien V =R", W =R™, D c R" offen, a € D und f : D — R™. Die Jacobi-Matrix
Jr(a) € My xn(R) von f in a ist die assoziierte Matrix zu df(a) € L(R",R™) bzgl. der kanonischen Basen
B,C von R", R™, also: J(a) = ME(df(a)).
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Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die Spalten der Matrix M. g (df(a)) die Vektoren df(a)-e; =
3, f(a) = 5L(a) sind. Also

of1 of1

@ .. —(a)
0x1 0xy,
0 0
sr@=(L@,.. L w)=| |
X1 0xy,
afm( ) Ofm @
oy a) ... 3%,
und
0f1 of1
axl(a) Oxn(a) v1
df(a)-v=J(a)-v= : : :
%(a) Ofm(a) Un
0x1 Xn

Merkregel zur Bildung der Jacobi-Matrix: Komponenten untereinander, Ableitungen von links nach

rechts. Beispiel: Fiir f :R, xR — R2, f(r,0) = (rc?sf)) gilt
rsind

cost —rsind
Jr(r,9) = .
r(rs9) (sim‘) rcos?d )

Betrachten wir einige Spezialfille:
e Fallsn=m=1,s0ist Jr(a) = f'(a) € M1x1(R) = R die Ableitung einer reellen Funktion von einer
reellen Variablen.

f1 fi(@)
e Fallsn=1,f=| ! |,soistJr(@)=|  |=f"(a)e Mpx1(R)=R™ (vgl.0.2.3).

fm fr(@)
e Falls m =1, so ist f eine skalare Funktion, und J¢(a) € M1,,(R) = R" ist ein Zeilenvektor in R".

9.2.6. Definition. Sei f :D — R differenzierbar in ¢ € D. Dann heif3t
of

—(a)
6x1
gradf(@):=| : |=J/@er”
of
E(a)
der Gradient von f in a.
Fiir alle v € R” gilt nach Satz
U1
9.1) df(a)-v=001f(a),...,0,f()-| : |=(gradf(a),v).
Un

Der Gradient grad f(a) ist derjenige Vektor in R”, der bzgl. des euklidischen Skalarprodukts (-,-)
dual zur Linearform df(a): R" — R ist. Da grad f(a) hierdurch eindeutig bestimmt ist, kann gut
als basisfreie Definition des Gradienten dienen.

Die Gradientenabbildung (auch Gradient genannt) D — R, x — grad f(x) ist ein Speziallfall eines
Vektorfeldes (im Sinne des Mathematikers), d.h. einer Abbildung F : D — R", oder Feldes (im Sinne des
Physikers), d.h. jedem Punkt x € D wird der Vektor grad f(x) angeheftet.

Beispiel: Fiir £ :R" — R, f(x) = [x]? = (x,x) =x% +... + 22 ist 8, (x) = 2x; und grad f (x) = 2x.

9.2.7. Satz. Ist f : D — R in a differenzierbar, so gilt 0, f(a) = (v,grad f(a)). Die Richtungsableitungen
0,f(a) mit v € R", ||v|| = 1, nehmen genau die Werte zwischen —|gradf(a)| und |gradf(a)|l an. Der
grofite Wert ||grad f(a)| (im Falle grad f(a) # 0) wird genau in der durch grad f(a) bestimmten Richtung
v =gradf(a)/|grad f(a)| angenommen.
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9.2.8. Satz (Umschreibung der Kettenregel). Seien D c R*, G c R™ offen, f :D — R", g: G — R’
Abbildungen, f(D)cG. Ist f in a € D differenzierbar und g in f(a) € G differenzierbar, so ist gof : D —
R’ in a differenzierbar; und es gilt

9.2) | Jgor(@) = Jo(f (@) Ip@) |

Aquivalent dazu:

X&° Pk, >—Zaﬂ<f< ) f’(

ox; 3y @)

j=1

fiiralleie{l,...,ntund ke{l,...,0}.

Ist I cRein Intervall, y: I — D c R” eine differenzierbare Kurve und f : D — R™ eine differenzierbare
Abbildung, so folgt aus (9.2):

d(fo mn
(foy)(to) = ('; ty)(to)— Za—f(y(to)) —(to) d.h. (Fop)(®) = df (y(to)) -7 (£0).
Jj=1

Insbesondere fiir m = 1 nach (Q.1):
(f o) (to) = (grad £ (y(t0)),y'(¢0)).

9.2.9. Satz. Ist f : D — R differenzierbar in D, so steht grad f senkrecht zu den Niveaumengen von f:
Ist N.={xeD:f(x)=c}=f ) fiir ceRund y:I — N, (I c R Intervall) eine differenzierbare Kurve
in N, so gilt grad f(y(¢)) L y(2).

Somit gilt: Ist grad f(a) # 0, so weist grad f(a) in Richtung des stiarksten Anstiegs von f in a, und
[lgrad f(a)| ist dieser stiarkste Anstieg. Ist die Funktion f die Hohenfunktion in einer Landschaftskar-
te, so weist der Gradient dorthin, wo es von a aus am steilsten aufwirts geht. Diese Richtung steht
senkrecht zu den Hohenlinien.

Bisher wurde vorausgesetzt, dass das Differential an einer Stelle existiert. Dann existieren dort
die partiellen Ableitungen nach Satz Umgekehrt erhebt sich die Frage, ob aus der Existenz der
partiellen Ableitungen die Existenz des Differentials gefolgert werden kann. Die Umkehrung des Satzes
[0.24list aber falsch. Sei f : R — R definiert durch

xy2

fle,y)=4 x2+y*’
0, falls (x,y)=1(0,0).

falls (x,y) #(0,0),

Dann existieren alle Richtungsableitungen 8, f(0,0), aber f ist nicht stetig in (0,0), also erst recht nicht
differenzierbar.

9.2.10. Satz (Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit). Seien D < R" offen, a € D, f : D — R™ eine
Abbildung. Falls in einer Umgebung U von a alle partiellen Ableitungen 01f,...,0,f existieren und in a
stetig sind, so ist [ in a differenzierbar.

9.2.11. Beispiel. Sei f:R, xR — R2, f(r,9) = (rcosd,rsin9). Dann gilt

f cosd of _[-rsind
( 9= (s1n19) ’ %(r,ﬂ) B ( rcosd ) ’

und 9L

5 39 sind stetig (sie haben stetige Komponenten). Daher ist f differenzierbar und

sind rcosd |\k] |hsind+krcosd|’

AP, 0)-(h, k) = I, (r 9) - ( ) (cos«f) —rsm19) (h)_(hcosf)—krsmﬁ)
9.3. Mittelwertsatz und Schrankensatz. Sei D c R” offen. Fiir reellwertige Abbildungen mehrerer
Variablen f : D — R kénnen wir ein genaues Analogon des MWS fiir reellwertige Funktionen einer

Variablen (Satz[5.3.7] Analysis I) beweisen:

9.3.1. Satz. Sei f:D — R differenzierbar, und seien a,b € D so, dass die Verbindungsstrecke [a,b] in D
liegt. Dann gibt es ¢ € [a,b] mit f(b)—f(a)=df(&)-(b—a).

9.3.2. Folgerung (Konstanzkriterium). Ist D c R" offen und zusammenhdngend, f : D — R™ differen-
zierbar und df (x) =0 fiir alle x € D, so ist f konstant.
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9.3.3. Bemerkung. Wenn D nicht zusammenhingend ist, wird die Folgerung falsch.

9.3.4. Bemerkung. Ist f : D — R™, m > 1, differenzierbar, so gilt das Analogon des MWS i.A. nicht.
Beispiel: £ :R— R, £(£) = (cost,sint). Dann £(271) - £(0) = (0,0) aber J4(¢) = (‘czlsnj) fiir alle & € [0,271],

i 0
. (S)ISI;{ # 0) fiir alle ¢ € [0,27] (sonst wire coszé + sin2£ = 0). Ein Ersatz fiir
den Mittelwertsatz bei vektoriellen Werten ist eine Abschitzung des Abstandes ||f(b) — f(a)| mit Hilfe

der Norm des Differentials df. Dies kommt im Schrankensatz zum Ausdruck.

also df(&)2r—0) =27

Dazu definieren wir zunéichst das Integral vektorwertiger Kurven. Fiir eine stetige Kurve y : [a,b] —

R™ setzen wir
b b b
fy(t)dt:z(f y1(t),...,f ym(t)dt).

Wir integrieren also eine stetige Kurve in R™ komponentenweise. Damit beweisen wir in Satz[9.3.5]eine
Version des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung: Sie leistet einen Aufbau der
Differenz f(b) — f(a) aus den Differentialen ,dazwischen®.

9.3.5. Satz (Integraldarstellung des Funktionszuwachses). Sei f : D — R™ stetig differenzierbar, a,b €
D mit [a,b]l € D. Dann gilt

1
fb)-f(a) =f0 df(1-ta+tb)-(b—a)dt

—flii((l—t)a+tb)-(b —ap)dt
Jo fr=1 0%, RO

9.3.6. Lemma (Abschétzungsregel).

b b
[ vwdr] < [“onar.
a a
9.3.7. Satz (Schrankensatz). Sei f:D — R™ stetig differenzierbar, a,b € D mit [a,b] € D. Dann gilt

I1£)—f(@)l < sup Idf((1-t)a+tb)lop lIb—all.
te[0,1]
Ist K < D konvex und kompakt, so ist f|g Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten supg |ldf(x)|lop.
Dabei ist ||df(x)llop die Operatornorm von df (x) € L(R™,R™) ist, definiert bzgl. der euklidischen Normen
auf R und R™.

9.3.8. Bemerkung. Weil [ stetig differenzierbar ist, ist df : K — L(R",R™) stetig und auch |df,p :
K — R stetig; da K kompakt ist, gilt sup, ldf(x)llop = maxglldf]ep < oo.

Wie berechnet man die Operatornorm explizit? Die lineare Abbildung df(x) € L(R",R™) ist gegeben
beziiglich der Standardbasen durch die Jacobi-Matrix J = J¢(x) € My, x,(R). Sei J T die transponierte
Matrix. Dann ist J7 J eine symmetrische n x n Matrix, und ||df(x),p ist die Wurzel aus dem Maximum
der Eigenwerte von J 7 J.

Ist £ :R" — R, s0 gilt |df(@)llop = lgrad £l = (T2, 10; ()2

Eine Anwendung des Schrankensatzes ist der Satz tiber Vertauschung von Grenzwert und Differen-
tial. Eine Folge von Abbildungen f; : D — R™ konvergiert lokal gleichmdfiig gegen eine Abbildung

)1/2

f:D — R™, wenn es zu jedem Punkt a € D eine Umgebung U von a in D gibt, so dass f3|y gleichméBig
gegen f |y konvergiert.

9.3.9. Satz. Sei [}, : D — R™ eine Folge stetig differenzierbarer Abbildungen, und seien f :D — R™, g:
D — L(R™,R™). Gilt f, — f und df, — g lokal gleichmdfig fiir k — oo, so ist f stetig differenzierbar
mitdf = g.

9.4. Hohere Ableitungen und der Satz von Schwarz.

9.4.1. Definition. Seif :D cR" — R™ eine Abbildung, und seien i, j € {1,...,n}. Die partielle Ableitung
0;f existiere auf ganz U. Falls die i-te partielle Ableitung zu 9;f in a existiert, so heifit 0;(0;f)(a) eine
partielle Ableitung 2. Ordnung in a.

Schreibweisen:

Pf _ *f
axiaxj(a)-—azjf(a)-— al(ajf)(a), a_xlz

(a):=0%f(a):=0;(0; f)a).



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 117

Beispiel: Seien D :=R, x RcR2 und f : D — R definiert durch f(x,y):=x?. Dann

0 2

%(x,y):yxy_l, 3y ;(x y=x""1+ylogx—x"71,

f — y 2f — y-1 y-1

—(x,y)—logx-x , (x,y)=x"""+yx’""logx,
0x0y

2
0
f(x ¥) =y(y —1)x?72, —a;;(x,y)zlogx'logx-xy.

9.4.2. Bemerkung. Das Beispiel erweckt den Eindruck, als sei die Reihenfolge der partiellen Ableitun-

2
gen fiir das Ergebnis nicht entscheidend, beispielsweise ;xafy ayax oder 8;;f = 0;;f. Im Allgemeinen
gilt aber 0;;f # d;; ! Fiir ein Beispiel siehe Aufgabe[9.8.2]

9.4.3. Satz (Satz von Schwarz). Sei D c R" offen, und seien i,j € {1,...,n}, a € D. Die Abbildung f :
D — R™ besitze auf D die partiellen Ableitungen 0;f,0;f und 0;;f. Auflerdem sei 0;;f in a stetig. Dann
existiert auch 0;;f (a), und es gilt 0;;f(a) = 0,;f (a).

Beweis: 0.B.d.A. n=2,a=1(0,0),i =1, j=2. Dann gilt:
02(01£)(0,0) = lim — [(alf)(o R) - (01£)(0,0)

i 2 [ [ LOB)_ o [0 0.0
“h—0h k—»O k E—0 k

= lim lim = [f(k )= £(0,h)— f(k,0)+ f(0, 0)]
Sei zunichst 2 und A fest. Nun verwenden wir den Mittelwertsatz fir g, (y) := f(k,y)— (0, y):
f(k,h)—f(0,h) - f(k,0)+f(0,0) = g1 (h) — g1 (0) = hg},(n)

fiir ein ) zwischen 0 und A. Aber g}e (n) =02f (k,n)—02f(0,n). Setze r(x) = 02 f (x,n). Wir verwenden erneut
den Mittelwertsatz: r(k)—r(0) = kr' (&) = k31(d2f )(&,n) fiir ein ¢ zwischen 0 und k. Also: Fiir alle &, A gibt
es &,n (mit ¢ zwischen 0 und %, sowie 1 zwischen 0 und 4) mit

[f(k,h)—f(0,h)— f(k,0)+ f(0,0)] = hkd1(d2f )&, 1)
Da 010z stetig ist und ¢,n — O fiir £,h — 0 gilt, folgt:
02(811)0,0) = ;llii% ;1.335 01(02f)(¢&,n) = 01(82/)(0,0). [

Die Aussage des Satzes von Schwarz trifft insbesondere fiir zweimal stetig differenzierbaren Funktio-
nen zu (siehe Def.[9.4.5).

9.4.4. Definition. Fir iy,...,i3 €{1,...,n} deﬁnieren wir eine partielle Ableitung k-ter Ordnung in
Richtungen x;,,x;,,...,x;, durch d;,.. ka 0;,(--+(8;,_,(8;,f))---), falls f auf U in Richtung x;, differen-
zierbar ist, 0;, f auf U in Richtung x;, | dlfferenzwrbar ist etc.

Schreibweisen:

oFf
m 0iyoipf =03, (- (05, ,(0;, )+~
a[f 14 .. . A0
P :=0;f:=0;0;...0; f, fiir £€Ng (wobeid, f :=f),

X ———r
g {—mal

ak
[—f =0l Of, fiar CeNo, L1 4.+l =k.
0x " ...0x,"

9.4.5. Definition. Sei D c R” offen und 2 € N.

(i) Eine Abbildung f : D — R™ heiit k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ablei-
tungen bis zur Ordnung % von f existieren und stetig sind. Wir bezeichnen mit C*(D,R™) den
Raum der k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen von U nach R™.

(ii)) Eine Abbildung f : D — R™ heil3t unendlich oft differenzierbar oder glatt, wenn fiir alle & €
N alle partiellen Ableitungen 9;,...;,

der Raum der unendlich oft differenzierbaren Abbildungen von U nach R™.

[ existieren und stetig sind. Wir bezeichnen mit C*°(D,R™)
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Offensichtlich gilt
e’(D,R™) > €Y(D,R™) > C*(D,R™) > ... > €*(D,R™ > 1 (D,R™)> ...
und C®(D,R™) = NkenCH(D,R™).
9.4.6. Bemerkung. Mit dem Satz von Schwarz zeigt man induktiv: Ist / € C*(D,R™), so spielt die

Reihenfolge der partiellen Ableitungen in 9;,..;,f keine Rolle: Fiir jede Permutation (j1,...,jz) von
(i1,...,1p) gilt 0jyojp [ = ail...ikf auf D.

Eine wichtige Rolle in der Analysis, partielle Differentialgleichungen, mathematische Physik usw.
spielen die Differentialoperatoren. Als Beispiel betrachten wir Der Laplace-Operator

9.3) A:CY(U,R)— CUU,R), Af:=011f +...+0nnf.
wobei U c R" offen ist.
9.4.7. Definition. Sei f € C2(D,R), D c R” offen, a € D. Dann heiBt die Matrix
011f(@) ... 01 f(a)
H¢(a):= :

On1f(a@) ... Onnf(a)
Hesse-Matrix zu [ in a . Die Bilinearform

d%f(a):R" xR" — R, (u,v) — 0,8, f)a).
heillit Hesse-Form oder Differential zweiter Ordnung zu f in a .

Wegen des Satzes von Schwarz ist Hy(a) symmetrisch, d.h. 9;;f(a) = d;; f(a). Daher ist die Hesse-Matrix
die Jacobi-Matrix des Gradienten: H¢(a) = Jgraqf(a). Die Hesse-Form ist wohldefiniert, da 0, f = v101f +
...+ 0,0, f differenzierbar ist; daher ist d,,(9, f)(a) linear in u und v.
Es gilt
n n
P f@w,v)= Y wvid®faXei,e))= Y uv;0ijf(a)=u’ He(a)v.
i,j=1 i,j=1
Also hat die Bilinearform d2 f(a) beziiglich der Standardbasis {e1,...,e,} die Matrix Hy(a). Insbesonde-

re ist d?f(a) symmetrisch. Wir werden sehen, dass die Hesse-Matrix bei der Extremwertbestimmung
eine wesentliche Rolle spielt.

9.4.8. Lemma. Sei D cR” offen und f € C*(D,R™). Dann gilt fiir alle vi,vs,...,vy € R

Ourvg.vp £ (@) =0y, (..(0p, £ @)= Y. V1410245 Vkiy 0iig...ip f(@).

i1,02,.,0=1

9.4.9. Definition. Sei f € C*(D,R™) und a € D. Die multilineare Abbildung

d*fl@):R" x...xR" — R™,
n

(vlavza""vk)'—)60102...ka(a)= Z v1i1v2i2"'vkikailiz...ikf(a)
11,02, =1

heiBt Differential k-ter Ordnung zu f in a . Nach Bemerkung[@.4.6/ist d* f(a) symmetrisch.

9.5. Die Taylorformel. Sei D c R” offen, f € C*(D,R™), a € D. Fiir 1 < r < k betrachte die multilineare
Abbildung d” f(a). Fir vy =ve =... = v, = v setzen wir

d" f@)-v":=d"f(a)v,v,...,v).
9.5.1. Definition. Sei f € C?*1(D,R) und « € D. Das Polynom

Tpaf @)= f(a)+ %d fla)x—a)+ %d2 fl@x-a)® +.. + %d" fla)x—a)®

heiit p-tes Taylorpolynom zu f in a € D.
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Fir a =(ay,...,a,) €Nj und v € R" schreibe
lal:=a1+...+a,, al=ail--a,!, vazvﬁl-'-vz”,

und setze:
M au a al an
aifzzy, 0%f:=0y'-0,"f =
1

%1 9% alalf

Oxyt Oxy"" Oxyte--Oxp"

9.5.2. Lemma. Es gilt
r L) r! a a
d" f(a)-v""’ = E —‘6 fla)v®.

lal=r &

9.5.3. Satz (Taylorformel). Sei f € CP*I(D,R), und seien a,x € D mit [a,x] < D.
(i) Taylorformel mit Lagrange-Restglied: Es gibt ¢ € [a,x] mit

1
_ p+1 A — ) 2+D)
f(x)-Tp,af(x)+(p+1)!d f© (x-a)
1 1
= ) —0f@E-a)+ Y} =0f@x-a).
lal<p ¥ laj=p+1 &

(ii) Taylorformel mit Integralrestglied: Mit x = a + h gilt:

1
F@=Tpaf )+~ [ A=0Pd?" fla+ k™D dt
pJo

1
_ Z i'a"‘f(a)(x—a)“pfo (1-t)P Z i‘a“f(a+th)hadt.

lal<p & lal=p+1 %
(i) Qualitative Taylorformel: Ist f € CP(D,R™) und a € D so gilt:

_T o
f(@)=Tpqf (x)+o(lx —alP) fiir x — a; also l%% =

9.6. Lokale Extrema.

9.6.1. Definition. Sei X ein topologischer Raum (z.B. X < R” mit der induzierten Topologie).

(i) f:X — Rhat in a € X ein Maximum (bzw. Minimum), wenn f(x) < f(a) fir alle x € X (bzw.
f(x) > f(a) fur alle x € X). Man bezeichnet a auch als globales Maximum (bzw. globales
Minimum).

(ii)) f:X — R hat in a ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn es eine Umgebung
U von a in X gibt mit f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fir alle x € U.

(iii)) f:X — R hat in a ein strenges Maximum (bzw. strenges Minimum), wenn f(x) < f(a) (bzw.
f(x)> f(a)) fiir alle x € X \ {a}.

(iv) f:X — Rhat in a ein strenges lokales Maximum (bzw. strenges lokales Minimum), wenn
es eine Umgebung U von a gibt mit f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fur alle x € U \ {a}.

(v) f:X — Rhat in a ein lokales Extremum, wenn f in a ein lokales Maximum oder ein lokales
Minimum hat.

9.6.2. Definition. Seien D < (V,||-||) offen und f : D — R differenzierbar. Ein Punkt a € D mit df(a) =
0€ L(V,R) heil3t kritisch oder stationir.

9.6.3. Satz (Fermatsches Kriterium fiir lokale Extrema). Sei D < (V,|-||) offen, f : D — R differenzier-
bar und a ein lokales Extremum. Dann ist a ein kritischer Punkt, d.h. df(a) = 0.

Das Fermat-Kriterium ist notwendig, jedoch nicht hinreichend fiir das Vorhandensein eines Extre-
mums (schon im Eindimensionalen bekannt). Ein 2-dimensionales Beispiel: f : RZ2 — R, f(x,y) = xy,
df(0,0)=0. In jeder Umgebung U von (0,0) gibt es jedoch Punkte u,v € U mit f(u)>0> f(v).

Der Linearen Algebra entnehmen wir folgende Definitionen. Eine symmetrische Bilinearform b :
R™ x R® — R heif}t
(i) positiv definit, wenn b(v,v) > 0 fiir alle v # 0;

(ii) negativ definit, wenn b(v,v) < 0 fir alle v # 0;

(ii1) indefinit, wenn v,w mit b(v,v) > 0 und b(w,w) < 0 existieren.



120 ANALYSIS I-III, 2011/2013

9.6.4. Satz (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema). Sei D c R" offen, f € C3(D,R) und a € D ein
kritischer Punkt. Dann gilt:

(i) Ist die Hesse-Form d?f(a) positiv definit, so hat f in a ein strenges lokales Minimum.

(i) Ist die Hesse-Form d?f(a) negativ definit, so hat f in a ein strenges lokales Maximum;

(iii) Ist die Hesse-Form d?f(a) indefinit, so hat f kein lokales Extremum in a.

9.6.5. Bemerkung.

(i) d?f (a) ist positiv definit (bzw. negativ definit, indefinit) genau dann, wenn H (@) positiv definit (bzw.
negativ definit, indefinit) ist.

bi1 b1

b1 bag)

Wenn b1 >0 und detH > 0, dann ist H positiv definit.

Wenn b11 <0 und detH > 0, dann ist H negativ definit.

Wenn detH < 0, dann ist H indefinit.

(iii) Sei H € M, «»(R) symmetrisch. Dann gilt:

(i1) Sei H € Ma«9(R) symmetrisch, H =

H ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv (> 0) sind.
H ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte negativ ( < 0) sind.
H ist indefinit genau dann, wenn Eigenwerte A,y von H mit A >0 und u < 0 existieren.

9.7. Extremwertbestimmung. Sei f € C2(D,R). Gesucht sind die lokalen Extrema von f.

Bestimme die kritischen Punkte, d.h. die Losungen des Systems:

Of e _OF
axl(x)—...—axn(x)—o.

Sei a ein kritischer Punkt. Berechne die Matrix Hy(a) und deren Eigenwerte.

[e]

Alle Eigenwerte sind positiv ~ a ist ein strenges lokales Minimum.

[e]

Alle Eigenwerte sind negativ ~~ a ist ein strenges lokales Maximum.

o

Es gibt positive und negative Eigenwerte ~ a ist kein lokales Extremum.

[e]

0 ist Eigenwert ~~» Wir kénnen nicht entscheiden und miissen eventuell eine Taylorformel
hoherer Ordnung benutzen.

Dann betrachtet man ggf. andere kritische Punkte.

9.7.1. Beispiel. Sei f :R2 — R, f(x,y) = 23 +x2 + y2; grad f(x,y) = (3x% + 2x,2y) = (0,0) genau dann,

2 2
bu+ 0) mit H7(0,0) = (

wenn (x,y) € {(0,0),(—%,0)}. Die Hesse-Matrix ist: Hy(x,y) = ( 0 9 0

0 .
2) positiv
-2
0
(- % ,0) ist kein lokales Extremum.

Punkte (x,y) € R mit df(x,y) =0 und H £(x,y) indefinit heiflen Sattelpunkte.

0
definit und H f(—§,0) = ( 2) indefinit. Daraus folgt: Der Punkt (0,0) ist ein lokales Minimum, und

9.7.2. Beispiel. Betrachte die Funktion f : R2 — R, f(x,y) = x* + y% — 423 — 3y% + 3y; grad f(x,y) =
(4x3 —12x2,3y% — 6y + 3) = (0,0) genau dann, wenn (x,y) € {(0,1),(3,1)}. Es ist

12x2 + —24x 0 0 0 36 0
H = H:0,1)= H:0,1)= )
£(x,5) ( 0 6y—6)’ £(0,1) (0 0), £(0,1) (0 0)

In beiden Fillen ist 0 ein Eigenwert der Hessematrix und das Kriterium [9.6.4] gibt keine Auskunft. Wir
studieren daher das Vorzeichen der Differenzen f(x,y)— f(0,1) und f(x,y)— f(3,1). Fiir ein Polynom
P gilt P(x) = T}, o P(x) fiir alle £ > grad P, d.h. wir konnen das Polynom nach der Potenzen von x; —
ai,...,xn —a, entwickeln. Also f(x,y)— £(0,1) = x* — 4x3 + (y — 1) und dieser Ausdruck ist > 0 in allen
Punktem (0,1+ 2z) mit z > 0 und < 0 in allen Punktem (0,1 + z) mit z < 0. Es folgt, dass (0,1) kein
Extremum ist. Es gilt f(x,y)—f(3,1) = (x—3)*+8(x—3)3+18(x—3)2+(y—1)% = (x—3)%(x2 +2x+3)+(y—1)2 >
0 also (3,1) ist eine Minimumstelle.
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9.8. Ubungen.

9.8.1. Aufgabe. (i) Es sei f : R — R definiert durch

2
x1%5
- , x#0
f=1 x3+x3
0 , x=0

Zeige, daB f stetig ist und fiir jedes x € R und jedes y € R?

() lim LEF =)

t—0 ¢ 8x.y)

existiert, aber daf3 die Abbildung y — g(0,y) nicht linear ist (so daf3 f im Punkt 0 nicht differenzierbar
sein kann).

(ii))Esseif: R2 — R definiert durch
3

x] %2 40
X
- 4,.2 7
flo)=49 xf+x5
0 , x=0

Zeige, daB der Limes g(x,y) in () fiir jedes x € R? und jedes y € R? existiert und daB y — g(x,y) fiir
jedes x € R? linear ist, aber f im Punkt 0 nicht differenzierbar ist.

2_ 2
5 fur (x,y) #(0,0). Zeigen
Yy

9.8.2. Aufgabe. Sei f :R? — R definiert durch £(0,0) =0 und f(x,y) = xy
Sie:

(a) 01f und dsf existieren in jedem Punkt des R? (auch im Nullpunkt) und sind stetig; insbesondere
ist f differenzierbar.

(b) 012/(0,0) und 921 £(0,0) existieren, sind aber nicht gleich.

X2 _
x2 +

9.8.3. Aufgabe. Wir betrachten nun U :=R" \ {0} und die Funktion r: U 3 x — |lx|l2 = v/{x,x) € R.

(a) Berechnen Sie die Gradienten grad(r?~")(x) und grad(logr)(x).

(b) Zeigen Sie: A(r>~") = 0; im Falle n = 2 gilt A(logr) =0.

(c) SeifeC%R%,R)und P:R; xR 3 (r,¢p) — (rcos¢,rsinp) € R? die Polarkoordinatenabbildung. Zeigen
Sie, daB mit F := f o P € C2(R, x R, R) gilt:

02 1 62 10
(ﬁ R el 5F)(r,¢>) = (AF) P, ¢)).

(d) Sei %k e N. Wir betrachten die Abbildung € 3 z — z* € C sowie die zugehorige Abbildung f : RZ — RZ,
die sich daraus nach der iiblichen Identifikation von C mit R? ergibt; diese ist ein R?-wertiges Polynom,
insbesondere f € C®°(R?,R?). Sei P die Polarkoordinatenabbildung und sei F := f o P. Berechnen Sie
F(r,¢) und zeigen Sie Af; =0 fir i =1,2.

9.8.4. Aufgabe (Lemma von Hadamard). Sei f € C*°(R"). Zeigen Sie:
n

(a) Es gibt g; € C®(R™) mit f(x) = f(0)+ )_ x;g:(x), x € R".
i=1
n
(b) Ist df(0) = 0, so existieren h;; € C°(R"), mit f(x) = f(0) + Z x; xj hij(x), x €R™.
ij=1
9.8.5. Aufgabe (Satz von Rolle in R?). Sei f :R" — R differenzierbar, so dass f|gs-1 konstant ist (wobei
S l={xeR™: x| = 1}). Zeigen Sie, dass f einen kritischen Punkt in B1(0) = {x € R" : | x| < 1} hat.

9.8.6. Aufgabe. (Homogene Funktionen) Die in U = R™ \ {0} erklarte reellwertige Funktion f heif3t
homogen vom Grad «a € R, wenn f(¢x) = t*f(x) fiir alle x € U und ¢ > 0 gilt. Sei f auBlerdem unendlich oft
differenzierbar in U.

(a) Zeigen Sie, daf} ein kritischer Punkt von f auch eine Nullstelle ist, falls a # 0.

b) Nehmen wir an, f sei erkliart und unendlich oft differenzierbar auf R™. Beweisen Sie, dafl f ein
Polynom ist.
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9.8.7. Aufgabe. Bestimmen Sie die Extrema der Funktion
fiR? —R, flx,y)=e" +x2+1y%,1>0
(Diskussion von Wirkung von A auf die Extrema).

9.8.8. Aufgabe. Fiir ein dem Einheitskreis einbeschriebenes Dreieck mit den Eckpunkten a = (1,0),
b = (cosx,sinx) und ¢ = (cosy,siny) ist der orientierte Flacheninhalt gegeben durch

1 L 1 L
flx,y)==det(b—a,c—a)= _det(cos.x cosy )
2 2 sinx siny
Sei D :={(x,y) | 0 = x < y < 2n}. Bestimme die lokalen Extrema von f : D — R und interpretiere das

Ergebnis geometrisch.

9.9. Notizen: Komplexe Differenzierbarkeit.

9.9.1. Definition. Sei D c C offen. Eine Funktion f : D — C heilit komplex differenzierbar in zo € D,
wenn

d _
9.4) f(z0):= —f(zo) = lim 1) - fz0) in C existiert.

dz z=20  z—2
Diese Zahl heifit dann die (komplexe) Ableitung von f in zo. Die Funktion f : D — C heil3t holomorph
in D, falls f komplex differenzierbar in allen Punkten z € D ist; f heillit holomorph in zo € D, wenn f

holomorph in einer offenen Umgebung von zg ist.

Jedes Polynom P :C — C, P(z) =a,z" +... + ag ist komplex differenzierbar, und

1+...+2a22+a1.

P'(z)=na,z""
Diese Definition erhalten wir durch Ubertragung der Definition der Differenzierbarkeit in einer reellen

Verinderlichen. Auf gleiche Weise wie in Satz[5.6.7] zeigt man:

9.9.2. Lemma. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(i) f ist komplex differenzierbar in zg
(ii) Es gibt A € C mit f(z) = f(z9) + Mz —z¢) + 0|z — 29])
(d.h. es gibt p:D — C mit lim, ., 22 =0 und f(2) = f(20) + Mz - 20) + p(2)).
(iii) Es gibt L : Hom¢(C,C) mit f(z) = f(zo) + L(z — zg) + o(|z — zg]).
In diesem Falle gilt f'(z9) = A und L(v) = f'(29)-v fiir veC.

Dabei bezeichnet Hom¢(C,C) der Raum der C-linearen Abbildungen von C nach C. Sei nun f:D — C,
z=x+iy— f(z)=u(x,y)+iv(x,y), wobei u = Ref und v =Im f. Wir identifizieren f mit einer Funktion
f:DcR? - R2, (x,y)— ((x,y),v(x,y)):

z—f(2)

CoD C
z»—»(x,y)l lz»—»(x,y)
RZ2>D R2

()= (u(x,y),v(x,y))
Laut Definition [0.1.1]ist die Funktion f reell-differenzierbar, wenn L € Homp(R?, R?) = Homg(C,C) exis-
tiert mit f(z) = f(z0) + L(z —zg) + o(|z — 2¢|), 2 — z¢. Die Abbildung L ist das Differential von f in z¢ und
wird bezeichnet mit L = df(zg). Ist f reell-differenzierbar in z¢, so existieren die partiellen Ableitungen

Of (o Ou v Of L du
ax(zo)— ™ (zo)+lax(zo), ay(ZO)_ ay(20)+lay(zo),
und 5 5
dfeo = L pydx+ Lizpdy.
Ox oy
Dabei sind

dx,dy:C—C, dx(z)=dx(x+iy)=x, dy@)=dylx+iy)=y.
Wir benutzen oft die komplexen Differentiale

dz,dz:C—C, dz(z)=z, dz(z)=Z.
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also
dz=dx+idy,
dz=dx-idy.
9.9.3. Satz. Sei D cC offen, f :D — C und zo € D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist komplex-differenzierbar in z,
(ii) f ist reell-differenzierbar in zg und d f(zg) ist C-linear,

(iii) f ist reell-differenzierbar in zy und erfiillt zusdgtzlich die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

0 0

(9.5) —f(20)+ i—f(zo) =0
Ox oy

d.h.

9.6) Ou Ov ou  Ov

ox 0y’ dy  ox
In diesem Falle gilt
9.7 df(zo)v)=f'(z0)-v, fiirveC.

Beweis: (i) < (ii) ist klar, da Hom¢(C,C) « Homg(C,C).
Zu (ii) < (iii): df(z¢) € Hom¢(C,C) <= I A1 e Cmit df(z9)(z) =1-z < T 1€ C mit

df(z0)-1=1, df(zo)-i=iA.

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

C z—Az C
ZH(x,y)l lZH(x,y)
R2 R2
df(zo)

Aber %(zo) =df(zp)-e1 und %(20) =df(zg)-eg, wobei e1; =(1,0) und eg = (0,1). Durch den Isomorphis-
mus R2=C, (x,y) — x + iy werden e1 und eg auf 1 und i abgebildet. Es folgt

df(zO)'IZ%(Zo), df(zO)-iZ%(Zo).
Ox Oy
Also df(z¢) € Homc(C,C) < (Q.5). Wenn wir Realteil und Imaginirteil von betrachten, erhalten
wir (@.6). 0
Fiihren wir die folgenden partiellen differentiellen Operatoren ein:

%zl(%_ﬂ), %21(%”%)

9.8
9.8) 0z 2\0x Oy 0z 2\0x Oy

Damit gilt
0 0 _
df(zo) = —f(zo)dz + —f(zo)dz.
0z 0z
Die Cauchy-Riemannschen Gleichungen (9.5) werden

0
9.9 —i(zo) =0.
0z
Ist f komplex-diferrenzierbar, so gilt nach [@.5), (9.8)
0 0
(9.10) —f(zo) = —f(zo) =df(z0)-1=f'(z0).
0z 0x
Wenn wir z und z als Variablen betrachten und eine Funktion

fen=r(332,22)

0
nach z und z mittels Kettenregel ableiten, erhalten wir die Formel (@.8). Dies bedeutet, dass wir a—f,
z

% durch formelles Differenzieren nach den Variablen z und z erhalten.

z
Dies erleichtert viele Rechnungen. Z.B.
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10. UMKEHRSATZ UND SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN

10.1. Banachscher Fixpunktsatz. Viele Gleichungen kann man in die Form f(x) = x bringen. Bei-
spiel: Fiir gegebenes a > 0 ist x2 = q ist dquivalent zu x = f(x) := %(x +£). Wir nennen einen Punkt ¢
mit (&) = ¢ einen Fixpunkt von [ (ein Punkt, der unter der Abbildung f festbleibt). Zur Lésung der
Gleichung f(x) = x bilden wir, ausgehend von einem Wert x¢ := a, nacheinander

x1 = f(x0), x2 = f(x1),..., % = f(Xp-1),...

und sprechen von einem Iterationsverfahren oder Methode der sukzessiven Approximation zur
Bestimmung des Fixpunktes. Im Falle der Bestimmung der Quadratwurzel setzen wir xg := a > 0,
Xn+l= %(xn + %); das Verfahren konvergiert ziemlich rasch.

10.1.1. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heif3t Kontraktion,
falls es q €[0,1) gibt mit d(f(x), f(y)) < qd(x,y) fir alle x,y € X, d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante q €[0,1).

10.1.2. Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und ist f : X —
X eine Kontraktion, so hat f genau einen Fixpunkt ¢ € X. Fiir jedes x € X konvergiert die durch xo :=x
und x, = f (xn—1) fiir n > 1 definierte Iterationsfolge (x,), >0 gegen &, und es gilt die Abschditzung

n

(10.1) d(x,,8) <

1 d(x1,%0).
1-¢
Wie iiberpriift man, dass eine Abbildung eine Kontraktion ist? Ein wichtiges Kriterium liefert den
Schrankensatz[9.3.7} Ist D € R" konvex und f : D — D differenzierbar mit
q:=supldf®)lop <1,
D

so ist f eine Kontraktion, da fiir alle x,y € D gilt
1f ()= F@I < sup Idf((1=)x+ty)lop ly—xll < glly—xl.
£€[0,1]
Wir bestimmen z.B. auf vier Nachkommastellen gerundet die reelle Lésung der Gleichung: x® +12x —

1=0.
Es gibt eine eindeutige reelle Losung im Intervall X =[0,1]. Durch Umformungen wird die Gleichung

x=1osdh f(x) = 1. Wir finden
2x 2
g= sup If' ()= sup ———= = —.
x€[0,1] vef0.1] (@2 +12)2 169

Sei xg = 0, dann ist x; = f(0) = 1—12 und d(xg,x1) = 1—12 Aus der Formel (10.1) bestimmen wir n minimal,
so dass
1 1 2 2 167-12
dlxo,x1) " <107t = —. 169 (_)n <107 = (—)n < 16712 )
1-¢q 12 167 169 169 169-104

Daraus folgt n =2. Dann ist { Zx9 = f(x1) = x2i12 = % =0,08328.
1

10.2. Der Umkehrsatz.

Die Diffeomorphismen spielen in der Analysis die Rolle der Koordinatenwechsel, also die Rolle der
Isomorphismen in der Linearen Algebra. Sie vereinfachen oft die Berechnung von Integralen und das
Lésen von Differentialgleichungen.

10.2.1. Definition. Seien D cR"”, G c R™ offen, und sei k& € N U {oo}.

f:D — G heiBt C*-Diffeomorphismus, wenn f € C*(D,G), f bijektiv und f~! € C*(G,D) ist.

f heiBit lokaler C*-Diffeomorphismus in a € D, wenn offene Umgebungen U von a und V von f(a)
existieren so, dass f : U — V ein C*-Diffeomorphismus ist.

f heiBt lokaler C*-Diffeomorphismus, wenn f ein lokaler C*-Diffeomorphismus in jedem x € D ist.

10.2.2. Beispiele.
(1) exp : R — R, ist ein C®°-Diffeomorphismus mit der Inversen log : R, — R.

(2) Polarkoordinaten in R2. Die (Einschriankung der) Polarkoordinatenabbildung

P:R, x(—7,m) — R?\{(x,y) :x <0,y =0} =:R2, P(r,9) = (rcosd,rsind)
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ist ein C*°-Diffeomorphismus. Laut Satz[8.4.17]ist die Inverse von P gegeben durch

P LR2 SR, x(-m,71), (x,y)— (\/x2 +y2,arg(x,y))

wobei (siehe und B.6))

X
arccos , x>0,
2 _ A /x2+y2
arg:RZ — (—m,m), arg(x,y)=
—arccos —=—, x<0.
x2+y2

Die Funktion R2 — Ry, (x,y) — /2 + y2 ist glatt, als Zusammensetzung von R? — R,, (x,y) — x2 + y2
und R, — Ry, t — v/t. Wir beweisen, dass arg : R2 — (-7,7) glatt ist, wie im Satz [8.4.9] Betrachte die
offenen Mengen in R?:

Ur={x,y):y>0}, Us={(x,y):y<0}, Us={(x,y):x>0}
und die glatten Abbildungen
f1:U1—>[R,f1(x,y)=arccot§, f23U2—’R,f2(x,y)=—arccot§,
f3:U3—’R,f3(x,y)=arctan%-

Esist R2 =U;uUsuUs und

fi(x,y), z€Ui,
arg(x’y)z f2(xay): ZEUQ’
f3(x,y), z€Us.
woraus folgt, dass arg : R2 — (—x,7) glatt ist: gegeben (xg,yo) € R? beliebig, so gibt es & € {1,2,3} mit

(x0,50) € Uy, also existieren 0% arg(xo,yo) = 0% f%(x0,¥0) und sind stetig fiir alle @ € I\I%. Berechnen wir die
Jacobi-Matrix er Abbildung P~!. Zunichst

0 (x,y) 9 arccotx 9 arctany ! ( y) —Y
— arg(x, = — _= —— - = | =
ox BV =50 y Ox x 1+(l)2 x2)  x2+y2
X
und
0 .y x
—arg(x,y) = ——
dy L6y x2 + y2
also fiir x =rcosd, y =rsind,
3 > 9 sind
in
JPl(x,y)=(\/xzy+_y2 @):(_2@ 9 f 19).
pemw pow ~sin = cos
Da
A= ,detA #0~~ A" =
(c d) otA 70~ detA(—c a)
so folgt
(Tpr(x ))_Izr reosd —sind _[cos® —rsind — Jo(r )
p-1i%Y lgind  cosd sind rcos? PAT:

3) f:R— R, f(x) = x? ist €, bijektiv (sogar ein Homéomorphismus), aber kein Diffeomorphismus,
weil £~ 1(y) = yV/3 nicht differenzierbar in y = 0 ist.
(4) Die Polarkoodinatenabbildung P : R, x R — R2 . {(0,0)} ist ein lokaler Diffeomorphismus, aber kein
Diffeomorphismus, weil sie ist nicht injektiv ist.
(5) Polarkoordinaten in R? oder Kugelkoordinaten. Wir definieren

P3:Ry x (—m,m) x(=5,5) — R3

(10.2)
Ps3(r,¢,9) = (Pa(r,p)cosd,rsind) = (rcos @ cosd,rsin@cosd,rsind).



126 ANALYSIS I-III, 2011/2013
Wir beweisen, dass P3 ein Diffeomorphismus auf ihr Bild R3 < {(x,y,2z) : x <0,y = 0} ist. Wir schreiben
P3=%¥50W¥, wobei

W1 iRy x(=m,m) x (=F,5) — Ry x (=7,m) xR,

Yi(r,¢,9) = (rcos?d,p,rsin9)

Yo :Ry x(—m,m) xR — R3 {(x,0,2): x < 0},

Wolp,9,2) = (P2(p,9),2)

Da ¥, ¥4 Diffeomorphismen sind, ist auch W90 ¥ ein Diffeomorphismus.

(x,y,2)

Berechnen wir detJp, (r,,9). Laut Kettenregel gilt Jp, = Jy,(¥1)Jy, und detJy, =r, detJy, = p, also

detJp, =rcos¢-r= r2 cos .

(6) Polarkoordinaten in R”. Wir definieren die Polarkoordinatenabbildung in R” durch Rekursion:

103 PRy x(—m,m) x (2,22 — R"\ {x e R" :x1 < 0,22 =0}
. Pn(r’(p,ﬂl,---,ﬂn—2)= (Pn—l(r’(p;ﬁl;---,19n—3)COS19n—2,rSin'L()n—2)
Es ergibt sich P,(x) =y wobei

y1=rcos@cosdy---cos,_a,
y2 =rsingcosdi---cosI,_g,

yg =rsindicosdy---cosdy,_2,

Yn-1=rsind,_sgcosd,_g,
Yn=rsind,_g.

Behauptung:
P,, ist ein Diffeomorphismus und

detdp, (r,@,01,...,9,) = " Leos91(cos92)? - (cos 9p_2)" 2.
Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber n: Wir schreiben P,, = W90 ¥, wobei

W1 iRy x (—7,1) x (=2, 2)" 72 — (0,00) x (—71,71) x (- £, )" 3 xR,

\Pl(r,(p,ﬁl,--- ,19n—2) = (rCOSﬁn—2,(p,’f)1,--- ;ﬁn—3;rSin19n—2)-
Wy iRy x (—7,7) x (=2, 2)" 3 xR — R™ . {x 121 < 0,x2 =0},

\Ij2(P,(p,'L()1,-- . ;19n—3;xn) = (Pn—l(P,(p,'f)l,- .. ;19n—3)’xn)-
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V1, Y2 sind Diffeomorphismen also P, ist ein auch Diffeomorphismus. AuBlerdem gilt detJy, =r,
detJy, = detJp, , und letzteres ist durch die Induktionsannahme bekannt. Folglich

detJp, =detJy,(V1)-detJy, =detdp, ,(p,¢,01,...,9,-3) 7
=r(rcos9,_2)" 2cos91(cosds)? - (cosd,_g)" 3

=r""Lcos91(cos 92)? -+ (cos 9y—3)" 3(cos 9,—2)" 2.

10.2.3. Satz. Seien D c R, G < R™ offen, k € NU{oo}. Sei f : D — G ein C*-Diffeomorphismus, x € D,
y = f(x). Dann gilt d(f "1)(y) =[df )]~ und Jp-1(y) = [Jf(x)]_l. Insbesondere gilt m = n.

10.2.4. Satz. Sei f : D — G ein Homdomorphismus mit [ € C*(D,G). Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

() f ist ein C*-Diffeomorphismus,

(i1) df(x):R"™ — R”" ist fiir jedes x € D ein Isomorphismus.

10.2.5. Satz (Umkehrsatz). Seien D,G < R" offen, f € C¥(D,G), a € D, yo = f(a) € G. Ist df(a) ein
Isomorphismus, so ist [ ein lokaler C*-Diffeomorphismus in a.

10.2.6. Bemerkung. df(a) ist ein Isomorphismus genau dann, wenn detJ¢(a) # 0.

Der Satz besagt, dass die Gleichung f(x) = y sich nahe a bzw. yo eindeutig lésen lidsst, wenn die
lineare Gleichung d f(a)-v = w sich fiir jedes w € R" eindeutig 16sen lasst, d.h. wenn die Zahl detJ;(a) # 0
ist.

10.2.7. Folgerung (Diffeomorphiesatz). Seien D,G < R" offen, und sei f € C*(D,G) bijektiv, k > 1. Falls
df(a) fiir jedes a € D invertierbar ist, so folgt f ' € C¥(G,D), d.h. [ ist ein C*-Diffeomorphismus.

10.2.8. Beispiel. Der Diffeomorphiesatz vereinfacht die Beweise, dass eine gegebene Abbildung ein
Differomeorphismus ist; es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung bijektiv und von der Klasse C* ist und
zusédtzlich, dass das Differential in jedem Punkt bijektiv ist. Man braucht nicht mehr die Inverse zu
berechnen und nachzuweisen, dass sie C* ist.

Betrachten wir nochmals die Abbildung f : Ry xR — R2, f(r,p) = (rcos,rsing). Sie bildet D =
Ry x (¢o — 7,0 + 7) bijektiv auf G = R2 < {te'¥0 : t < 0} ab. AuBerdem gilt fur alle (r,p) € D:

cos@ —rsing

J =
£r.9) (sin(p rcos @

), detJr(r,p)=r#0.

Daraus folgt dass df(r,) fiir jedes (r,¢) € Ry x R invertierbar ist. Nach Folgerung [10.2.7list f : D — G
ein C*°-Diffeomorphismus.

Genauso zeigt man, dass die Kugelkoordinatenabbildung (I0.2) ein C*°-Diffeomorphismus auf ihr
Bild ist (Ubungsaufgabe).

10.2.9. Bemerkung. Ohne die Voraussetzung der Bijektivitat ist der Diffeomorphiesatz falsch: Be-
trachte die Abbildung f : R2 — R2, f(x,y) = (e*cosy,e* siny), deren Jacobi-Determinante det £lx,y) =
e2* £ 0 ist. Die Abbildung ist aber nicht injektiv, denn f(x,y + 2kx) = f(x, y).

Man kann die Diffeomorphismen von R” so charakterisieren:

10.2.10. Satz (Hadamard). Sei f :R" — R" stetig differenzierbar. Die folgenden Bedingungen sind dqui-
valent zueinander:

(i) f ist ein Diffeomorphismus von R" auf R".

(ii) df(a) ist invertierbar fiir jedes a € R™ und f ist eigentlich (d.h. f~Y(K) ist kompakt fiir jede kom-
pakte Teilmenge K c R").

10.3. Der Satz iiber implizite Funktionen.

Sei f : R¥*™ — R™ eine Abbildung, zg € Im(f), (xo,yo) € R*¥ x R™ — R**™ liege in der Niveaumenge

f1(z0). Wir mochten die Gleichung f(x,y) = 29 nahe (xg, yo) durch eine Funktion y = g(x) auflésen.
Beispiel: f:R2 — R, (x,y) — y —x2, 29 := 0, (x0, o) := (0,0). Dann ist y —x2 = 0 (nahe (0,0)) auflésbar

durch y = g(x) := x2. Sie ist aber nicht auflésbar in der Form x = g(y): Es gibt fiir y > 0 stets zwei

Losungen x = +,/y und fiir y < 0 gar keine Losung. Anders ausgedriickt: Die Menge {(x,y) € R?:y =x?}

ist ein Graph iiber der x-Achse, aber kein Graph iiber der y-Achse.
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Wir fithren nun die folgende Notation ein. Die Punkte in R**” schreiben wir als (x, y) = (X1, .., Xk, Y1, .-, Ym)-
Ist U c R¥*™ offen, a € U und f € CL(U,R™), also jeweils df (a) : R¥*™ — R™ linear, so seien d. f(a) bzw.
dyf(a) die Einschrankungen von df(a) auf die Faktoren R* bzw. R™ von R* x R™ = RE+™ Also:

d.f(@):RF —R™,  d.f(a@)h=df.(h,0),
dyf(@):R™ —R™, d,f(a)h=df,(0,h),

df(@)h,h)=d f(@h+dyf(a)h.

Die Abbildgungen df(a) und d,f(a) sind linear. Die zugehérigen Matrizen beziiglich der Standardba-

sis sind
%( ) %( )
5 0i1f1(a) ... 0rfi(a) F e
é(a):: : : = : :
01fm(@ ... Opfm(@ Ofm fm o)
6x1 axk
zu d, f(a), bzw.
a—fl(a) a—fl(a)
of Or+1f1(@) ... Opsmfila) ay1 T Oym
ay =l =] :
h1fm@ .. Opemfm(@) |Ofm o Ofm
0y1 0ym

zud,f(a).

10.3.1. Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Sei U c R¥*™ offen, f € C/(U,R™), (xo,y0) € U, zo =
f(x0,¥0). Sei dyf(x0,y0) : R™ — R™ invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung der Form U' xU" c
U von (xo,vo) und eine Abbildung g € CX(U’,U") mit g(xo) = yo so, dass fiir alle (x,y) € U' x U" gilt:
f(x,y) =z9 genau dann, wenn y = g(x).

10.3.2. Folgerung. Es gilt:

dg(xo) = —(dyf(x0,50)) "  od.f(x0,50) |-

Ist f :RF*1 SR (d.h. m = 1), so gilt:

grad g(xo) = ©01f,...,0k ) (x0,50) |-

"~ Op1/ (0, 0)

Beweis: Fiir alle x € U’ gilt F(x) := f(x,g(x)) = 29, d.h. F ist konstant, also fiir alle 4 € R™:
0=dF(x)-h=df((x,g(x)))-(h,dg(x)-h) =dyf(x,g(x))-h+d,f(x,g(x)) - (dg(x)-h).
Daraus folgt: dg(xo)-h = —(dyf (x0,y0) " df (x0,50) - h. U

10.3.3. Beispiel.

1) f:R2 —R, f(x,y) =x2+y2 (hier £ =1, m =1). Dann ist %(x,y) =2y. Fir alle yo # 0 und alle xg gilt
also: x2 +y%2 =20 = x% + yg kann lokal um (xg, yo) durch eine Gleichung y = g(x) aufgelost werden. (Klar
auch ohne Satz tiber implizite Funktionen: g(x) :=signyg-1/z0 — xg .) Analog fuir x¢ # 0.

2) f:R2 —R, f(x,y)=x2-y2. Seizg =0, dann ist £ ~1(0) die Vereinigung der zwei Winkelhalbierenden
y=xund y = —x. Esist grad f(x, y) = (2x,—2y). Daraus folgt: Fiir alle (xo, yo) # (0,0) in £ ~1(0) ist f(x,y) =
0 nahe (x9,y0) sowohl nach x als auch nach y auflosbar. Denn hier ist 2y # 0 < 2x0 # 0 wegen x2 = y2.
Im Nullpunkt ist die Gleichung weder nach x noch nach y auflosbar.

(8) Die Lemniskate von Bernoulli ist der Ort der Punkte (x,y) € R?, deren Entfernungen von zwei
festen Punkten (—1,0) und (1,0) das konstante Produkt 1 haben:
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Die Lemniskate ist also die Menge der Punkte (x,y) € R?, fiir die gilt:
|x,¥) - (1,0)] - |(x,y) - (-1,0)| =1 =
1=((x-12+y?) - (x+1D?+yH) =(? +1+y*)? - 42® =
O:(x2+1+y2)2—4x2—1 =(x2+yz)2—2xz+2y2 =:f(x,y).
Der Gradient der Funktion f ist:
grad £ (x, y) = (doc(a® + y2) — 4, dy(x? + y2) + 4y) = 4(x(x® + y2 - 1), y(x® + y2 + 1)).

Ist yo # 0, so ist die Gleichung f(x,y) = 0 nahe (xg, o) € £ ~1(0) auflésbar durch y = g(x). Ist xo # 0 und
x(z) + yg # 1, so ist die Gleichung f(x,y) = 0 auch nach x auflésbar nahe (x¢, yo).

Wo gilt x%+y§ =1? f(x0,50) = 1—2x(2)+2y§ = 3—4x§ © xp = i@, Yo = i%. In der Néhe der vier Punkte
(i%g’ + %) ist f(x,y) = 0 jeweils nicht nach x auflésbar.

Nabhe (x9, y0) = (0,0) ist die Gleichung weder nach x noch nach y auflésbar.

@) R —R2, fx,y,2):=(x®+y3 +23 =7, xy + yz + zx + 2). Betrachte £~1(0,0) nahe (2,-1,0).

of of-
a_yl a_zl ( )= 3y2 322
ofs ofs |V T xsz xayl]

dy 0z
n % o
. 'y z _ . e . .
Esist %ﬁ %ﬁ 2,-1,0)= ( 9 1). Diese Matrix ist invertierbar.
y z

Es gibt also eine Umgebung U’ von 2 in R, eine Umgebung U” von (-1,0) in R? und g € C(U',U")
mit

f(x,y,2)=(0,0) <> (y,2) = g(x) fiir alle (x,y,2)e U’ xU",

, 3 0\ (Le-10) 1(1 o) (12) 1 (12) (-4
g(0)=—2 1 . 0/‘262 = —= . = ——. = .
5 (2,-1,0) 3{-2 3 -1 3 |-27 9

(5) Sei V =M,x,(C) = [RRQ”Z, f:VxV—V, fXY)=X-Y2
Betrachte £~1(0) nahe (E,,E,). Es gilt

und es gilt

d
dtle=0
Daraus folgt: dy f(0,0) = —2Id ist invertierbar. Es gibt also offene Umgebungen U’, U"” von E, und
g€ C¥U', U") mit:

df(En,Ep)-(0,H) = (—(E,+tH)*)=-2H.

X=Y?’=Y=gX)
fiir alle (X,Y) € U' x U". Die Funktion g ist die ,Wurzel“ von X und ist definiert nahe E,. AuBerdem
gilt
dg(Ey) = ~(dy (B, E) " odx [(Ep, Bn) = ~(-210) oTd = 14,
folglich nach Taylor:

1
VE,+H=E,+ §H+o(||H||).
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Geometrische Interpretation:

o Linearer Fall. Nehmen wir an, dass f : R¥*"™ — R™ linear ist. Sei z¢ = 0, @ € f~1(0). Dann ist
df(a)=f und d,f(a) = fligjxmm, und %(a) ist der linke (m x m)-Block in der assoziierten Matrix M(f)
von f bzgl. der kanonischen Basen.

Die Hypothese, dass df,(a) invertierbar ist, impliziert Rang f = m. Aus der Linearen Algebra wissen
wir, dass Kerf ein k-dimensionaler Untervektorraum von R**” ist. Dariiber hinaus kann das lineare
Gleichungssystem f(x,y) = 0 nach y aufgelést werden, d.h. es existiert g : R¥ — R™ mit f(x,y) =0 <
y = g(x). Insbesondere ist Ker f = f~1(0) ein Graph iiber R*.

Also steht die Aussage des Satzes iiber implizite Funktionen in Einklang mit diesen wohlbekannten
Ergebnissen aus der Linearen Algebra.

e Allgemeiner Fall. Auch wenn f nicht linear ist, wird das lokale Verhalten von f nahe (xg,yo) durch
die Eigenschaften des Differentials df(xo,yo) bestimmt.

Ist dyf(x0,y0) : R™ — R™ ein Isomorphismus, so ist Kerdf (xg,yo) ein k-dimensionaler Untervektor-
raum von R**” und ein Graph iiber R*. Dann besagt der Satz iiber implizite Funktionen, dass auch
F~1(z0) lokal um (xg, o) ein Graph iiber R* ist. Wir werden spéter sehen, dass f~1(z¢) einen Tangenti-
alraum in (x9, yo) (beste lineare Approximation) besitzt, ndmlich (xg,yo) + Kerd f(xo, y0)-

10.4. Extrema unter Nebenbedingungen.

Wir betrachten nun das Problem, fiir eine Funktion f : R" — R lokale Extrema der Einschrinkung von f
auf eine Menge M c R" zu finden. Dabei sei M gegeben durch M = ¢~1(0) mit einer Abbildung ¢ : R* —
R™. Gesucht sind Extrema von f|js, d.h. Extrema von f unter der Nebenbedingung ¢(x1,...,x,) =0
fiir die Variablen x1,...x,.

Als Beispiel betrachten wir [ : RZ2 — R, f(x1,x2) =x1x2 und ¢ : RZ2 — R, p(x1,x2) = x%+x§— 1. Gesucht
sind die Extrema von f unter Nebenbedingung ¢ =0, d.h. Extrema von f|,-1(g) = f|g1. Fiir diese Funk-
tion konnen wir die bekannten Kriterien fiir Extrema nicht direkt anwenden, da S* keine offene Menge
in R? ist. Zum Beispiel gilt grad f # 0 iiberall auf S!, obwohl f|g1 Extrema hat (Satz vom Maximum),
weil ST kompakt ist.

Wie kénnen wir das Fermat-Kriterium ersetzen? Ein Weg ist, die Nebenbedingung nach einer Varia-

blen aufzulésen: @(x1,x2) =0 < xg=+/1 —x% oder x1 = +4/1 —x% und dann die Extrema der zugehori-

gen zusammengesetzten Funktionen, z.B. (-1,1) 3 x1 — f(x1,1/1 —x%), zu untersuchen.

So haben wir das Problem auf die Bestimmung von Extrema von auf offenen Mengen definierten
Funktionen zuriickgefithrt. Im Allgemeinen kénnte man ebenso versuchen, das System ¢(x1,...,x,)=0
nach den Variablen x,,_,,+1,...,%, aufzulésen:

(P(xl,---,xn)=0 — xn—m+1=1//1(x1,--~’xn—m);-~-;xn=ll/m(x1,---;xn—m)

wobei Y/1,... ¥, implizite, durch das System ¢ = 0 definierte Funktionen sind. Somit reduziert sich das
Problem eines Extremum mit Nebenbedingungen fiir f in einem Punkt (x3,...,x;) auf das Problem
eines gewohnlichen Extremums fiir die zusammengesetzte Funktion

(xla' . ,xn—m) — f(x17" . 7xn—m,1//1(x17-- . ,xn—m),- . 7Wm(x1,- . 7xn—m))

im Punkt (x3,...,%,_,,).

Diese Uberlegungen deuten auch die Annahmen an, die die Nebenbedingungen erfiillen miissen,
damit auf diese Weise die Extrema gefunden werden kénnen: Laut dem Satz tiber implizite Funktionen
sind die Nebenbedingungen nach m (geeigneten) Variablen dann auflésbar, wenn die Jacobi-Matrix <J,
den Rang m hat, d.h. wenn grad ¢1,...,grad ¢,, linear unabhéangig sind.

Eine Auflosung der Gleichungsnebenbedingungen wie im Beispiel ist nicht immer méglich oder wird
uniiberschaubar. Wir geben nun einen Weg zur Bestimmung von Extrema von f|3; an, welcher keine

expliziten Ausdriicke fiir die impliziten Funktionen benétigt.

10.4.1. Satz (Multiplikatorregel von Lagrange). Sei U c R" offen, f : U — R differenzierbar, auflerdem
Qe CYU,R™), M := (p_l(O) cU. Sei a € M ein lokales Extremum von f |p. Dann gilt: Falls grad ¢1(a),...,grad ¢, (a)
linear unabhdngig sind, so folgt

grad f(a) € span{grad ¢1(a),...,grad ¢, (a)},

d.h.319,...,19, € R (,Lagrange-Multiplikatoren®) mit grad f(a)+ ¥, A% grad ¢;(a) = 0.

i=1""
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Die Konklusion kann so umformuliert werden: Die Lagrange-Funktion L :U x R™ — R, L(x,A) = f(x) +
Y, Aj@j(x) hat einen kritischen Punkt in (a,A%), d.h. es gilt grad L(a,A°) = 0.

Beweis: Angenommen, die Vektoren {grad f(a),grad ¢i(a),...,grad¢,(a)} wiren linear unabhéngig;
insbesondere m + 1 < n. Wir betrachten dann in den n + 1 Variablen (x1,...,x,,y) = (x,y) das Glei-
chungssystem f(x1,...,4,) -y =0, @1(x1,...,%,) = 0,--- ,m(x1,...,%,) = 0 nahe (a,f(a)). Seine Jacobi-
Matrix nach x = (x1,...,x,) hat laut Annahme in x = a den Zeilenrang m + 1, also auch den Spaltenrang
m + 1. Es kann somit nahe (a, f(a)) € R**1 nach geeigneten m + 1 der Variablen x1,...,x, aufgelést wer-
den. Daraus folgt, dass in jeder Umgebung von a sowohl y > f(a) wie auch y < f(a) moéglich ist (unter
Wahrung der Nebenbedingungen). Widerspruch!

Rezept. Zur Bestimmung der Kandidaten fiir Extremstellen von f : U — R unter den Nebenbedingun-
gen ¢ = 0 mit ¢ : U — R™, wobei RangdJ,(x) = m fiir alle x mit ¢(x) = 0 sei, bildet man die Lagrange-
Funktion L : U x R™ — R, L(x,A) = f(x) + Z;”:l ®j(x) und sucht die Losungen des Systems

gradL(x,A)=0, d.h.

oL of
T W=7 Z A,

—0 firl<i<n und
0x;

ax,

oL

— (@, M) =¢jx)=0 firl<j<m.
oA,

Das sind n +m Gleichungen fiir die n+m Variablen x1,...,x,,A1,...,An. Nach dem Lésen kann man die
A; wieder vergessen.

10.4.2. Beispiel. Sei U :={(x1,...,x,) R :x;>0Vj=1,...,n}und f:U - R, f(x) =x1---x,

Wir suchen Extrema von f unter der Nebenbedingung x; +... +x, = 1, d.h. Extrema von f lp-1(0)
mit ¢ : U - R, p(x) =x1+...+x, — 1. Es ist gradp(x) =(1,1,...,1) # 0 fir jedes x € (p‘l(O), also (m =1)
ist die Voraussetzung an die lineare Unabhingigkeit der Gradienten der ¢; erfullt. Also: Ist x € U
lokales Extremum von f/,-1(g), so gibt es A € R mit grad f(x) = Agrad ¢(x) = (,...,1). Wegen grad f(x) =

(X9 Xpn,X1X3 " Xpyerr, X1 Xn—1) folgt £ = /l, 5 A,...,ﬁ = A, wobei ¢ = x1---x, > 0. Daraus folgt x; =
.. =%y, d.h. xz(%,...,n),Wert von f dort. n— > 0.

Behauptung: [ lp-1(0) hat in (%, . %) tatséchlich ein Extremum, und zwar ein globales Maximum.

Beweis:

e H0)={xeR" ix1+...+x, =1,x; 20V =1,...,n}
ist kompakt, also nimmt f : x — x1---x, auf ¢~1(0) ein Maximum an. In ¢~1(0) \ U liegt es nicht (dort
ist £ = 0), also liegt es in ¢~1(0). Daraus folgt: Der oben gefundene Punkt ist notwendigerweise das
Maximum. O
Anwendung: AGM-Ungleichung.
Sind a1,...,a, >0, soist b := (Z;‘Sa ,Zn ) € ¢71(0), also f(b) < f(% o ..,%) = ni,, und f(b)=ay-...-
an/(z;?zl a;)". Durch Wurzelziehen folgt:

Vay-...-ap <

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn b = (%,... , %), alsoa; =...=ap.
10.5. Ubungen.

10.5.1. Aufgabe. (Beispiele von Diffeomorphismen) Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf R”.

(a) Zeigen Sie, dafl die Abbildung f : B1(0) — R”, f(x):= ﬁ ein Diffeomorphismus ist, und berech-

nen Sie ihre Ableitung.
(b) Konstruieren Sie einen Diffeomorphismus der Kugel B1(0) auf den Wiirfel (—1,1)"” in R”.
10.5.2. Aufgabe. Sei U ={(r,0,¢) €eR? | r >0} und
P:U—R? , P(r,0,¢p)=(rcosfcosp,rsinfcosq,rsing) .
(a) Zeige, da3 P stetig differenzierbar ist, und bestimme die Menge der Punkte, in denen P lokal
invertierbar ist.
(b) Bestimme die Ableitung einer lokalen Umkehrabbildung von P.

(c) Zeige, daB P auf Uy = (0,00)x (-5, %) x(—%, %) invertierbar ist, und bestimme die Umkehrabbildung.
Bilde die Ableitung der Umkehrabbildung und verifiziere das Ergebnis aus (b).
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10.5.3. Aufgabe. Sei f € CL(R*,R"), so dass ¢ = f —Id» eine Kontraktion ist. Zeigen Sie, dass f ein C!-
Diffeomorphismus ist. (Tipp: Diffeomorphiesatz; d¢(x) ist eine Kontraktion also df(x) ist injektiv; fir
f bijektiv: reduziere f(x) =y zu einem Fixpunkt-Problem und wende den Banachschen Fixpunktsatz
an.)

10.5.4. Aufgabe. Seif:R— R,

flx)= ®

x+2x2sind  fir x#0,
firx=0

Zeigen Sie, daB f auf R differenzierbar ist mit £'(0) = 1, daB aber f nicht injektiv ist auf jedem offenen
Intervall, das die Null enthilt. Wiederlegt das den Satz iiber inverse Funktionen? Warum?

10.5.5. Aufgabe. Seien f1:U; — Vi, fo: Uy — V5 zwei differenzierbare Funktionen, wobei Uy, Ug c
R™, V1, Vo cR" offene Teilmengen sind. Wir definieren die Relation ~ durch fi ~ fo genau dann, wenn
es Diffeomorphismen ¢ : Uy — Us, v : Vi — V3 existieren so, daB wf1¢~! = fo. Zeigen Sie, daB ~ eine
Aquivalenzrelation ist.

10.5.6. Aufgabe. (Das lokale Verhalten Funktionen einer Variablen)
Sei f eine reelle differenzierbare Funktion definiert in einer Umgebung von a € R, so daB f“(a) = 0 fiir
l<keN.

(a) Zeigen Sie, daf} es eine differenzierbare Funktion g in einer Umgebung von a existiert derart, dafl
1

fx)=(x— a)* 2(x) und g(a) = 7l f ®)(q). (Anleitung: Benutzen Sie die Taylorformel mit Integralrestglied

und die Leibnizregel) )

(b) Ist f®)(a) # 0, so gibt es lokal um a eine Koordinatentransformation ¢ mit ¢(a) =0, ¢'(a) = 1 und
1
fop )= R Oy".

10.5.7. Aufgabe. Sei f :R% — R gegeben durch f(x,y) = xye >,

(a) In der Umgebung welcher Punkte (xo, yo) € R? 148t sich die Bedingung f(x,y) = f(x0,y0) gemé&B
dem Satz iiber implizite Funktionen durch eine C'~Funktion g :x — y(x) bzw. g :y — x(¥)
auflosen?

(b) Berechne jeweils d g(xg) bzw.dg(yo).

Zeichne eine qualitative Skizze der Hohenlinien von f. Die Ergebnisse von (a) und (b) sind dabei hilf-
reich!

10.5.8. Aufgabe. Bestimme Max. und Min. von f : R3 3 (x,y,2) — xy — 2% — 2(x% + y2 — 22) € R auf dem
Vollellipsoid {(x,y,2) | x2 + y% + 222 < 8}. (Tip: Diskutiere Inneres und Rand getrennt; benutze fiir den
Rand die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.)

10.5.9. Aufgabe. Sei f :R? — R? definiert durch f(x,y) := (2% —x2, e¥ + (x? + 1)y). Zeigen Sie:
(a) f ist bijektiv.
(b) f ist ein C°-Diffeomorphismus. Was ist d(f~1)(2,1)?
10.5.10. Aufgabe. (a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem
Z+uy+e’=0
2x+u’+uv=>5
fiir x, y,u,v € R in einer Umgebung von (xo, yo,%0,v0) := (2,5,—1,0) durch eine C1-Abbildung g : (x,y) —
(u(x,y),v(x,y)) aufgelost werden kann.
(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J/¢(2,5).

10.5.11. Aufgabe. SeiV := M, «,(R) = R™. Es besitze Ag €V einen reellen Eigenwert 1y mit algebrai-
scher Vielfachheit 1 (d.h. A sei eine einfache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A).
Zeigen Sie: Es gibt eine Umgebung U von Ay, ein offenes Intervall I mit Ag € I und eine C!-Funktion
A:U — 1, so dass fiir alle A e U, 1 €1 gilt: A ist Eigenwert von A genau dann, wenn A = A(A) ist.
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11. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN DES RV

Bisher haben wir differenzierbare Abbildungen behandelt, die auf offenen Teilmengen des RY defi-
niert sind. Fiir viele Bereiche der Mathematik und fiir viele Anwendungen z.B. in der mathematischen
Physik reicht das nicht aus. In der Stromungsmechanik spielt der Fluss einer Stromung durch eine
Kurve in R2 (bzw. eine Fliche in R3) eine bedeutende Rolle; der Nettofluss ist mathematisch ein Inte-
gral iiber die Kurve (bzw. Flache) und lasst sich nach dem Satz von Gauf3 als ein Integral iiber einem
Bereich in R? (bzw. R?) ausdriicken.

Wie konnen wir eine Funktion auf einer gekriimmten Kurve oder Fldche zu einer ,normalen“ Funk-
tion, definiert auf einer offenen Menge des euklidischen Raumes, reduzieren? Die Idee ist uns aus der
Linearen Algebra bekannt und heifit ,das Objekt parametrisieren®: Wir wissen, wie man die Losungs-
menge eines linearen Systems parametrisieren kann und dass dadurch die Eigenschaften dieser Menge
bekannt sind.

Die einfachsten Beispiele von Kurven oder gekriitmmten Flichen sind Graphen:

C:={tf@®)eR’:tel}, IIntervallinR, f:I— R (Kurve)
F:={(u,v,f(u,v)) €ER®: (u,v) €D}, D offenin R?, f:D — R (Fliche)

Die Kurve C ist parametrisiert durch ¢ € I und die Fldche F ist parametrisiert durch (u,v) € D. Ex-
pliziter: Die Abbildung v : D — F, (u,v) — (u,v, f(u,v)) ist ein Homéomorphismus (die Inverse ist die
Projektion (u,v,z) — (u,v) eingeschrankt auf F). Eine beliebige Funktion g : F — R ist nun eindeutig
bestimmt durch die Funktion g :D — R, g(u,v) := g(y(u,v)) = g(u,v, f(u,v)); dabei ist g definiert auf der
offenen Menge D c R?!

Andere einfache Beispiele zeigen uns aber, dass sich nicht alle Fldchen so parametrisieren lassen.
Die Sphiére in B3 z.B. ist nicht homéomorph zu einer offenen Menge des R2. (Die Sphire ist kompakt,
eine offene Menge nicht!)

Mengen wie Kreise, Ellipsen, Sphéren, Tori sind also global nicht durch n (in diesem Fall n = 1 bzw.
n = 2) reelle Koordinaten zu beschreiben, sondern nur lokal in der Ndhe jedes Punktes (fiir die Sphére
sieht man das leicht, indem man kleine Stiicke auf geeignete Koordinatenebenen projiziert).

Solche Mengen nennen wir Untermannigfaltigkeiten, falls noch zuséitzliche ,gute” Eigenschaften
erfiillt sind. Damit ist die Tatsache gemeint, dass diese Objekte ,glatt“ oder ,ohne Ecken“ sind, d.h.
lokal durch lineare (affine) Raume approximierbar (deshalb werden sie in Analogie zu den Funktionen
auch ,differenzierbare Untermannigfaltigkeiten® genannt). Die Menge {(x,y) : y = |x|} hat eine Ecke in
(0,0); die Parametrisierung R 3 ¢ — (%, |¢]) ist zwar ein Homéomorphismus, ist aber nicht differenzierbar.

Betrachten wir also den Graph G = {(¢,f(¢)) : t € I} einer differenzierbaren Funktion f : I c R — R. Wir
wissen, dass G eine Tangente T'; r(;)G in jedem Punkt (¢, f(¢)) besitzt, ndmlich der Graph der affinen
Abbildung u — f(¢) + f'(t)(w — t). Nun besitzt G die Parametrisierung v : I — R?, t — w(t) = (¢, f(t)) und
die Tangente T f(+)G die Parametrisierung v — (¢, (¢)) + (v, f'(t)v) = (¢, fF () + ¥/ ()v.

Dies bedeutet, dass die Ableitung der Parametrisierung 1 eine Parametrisierung der Tangente lie-
fert. Wir werden diese Eigenschaft fiir alle Parametrisierungen verlangen. Insbesondere muss dann
¥'(¢) £ 0 (aquivalent dazu: dy(t) € L(R,R?) injektiv) sein, damit die Tangente hier ein affiner Raum der
Dimension 1 wird.

Wir geben noch zwei konkrete Beispiele. Die Abbildung v : ¢ — (t,t%) parametrisiert die (glatte) Para-
bel y = x2; und v/(¢) = (1,2¢) # (0,0) liefert eine Parametrisierung der Tangente an die Parabel in (¢,2).
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Die Abbildung v : t — (¢3,¢2) ist differenzierbar und parametrisiert die Neilsche Parabel y® = x?; diese
Menge hat eine Ecke in (0,0), und tatsdchlich gilt dort '(0) = (0,0).

y3 = 22 y=a2

t— (23,12) t— (£,£2)

11.1. Immersionen, Einbettungen und Submersionen. Die obige Diskussion motiviert das Studi-
um von differenzierbaren Abbildungen, deren Differential injektiv ist.

Eine C*°-Abbildung nennen wir gla#t. Einen C*°-Diffeomorphismus nennen wir einfach einen Diffeo-
morphismus. In der Regel werden wir uns auf glatte Abbildungen beschrinken. Sind alle Abbildungen
in den folgenden Definitionen von der Klasse C*, wobei 1 < % < oo, so erhalten wir ,,C*-Immersionen®,
,Ck-Submersionen®, Untermannigfaltigkeiten ,von der Klasse C*“ usw.

11.1.1. Definition. Sei D c R” offen. Eine glatte Abbildung f : D — RN heiBit eine textbflmmersion in
a € D, wenn das Differential df(a) € L(R”,RY) injektiv ist (d.h. die Jacobi-Matrix J r(a) hat Rang n). Ist
f Immersion in allen Punkten von D, so heif3it f eine Immersion.

Wenn f :D c R* — RY eine Immersion in a € D ist, muss notwendig n < N gelten.

Immersionen sind unsere Kandidaten fiir Parametrisierungen einer Untermannigfaltigkeit. Trotz-
dem kann das Bild einer (sogar injektiven) Immersion ,Spitzen“ haben, siehe Beispiel [11.1.3l(iv) unten.
Deshalb fithren wir den folgenden Begriff ein.

11.1.2. Definition. Eine glatte Abbildung f : D — RN heiBt Einbettung, wenn gilt:

(i) f ist eine Immersion.
(ii) f ist injektiv.
(iii)) f:D — f(D) ist ein Homéomorphismus.

Die Begingung (iii) sichert, dass f(D) ,glatt” ist. Da f schon stetig ist, reicht es fiir die Verifikation
von (iii) zu zeigen, dass f~1: f(D) — D stetig ist.

11.1.3. Beispiel.
() f:R—R2, f(t) = (t,t2) ist eine Immersion, deren Bild die Parabel y = x? ist.

(ii) f : R — R2, f(¢) = (£2,£?) ist keine Immersion in (0,0). Das Bild ist die Neilsche Parabel {(x,y) € R?:
y2=x%).

(iii) £ : R — RZ%, f(¢) = e!¥ = (cos@,sin¢) ist eine Immersion, deren Bild der Einheitskreis ist. Sie ist
nicht injektiv (sondern periodisch mit Periode 27), aber fiir jedes offenes Intervall I = (¢o— m,¢p0 +
n) ist v := fl; : I — R? injektiv und eine Einbettung. Das Bild von v ist Im(y) = f((po — 7,0 + 7)) =
S {e!®0*M} Die Umkehrfunktion ¢! ist ein Zweig der Argument-Abbildung (siehe Satz[8.4.9] und
Definition BZ.10/(d)). Wenn arg : S ~ {1} — (0,27) den Hauptzweig bezeichnet, dann ist =1 : S1~
{e! @0+ M} — (9o — 1,0 + ) durch z — arg(ze “90") 1+ oo — 1 gegeben.

@iv) f : (—n/4,1/4)U(87/4,57/4) — R2, f(t) = (cost\/2| cos(2t)], sint\/2l cos(2t)|) ist eine Einbettung, deren
Bild die Lemniskate von Bernoulli (Beispiel 10.3.3](3)) ohne (0,0) ist. Die kartesische Gleichung der
Lemniskate ist

(11.1) 2 +y2?-2:2 -y = 0.
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Die parametrische Darstellung ergibt sich, wenn wir (x,y) = (pcost,psin#) in (I1.I) einsetzen und die
Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten erhalten, namlich p? = 2cos(2¢). f |(~n/4,7/4) Parametri-
siert die rechte Seite und f|(37/4 57/4) parametrisiert die linke Seite der Lemniskate.

Es ist klar, dass sich die Inverse £~ im Punkte (0,0) nicht stetig fortsetzen lasst.

W) f:(Z,%5) - R2) £(t) = (cost,sin2t) ist eine injektive Immersion, aber keine Einbettung; Im(f) =
272

{(x,y) € R%: y2 — 4x? + 4x* = 0} ist keine Untermannigfaltigkeit des RZ.

(vi) Sei @ € R~ Q. Dann ist f : R — R%, ¢ — (e??,e!%) eine injektive Immersion, fiir die f(R) dicht in
St xSt ist.
(vii) Sphéarische Koordinaten: Sei r > 0 fest. Dann ist

f:00,2m) x (—7/2,7/2) 3 (¢p,0) — (rcospcos, rsingcosh, rsinf) € R®
eine Einbettung, deren Bild S% \{(x,0,2) : x > 0} ist, wobei S% die 2-Sphire vom Radius r in R3 ist.
(viii) Ein Diffeomorphismus ist eine Einbettung.

(ix) Fiir n < N, x € R” definieren wir (x,0) € RN, wobei 0 der Nullvektor in RN =" ist. Falls n = N definie-
ren wir (x,0) € RN = R" durch (x,0) = x. Sei j: R* — RN, j(x) = (x,0). Die Abbildung j ist injektiv und
linear. Daher d j(x) = j fur alle x € R”?, also ist j eine Immersion.

Wir beweisen nun, dass jede Immersion lokal (d.h. jeweils in einer kleinen Umgebung eines beliebi-
gen gegebenen Punktes) bis auf einen Diffeomorphismus die Form (ix) hat.
Notation. Sei W"(p) =[I",(p; —€,p; + &) = R™ der Wiirfel mit Mittelpunkt p € R™ und Kantenlénge
2€.

11.1.4. Satz (lokale Struktur einer Immersion). Sei D c R" offen und f : D — RY eine Immersion in
a€D. Dann gibt es € >0 mit W}'(a) c D, eine offene Umgebung V von f(a) und einen Diffeomorphismus
D Wév(a,O) — V so, dass f(W(a)) =V und flwnr(q) = Poj, d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ:

W (a) %
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~—— A
f

J(x)=(x,0)

Beweis: Falls n = N, so ist f ein lokaler Diffeomorphismus in ¢ (Umkehrsatz), und wir wihlen € >0
so, dass W(a) c D und f : W(a) — V ein Diffeomorphismus ist. Da j = Idg» ist, folgt die Behauptung
mit ®=f.

Sein < N. Wir betrachten die Abbildung F : D xRN " — RN F(x,2) = f(x)+T-z, wobei T' € My (v_n)(R),
z € RN~". Wir suchen T so, dass F ein lokaler Diffeomorphismus in a wird. Die Jacobi-Matrix von F in
(a,0) ist:

Ir(@,0)= (J5(@), T) e My n(R).

Wegen RangJ¢(a) = n sind die Spalten vy,...,v, von J¢(a) linear unabhéngig in RN. Wir wihlen T so,
dass die Spalten v, +1,...,vx von T eine Basisergédnzung von {v1,...,v,} zu einer Basis {v1,...,U,,Un+1,...,UN}
von RY sind. Dann ist RangJr(a) = N und Jr(a) invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es € > 0, so
dass gilt: W*(a) < D, F(WX(a,0)) =: V ist eine offene Umgebung von f(a) = F(a,0) und F : WY (a,0) — V
ist ein Diffeomorphismus. Offensichtlich gilt f(x) = F(x,0) = (F o j)(x) fiir x € W[*(a). Die Behauptung
folgt also mit ® = F'WgN(a,O)' (I

11.1.5. Definition. Sei D c RV offen. Eine glatte Abbildung f : D — R™ heifit eine Submersion in
a € D, wenn das Differential df(a) € L(RY ,R™) surjektiv ist (d.h. wenn die Jacobi-Matrix r(a) Rang m
hat, d.h. wenn {grad fi(a),...,grad f,,(a)} eine linear unabhingige Menge ist). Wir sagen auch, dass
die Komponenten fi,..., [, von f unabhingige Funktionen in a € D sind. Ist f/ Submersion in allen
Punkten von D, so heifit f eine Submersion. Ein Punkt x € D heiit reguldrer Punkt von f, wenn
f eine Submersion in x ist. Andernfalls heiflt x kritischer Punkt. Ein Punkt c € R™ heillt reguldrer
Wert der Abbildung £, falls f eine Submersion in allen Punkten der Niveaumenge f ~1(c) ist. Ansonsten
heifit ¢ kritischer Wert der Abbildung f.

Wenn f:D c RN — R™ eine Submersion in a € D ist, muss also N > m gelten. Im Falle N <m sind alle
Punkte x € D kritisch, und jedes ¢ € Im(f) ist ein kritischer Wert.
Generell ist jedes y € R™ \ Im(f) ein regulirer Wert, da in diesem Fall f~1(c) = @ gilt.

11.1.6. Beispiel.

@) f:R*IN{0} = R, f(x)=x3+...+x2,, ist eine Submersion.

(ii) Sei P : RN — R ein homogenes Polynom vom Grad r > 1. Dann ist jedes c € R\ {0} ein regulérer Wert.
Durch Ableiten der Identitéit P(¢x) = t"P(x) nach ¢ folgt dP(tx)-x = rt" 1 P(x) (Kettenregel); fiir ¢ = 1
erhalten wir die Eulersche Identitdt:

dP(x)-x = rP(x) fiir alle x e RV,

Fiir ¢ € R\ {0} und jedes x € P~1(c) folgt dP(x) # 0.
(iii) Falls N > m, so ist die Projektion 7 : RY - R™, 7(x1,...,%m, Xm+1s---,XN) = (X1,...,%m) eine lineare
surjektive Abbildung. Deshalb gilt dz(x) = 7 fiir alle x € RY und 7 ist eine Submersion.

Wir beweisen nun, dass jede Submersion lokal bis auf einen Diffeomorphismus die Form (iii) hat.

11.1.7. Satz (lokale Struktur einer Submersion). Sei D c RN offen und f : D — R™ eine Submersion
in a € D. Dann gibt es € > 0, eine offene Umgebung V von a und einen Diffeomorphismus ® : V —
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Wév(f(a),O) so, dass f(V) =W (f(a)) und fly =no®, d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ:

4 ! W (f ()

N

WN(f(a),0)

Beweis: Falls m =N, so ist f ein lokaler Diffeomorphismus in a (Umkehrsatz), und wir wahlen € > 0,
so dass W/ (a) =D und f : W"(a) — V ein Diffeomorphismus ist. Da j = Idp~ ist, folgt die Behauptung
mit ®=f.

Sei m < N. Wir betrachten die Abbildung F : D — R™ xRN F(x) = (f(x),T - (x — a)), wobei T €
M, «n(R). Dann gilt F(a) = (f(a),0). Wir suchen T so, dass F ein lokaler Diffeomorphismus in a wird.
Die Jacobi-Matrix von F in a ist:

Jr(a) = (Jme)) € My n(R).

Wegen RangJ¢(a) = m sind die Zeilen v;,...,v,, von Jr(a) linear unabhingig in RN. Wir wihlen T so,
dass die Zeilen vy, +1,...,vn von T eine Basisergénzung von {v1,...,v,,} zu einer Basis {v1,...,Um,Um+1,--.,UN}
von RY sind. Dann ist RangJp(a) = N und Jr(a) invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es € > 0 und
eine offene Umgebung V von a, so dass gilt: F(V) = WY (f(a),0) und ® := Fly : V — W¥(f(a),0) ist ein
Diffeomorphismus. Offensichtlich gilt f(x) = 7o F(x) = ro ®(x) fur alle xe V. O

Wiederholung aus linearen Algebra: der Rang.

11.1.8. Definition. Sei K ein Koérper, V, W endlich-dimensionalen K-Vektorriime, T': V — W eine li-
neare Abbildung.

(i) Der Rang von T, bezeichnet Rang T, ist definiert als Dimension des Bildes von T'.
(i1) Ist A € My, «xn(K), so definiert A eine lineare Abbildung T4 : K" — K™. Wie setzen RangA :=
RangTy.
(iii) Der Spaltenrang von A ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A. Der Zeilen-
rang von A ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen von A.

11.1.9. Proposition. Sei A € M,,«,(K). Dann gilt:
(i) RangA =Zeilenrang A = Spaltenrang A.
(i1)) Der Rang von A ist das Maximum der Ringe aller quadratischen Untermatrizen von A.
(iii)) RangA =r bedeutet also:
— Es gibt eine invertierbare r x r-Untermatrix
— Es gibt keine invertierbare s x s-Untermatrix mit s >r
(iv) Ist A in Zeilenstufenform, so ist Rang A die Anzahl der Zeilenvektoren die ungleich Null sind.
(v) Ist m =n, so ist A genau dann invertierbar, wenn sie Maximalrang hat, d. h. Rang A = n.

11.2. Definition und Charakterisierung der Untermannigfaltigkeiten. Alle Teilmengen reeller
Réume versehen wir mit der durch die euklidische Metrik induzierten Topologie. Ist M < RN, so ist
U c M offen in M genau dann, wenn es eine offene Menge U c RN gibt mit U = U n M. Eine Umgebung
von x in M ist dementsprechend eine in M offene Menge U c M mit x € U.

Sprechweise. Wir verwenden héufig die folgende Sprechweise: M < RN bzw. f : M — R™ hat lokal
in a € M eine Eigenschaft E, wenn a eine offene Umgebung U < M besitzt, so dass U bzw. f|y die
Eigenschaft E hat. Wir sagen auch: M c RN bzw. f : M — R™ hat lokal eine Eigenschaft E, wenn jeder
Punkt x € M eine offene Umgebung U < M besitzt, so dass U bzw. f|y die Eigenschaft E hat.

11.2.1. Definition. Seien n,N € Nj. Eine nichtleere Teilmenge M c RN heiBt n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des RV, falls gilt: Zu jedem Punkt x € M existieren

(i) eine offene Umgebung U von x in M,

(ii) eine Einbettung v :D — RY mit D c R" offen, so dass w(D) = U.
Die Einbettung v heifit eine (lokale) Parametrisierung von M um den Punkt x € M. Das Paar (U, ¢),

wobei ¢ := w1 : U — D, heit Karte oder lokales Koordinatensystem von M um x mit Kartenbe-
reich U.
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Seien (U1,¢1) und (Ug,p2) zwei Karten der Untermannigfaltigkeit M c RY um den Punkt x € M.
Die Abbildung ¢ o (le 11U nUz) c R — po(U1 NUz) c R" heilit Koordinatentransformation oder
Karteniibergang zwischen den Karten (Uy,¢1) und (Ug,p2).

Eine Familie A = (U;, @;)ics heilit Atlas von M, falls die Karten ganz M tiberdecken, d.h. M = U;c; U;.

Ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so heiflt die Zahl n die Dimension von M. Wir
schreiben oft M", um die Dimension anzudeuten. Die Zahl N —n heifit die Kodimension von M" in
RN,

11.2.2. Beispiel. Um zu entscheiden, ob eine Teilmenge M c RY eine Untermannigfaltigkeit ist, miis-
sen wir einen Atlas fiir diese Menge angeben. Andererseits gibt es dann unendlich viele verschiedene
Atlanten (Beispiel: Sphire, siehe unten). Wegen R? = {0} ist eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ein Punkt oder eine diskrete Menge von Punkten in RV,

(i) Jede offene Teilmenge U c RY ist eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY; eine Para-
metrisierung ist Idy, und (U,Idy) ist ein Atlas von U.

(ii) Der Kreis S = {(x,y) € R? : x% + y% = 1} ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2. Als
lokale Parametrisierung um einen Punkt (xg,yo) = !*° kann man die Einbettung v : (po — 7, + 1) —
S, w(¢p) = e!¥ nehmen. Die zugehorige Karte ¢! : ST\ {!P0*™} — (9o — 7,0 + 1) ist ein Zweig der
Argument-Abbildung und und heit auch Winkelkoordinate. Sie ist gegeben durch z — arg(ze *¢0~™)+
$o—T.

Da Im(y) =S L {eim*90)} prauchen wir eine weitere Parametrisierung, um S?! zu iiberdecken. Wir
betrachten z.B. die Parametrisierung v : (o, @ + 27) — S mit Im(i) = ST \ {e!#0}. Es gilt dann S! =
Im(y) U Im(%), und {Im(y),y 1), Im(7), 1)} ist ein Atlas von S'. Der Karteniibergang ist oy 1 :
(o — 1,0) U (o, po + 1) — (0,0 + m) U (@ + 7,00 + 27), p — arg(e’?—*0) 4+ o, also @ — ¢ + 27 falls
@ € (po—1,p0) und @ — ¢ falls ¢ € (@o,Po + 7).

\.
ei(pO
L i - — el
Yip—e N Yip—e
ei(‘/"’”)\
— —
®o po+2m po-1 po+m

Beide Karten sind aus der Standardparametrisierung des Kreises (Def. hergeleitet. Hier benut-
zen wir allerdings den Begriff Parametrisierung in einem engeren Sinn.

Wir nennen 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RY reguléire oder glatte Kurven.

(iii) Die n-Sphdre S} = {x € R”*1:|x|lo = r} vom Radius r > 0 ist eine n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R**!. Sie besitzt einen Atlas aus zwei Karten, nimlich den stereographischen Projektionen.
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X3

Xn+1

° X1y..05%n
(pn(x),0) R™ x {0}

Sei r = 1. Die stereographischen Projektionen aus dem Nordpol N = e,, und Siidpol N = —e,, sind defi-
niert durch

n n (q1,---,qn)
(11.2) pn:S"\{N} = R", pn(q)= L qn
1_qn+1
(11.3) ps:S"\{S}—R", PN(q)=—(q1""’q")
1+(In+1

Die entsprechende Parametrisierungen sind gegeben durch

(2%1,...,2%n, |x[2 = 1)

11.4 LR - ST\ {N ) =
(11.4) PN N}, py) e
_ _ (2x1,...,2x,,1—|lx/1%)
11. L.R" - S"\{S Lx) = B bl
(11.5) Ps S}, pgt@ e

Es gibt viele anderen Karten auf S?, z.B. die Koordinatenprojektionen der Halbsphéren S? n{x € [
x; >0} oder S” N {x € R"*! : x; < 0} auf die Hyperebene {x € R**! :x; = 0} = R".
Besonders niitzliche Karten sind gegeben durch sphdrische Koordinaten. Die zugehorige Para-
metrisierung ist erhalten durch Einschrankung der Polarkoordinatenabbildung (10.3)auf {r} x (0,27) x
-2,
5.5
Y 1(0,21) x (=2,2)"2 — S" 1 {x e R" 1a1 > 0,2 = 0}
u/n((P,'L()l,- .. ’1971—2) = Pn(r,(p,'f)l,- .. ’1971—2)
insbesondere fiir n = 2 gilt
w3:(0,2m)x (-3,%) — S}

w3(p,9) = (Pa(r,p)cosd,rsind) = (rcospcosd,rsingcosd,rsind).

(11.6)

(11.7)
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Wir nennen 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RN reguléire oder glatte Flichen (Beispiele
dafiir sind die 2-Sphiaren S2 c R3.).
Wir nennen (N — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RN Hyperflichen des RY. Die Sphére
S7 ist also eine Hyperfldche von R,
(iv) Die Lemniskate ist keine Untermannigfaltigkeit, denn fiir den Schnittpunkt (0,0) gibt es keine lo-
kale Parametrisierung. Das ist anschaulich klar, da jede Umgebung von (0,0) in M zwei sich kreuzende
Linien enthéilt, also nicht homéomorph zu einer Teilmenge von R sein kann. (Dies kann man am besten
mit dem Begriff der Zusammenhangskomponenten prézisieren: Jede Umgebung V von (0,0) zerfillt bei
Wegnehmen von (0,0) in mindestens vier Teile (Zusammenhangskomponenten). Wenn ¢ : D — ¢(D) =U
eine Parametrisierung um (0,0) wére, so wire ¢ ein Homéomorphismus, daher miisste auch gelten: D
zerfallt bei Wegnehmen eines Punktes in mindestens 4 Teile; da man 0.B.d.A. die Menge D als zusam-
menhingend annehmen kann, also als offenes Intervall, zerfillt es aber in nur 2 Teile. Somit kann v
nicht existieren.)

Andere Argumente erhilt man mit Hilfe eines der Kriterien aus Satz[11.2.6

(v) Der gerade Zylinder entsteht durch Verschiebung eines Kreises parallel zu einer Geraden durch
den Kreismittelpunkt, ndmlich der Achse, die senkrecht zur Kreisebene steht.

7]

Wenn diese Achse die z-Achse ist und der Kreis den Radius r hat, dann ist der Zylinder die Menge
M ={(x,y,z) € R3: x2 +y2 =r2},

(vi) Wir betrachten den Rotationstorus im R3. Dies ist die auf folgende Weise definierte Menge T'2:
Es sei ein Kreis in der (x,z)-Ebene um (r1,0) mit Radius r2 gegeben, wobei 0 < rg < ri. Sei T2 die
Punktmenge im R?, die bei Drehung dieses Kreises um die z-Achse entsteht. T2 heifit Rotationstorus.

e
A
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z

Wir zeigen
T2 = {((r1 +rgcosu)cosv,(ri+rocosu)sinv,rosinu) :u,v € R} :

Der Kreis in der (x,z)-Ebene wird durch y(u) := (r1 +rocosu,rgsinu) parametrisiert. Bei Drehung um
die z-Achse bleibt die z-Koordinate unverdndert. Vom Nullpunkt verschiedene Punkte in der (x,y)-
Ebene werden durch Polarkoordinaten der Form pe = p(cosv + isinv) = (pcosv, psinv) beschrieben,
wobei p € R, den Abstand vom Nullpunkt und v den Winkel zur x-Achse beschreibt. Folglich gilt fiir die
Koordinaten eines Punktes des Rotationstorus:

x=(ry+rgcosu)cosv, y=(ri+rocosu)sinv, z=rgsinu.

Dies ist eine parametrische Darstellung des Rotationstorus. Eine Darstellung als Losungsmenge einer
Gleichung ist

T? = {(x,y,z)EIR3 : (\/x2+y2—r1)2+22—r% =0}.

(vii) Das Mobiusband entsteht, wenn man einen langen rechteckigen Streifen Papier an beiden Enden
zusammenklebt, ein Ende aber vor dem Zusammenkleben um 180° verdreht.

T

Wenn ein Kifer auf dieser Fliache entlangkriecht und immer in der Mitte des Streifens bleibt, so
kommt er an seine Ausgangsstelle zuriick, aber mit den Beinen nach oben. Anders als Sphére oder
Zylinder hat das Mébiusband nur eine Seite. Dies bedeutet, dass die Fliache nicht orientierbar ist.
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Eine mogliche Realisierung des Mobiusbandes in R? ergibt sich folgendermaBen. Betrachte das offene
Segment AB c R?, A =(1,0,0), B =(3,0,0). Wir bewegen das Segment in R? so, dass zu dem Zeitpunkt
9 € R das neue Segment AgByg die folgenden Eigenschaften hat:

o der Mittelpunkt von AgBy ist (2cosd,2sin,0),
o AgBgliegtin der von (2cos9,2sin9,0), (0,0,0) erzeugten Ebene, und der Winkel zwischen AgBy
und dem Vektor (2cos9,2sin9,0) ist g

M =Ugep AyByg ist dann das Mobiusband.

0/2

Es ist klar, dass

Ag= (2cosﬁ—cosgcosﬁ, 2sind — cos g sim‘),—sing),
Bg=(2cos?+cos g cos?, 2sin?d + cos g sind, sing),

AgBy={(2cosd+tcos 2 cosd, 2sin? + tcos 2 sind, tsin 2y = f(t,9):te(-1,1)}.
2 2 2

Dann ist M =Im(f), wobei f :(-1,1) x R — R3. Nun ist M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R3:
Seiy = fl(-1,1)x(0,27)- Dann ist y eine Parametrisierung von M~ AB = M\ AoBg. SeiG : R~ {(x,y,2):

2
= 2 — IR2 i INE) = o sin(are(x. v)))
y=0,x2>0} mit G(x,y,2) (arg(x Y) 2sin(arg(x,y)))

Dann gilt G oy =1d(_1,1)x(0,2r). Dies beweist:
v ist injektiy,
o v ist Immersion (Kettenregel: dG(y(t,9)) - dy(t,9) = Idge),
e :(-1,1)x(0,2m1) — M ~ AB ist Hom6omorphismus (die Inverse ist GlM\E)'



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 143

Also ist ¢ eine Einbettung und Parametrisierung von Im(y) = M . AB. Genauso zeigt man, dass ¢ =
fl=1,1)x(-n,7) eine Parametrisierung von M \ A,B, ist. Die Bilder der Parametrisierungen ¥ und ¢
iiberdecken M. Daher ist M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.

(viii) Die Kleinsche Flasche entseht, indem man eine Zylinderoberfliche an ihren Enden verklebt,
allerdings wird einer der Kreise am Ende mit Pfeilen im Uhrzeigersinn, einer mit Pfeilen gegen den
Uhrzeigersinn versehen, und dann werden die Pfeile zur Deckung gebracht. Dieses Gebilde ist im R?
nicht realisierbar, d.h. es gibt keine Einbettung in R3. Eine gute Niherung erhalten wir, wenn wir ein
Ende des Zylinders durch seine Oberflache hindurchstecken und dann von innen mit dem anderen Ende
verkleben.

Als nichstes wollen wir andere Moglichkeiten schildern, zu tiberpriifen, ob eine Menge M eine Un-
termanigfaltigkeit des RY ist. Wir brauchen dazu die folgenden Begriffe.

11.2.3. Definition. Eine Teilmenge G c RY heiit Graph der Dimension n, falls G bis auf eine Per-
mutation der Variablen in RY Graph einer glatten Abbildung f : D — RY™" mit D c R” ist. Genauer
muss gelten: Es existiert eine Permutation p von {1,...,N}, eine offene Menge D c R” und eine glatte
Abbildung f: D — R¥N ™", so dass

G= {(xl,...,xN) . (xp(l),...,xp(n)) ED,(xp(n+1),...,xp(N)) = f(xp(l),... ,xp(n))}.

Beispiel: Der obere Einheitshalbkreis in R2 ist G, = {(x,V1—x2) : x € (-1,1)}, also der Graph der
Funktion y = f(x) = V1-x2 auf (-1,1). Der rechte Halbkreis ist G, = {(y/1-¥2,y): y € (-=1,1)}, also der
Graph der Funktion x = f(y) = /1—y2 auf (-1,1).

11.2.4. Definition. Eine Menge M c RN heilt Losungsmenge eines Systems von m unabhiingigen
Gleichungen, falls gilt: Es gibt eine offene Umgebung D von M in RY  eine glatte Abbildung F : D — R™
und einen reguliren Wert ¢ € Im(F) von F, so dass M = F~1(c).

Beispiel: Die Sphire S2 = £1(0), wobei f(x,y,2) = %+ y? + 2% — 1. Es gilt J7(x,y,2) = (2x,2y,22), und
dies hat Rang 1, da (x,y,2) # (0,0,0) fiir alle (x,y,z) € S gilt.

11.2.5. Definition. Eine Menge M c RY ist zu R" biigelbar, falls gilt: Es existiert eine offene Umge-
bung D von M und ein Diffeomorphismus @ : D — D' von D auf eine offene Teilmenge D’ c RN, so dass
ODNM)={yeD :y,11=...=yn =0} =D'n(R" x {0}). (Dabei bezeichnet 0 den Nullvektor im Teilraum
RN—n_)

11.2.6. Satz (Charakterisierung der Untermannigfaltigkeiten). Seien n,N € Ny und M < RN. Die fol-
genden Bedingungen sind dquivalent:

(i) M ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R ;

(i) M ist lokal zu R™ biigelbar;
(ii1)) M ist lokal Losungsmenge eines Systems von N —n unabhdngigen Gleichungen;
(iv) M ist lokal Graph der Dimension n.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Implikation von (i) nach (ii). Dazu benutzen wir den Satz iiber die
Struktur einer lokalen Immersion. Sei also p € M und ¥ : D — M eine Einbettung mit D offene Teil-
menge des R”. Sei auflerdem a € D mit Y(a) = p. Da ¥ : D — W(D) ein Homéomorphismus ist, so
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ist W(D) offen in M, also existiert eine offenen Menge U c R” mit U nM = V(D). Da ¥ eine Immer-
sion in a ist, folgt aus Satz [[1.1.4] dass es ein € > 0 gibt, mit W(a) c D, eine offene Umgebung V
von p in R" und ein Diffeomorphismus ® : W¥(a,0) — V existieren, so dass Wiwr (@) = ®oj ist, wo-
bei j: W}(a) — WEN(a,O) die Inklusion von x — (x,0) ist. Wir wihlen V, so dass V < U. Dann gilt
MnV = f(WXa)) c V. Es folgt, dass @XM nV) = @ L(W(a)) = WN(a,0)n(R" x 0), das heifit, &1
biigelt MNV.

Nun zeigen wir die Implikation (ii) nach (iii). Seien dazu D,D’ < R" offen und ® : D — D' ein
Diffeomorphismus mit ®(D NM) =D'NnRx 0. Das heiBt DNnM ={peD : D, 1(p)=... = On(p) =0} =
F10), wobei F:D — RN F =(®,,1,...,Ox). Nun ist 0 ein regulédrer Wert fiir F' und die Zeilen der
Jacobimatrix Jr von F sind Zeilen der Jacobimatrix J¢ von ®@. Da ® ein Diffeomorphismus ist, sind die
Zeilen von J¢ linear unabhéngig, also RangdJp =N —n in D.

Die Implikation von (iii) nach (iv) ist eine direkte Konsequenz aus dem Satz iiber implizierte Funk-
tionen.

Also bleibt noch die Implikation (iv) nach (i). Ist M lokal ein Graph, so kénnen wir annehmen,
dass M NV = {(x,f(x)) : x € D}, mit V offene Teilmenge des RN und D offene Teilmenge des R" und
f:D — RN"" glatt ist. Dann ist ¥ : D — RY, W(x) = (x, f(x))) eine Parametrisierung von M NV. (I

Insbesondere folgt, dass M eine Untermannigfaltigkeit ist, wenn ganz M Losungsmenge eines Systems
von N —n unabhingigen Gleichungen ist. Dies wollen wir als Satz ausdriicken:

11.2.7. Satz (Satz vom regulidren Wert). Seien D c RN offen, F : D — R™ eine glatte Abbildung und
¢ € Im(F) ein regulirer Wert von F. Dann ist F~1(c) eine (N — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des RN,

11.2.8. Beispiel. Der Satz[11.2.7list sehr wichtig, denn Mannigfaltigkeiten sind oft als Losungsmengen
von Gleichungen gegeben.

(i) Wir betrachten nochmals die Sphire vom Radius r > 0 in R+ St={xe R™*1:|x|lo = r}. Offensicht-
lich gilt S? = F~1(0) fir die glatte Abbildung F : R"*! - R, x — ||x|2 — 2. Fiir die Jacobimatrix von F
in x gilt Jr(x) = (2x1,...,2xp+1) = 2x. Fir x € S? ist RangJp(x) = 1. Somit ist S? nach Satz[11.2.7 eine
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*1.

(ii) Sei allgemeiner P : RY — R ein homogenes Polynom vom Grad r > 1. Fiir jedes ¢ € R\ {0} ist P~ 1(c)
eine Hyperfliche.

(iii) Sei A = (a;;) € M, x»(R) eine symmetrische Matrix und c € R\ {0}. Wir definieren

Q:={xeR":{(Ax,x) = Zaijxixj =c}, dh. Q@ =F"1(0),

wobei f(x) = (Ax,x). Dann ist ¢ ein regulirer Wert von f, da J¢(x) = 2Ax # 0 fir x € Q. Also ist @ eine (n—
1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”. Eine in dieser Form gegebene Untermannigfaltigkeit
des R™ heifit Quadrik.

Beispiele in R3:

100
FﬁrA:(Olo) und ¢ =1 ist @ ein Zylinder.

000
Fir A= [0 ay 0 d ¢ =1 ist @ ein Ellipsoid mit Halbachsen -, -L, L
ur A = 8a02a03 ,a1,a2,a3>0und ¢ =1 ist @ ein Ellipsoid mit Halbachsen oy Vas vas
. 100 . . . .
Fir A = (8 (1) _01) und ¢ =1 ist @ ein einschaliges Hyperboloid:

Q={(x,y,2): 2% +y?>-22=1}.
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) und ¢ =1 ist @ ein zweischaliges Hyperboloid:

=1}.

+z

{(x,y,2): —x%—y

Q

)-dimensionale Untermannig-

¢

E .} ist eine

(iv) Die orthogonale Gruppe O(n) :={A € M,,.,(R): AT - A

R™” (siehe [13] § 3.5)).
(v) Die Umkehrung des Satzes vom regulidren Wert ist falsch, d.h. wenn F~1(¢) eine Untermannigfal-

faltigkeit von M, ,(R)

es gibt kritische Werte ¢, so

dass F~1(¢) eine Untermannigfaltigkeit ist. Als Beispiel betrachte F : R2 — R, F(x,y) = x2. Dann ist 0

tigkeit ist, folgt i.A. nicht, dass ¢ ein reguldrer Wert wire. Anders gesagt,
ein kritischer Wert, aber F~1(0) ist die y-Achse

also eine Untermannigfaltigkeit.

’

iten. Im folgenden sei M c RV

gfaltigke

i

a Untermann

11.3. Tangential- und Normalenriume an
eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit.

x, Y'(0) = v}

{veRY :3¢ >0 Iglatte Kurve y : (—¢,) — M mit y(0) =

TM:

11.3.1. Definition. Sei x € M. Die Menge der Vektoren

heifit Tangentialraum von M im Punkt x. Die Elemente von T'.M heillen Tangentialvektoren an M

im Punkt x.
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Wir konnen anstelle von #y = 0 in der Definition eine beliebige Zahl (Zeit) ¢( € R betrachten: v = y/(zy),
wobei y: (to —&,tg + &) — M, y(to) = x.

i

ti"

Tangentialvektoren sind genau die Tangenten (Geschwindigkeitsvektoren) an Kurven, die in der Unter-
mannigfaltigkeit verlaufen. Man stellt sich einen Tangentialvektor als an x festgeklebt vor und damit
den Tangentialraum als Unterraum eines Exemplars von RV, dessen Ursprung bei x sitzt.

11.3.2. Satz. (i) Sei v : D < R" — U eine Parametrisierung von M um x mit y(a) = x (wie in Def [[L2.1]).
Dann gilt T.M = Imdy(a). Insbesondere ist T.M ein n—-dimensionaler Untervektorraum des RY, und
{01y(a),...,0,y(a)} ist eine Basis von T, M.

(ii) Sei D eine offene Umgebung von x in RY, sei F : D — RN eine glatte Abbildung und ¢ € Im(F) ein
reguldrer Wert von F, so dass M nD = F~Y(¢). Dann gilt

T.M =kerdF(x) = {{grad F1(x),...,grad Fx_,(x))* |.

11.3.3. Beispiel.

(i) SeiU cR” eine offene Teilmenge und x € U. Dann gilt T',.U = R", da fiir jedes v € R™ gilt: v = y'(0)
mit y(¢) :=x +tv.
(ii) Sei SP:={x¢€ R**1: xlle = r} eine n-dimensionale Sphére und x € S}. Dann gilt T,,S? ={v €
R™*1: (x,v) = 0}.
(iii) Fir eine Quadrik @ wie in Beispiel [1.2.8lund x € @ gilt df(x)-v = (Ax,v) also T @ =kerd f(x) =
fveR*:v 1 Ax}.
(iv) Sind M1,Ms> zwei Untermannigfaltigkeiten und M = M7 x Mg, so gilt T,xM =T, M x T, M3 fur
alle x = (x1,x2) € M.

11.3.4. Definition. Sei M c RY eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und x € M. Der zum Tan-
gentialraum T, M orthogonale Vektorraum

N.M:={weRY:w L T,M}=(T,M)*

hei3t Normalenraum an M im Punkt x € M. Die Elemente von N, M heiflen Normalenvektoren an M
im Punkt x.

11.3.5. Beispiel. Sei M c R**! eine Hyperfliche (d.h. dim M = n). Aus Satz[11.3.2/ folgt sofort:
(i) Istw:U — R"*! eine lokale Parametrisierung um x = y(u) € M, dann ist

N M =RO1y(w) x ... x 0y p(u) .

Kreuzprodukt

(ii) Sei D eine offene Umgebung von x in RN, F : D — R eine glatte Abbildung und ¢ € Im(F) ein
regulérer Wert von F, so dass M nD = F~1(¢). Dann gilt N,M = Rgrad F(x). Beispiel: N,S} =
Rx.

(iii) Fir eine Quadrik @ wie in Beispiel [1.2.8]und x € @ gilt N,Q =RAx.
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11.3.6. Satz (Umformulierung der Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei M c RY eine Untermannig-
faltigkeit, U c RN offen und f : U — R differenzierbar. Falls f|ynm in a € UNM ein lokales Extremum
hat, so folgt grad f(a) e N, M.

11.4. Glatte Abbildungen und ihr Differential. Wir definieren nun den Begriff der differenzier-
baren Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten mit Hilfe von lokalen Parametrisierungen (oder
Karten).

11.4.1. Definition. Seien M ;” c RNt und M;L 2 c RV2 zwei Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f : M1 — M heiBt glatt, falls fiir jede Karte (U, ) von M die Abbildung fop™1: p(U) c R"* — RV2 eine
glatte Abbildung ist. Mit C°®°(M) bezeichnen wir den Ring aller reellwertigen glatten Abbildungen auf
M. Mit C*°(M1,M32) bezeichnen wir die Menge aller glatten Abbildungen zwischen den Untermannig-
faltigkeiten M1 und Mo.

11.4.2. Beispiel.

(1) IstM1=Uc RN eine offene Teilmenge, dann stimmt der eben definierte Differenzierbarkeitsbegriff
mit dem schon bekannten fiir Abbildungen zwischen reellen Vektorrdumen iiberein: Betrachte die Kar-
tep:U—-U, ¢=1Idy.

(ii) Es geniigt, die Differenzierbarkeit der Abbildungen f o (pi‘l : @i(U;) — RM2 fiir einen Atlas A =
{(Uj, p;)}ier von M7 zu uberpriifen. Dazu brauchen wir das folgende wichtige Lemma:

11.4.3. Lemma. Seien (U1,@1) und (Us,@2) zwei Karten der Untermannigfaltigkeit M" c RN um den
Punkt x € M. Dann ist der Karteniibergang @2 o (le 11U nUg) c R* — (U1 N Usz) c R” eine glatte
Abbildung zwischen offenen Mengen des R”".

Dies folgt aus der Tatsache, dass die Kartenabbildung @9 nach Satz [[1.1.4] durch Einschrinkung
eines lokalen Diffeomorphismus im Einbettungsraum RY entsteht (®~! im Satz[I1.1.4).

Dieses Lemma ist der Ausgangspunkt fiir die Definition der abstrakten differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten. Sei M ein topologischer Hausdorffraum. Ist U c X eine offene Menge und ¢ : U — ¢(U)
ein Hom6omorphismus von U auf eine offene Menge ¢(U) c R"”, dann heifit das Paar (U, ) eine n-
dimensionale Karte von M. Ein Atlas von M ist eine Familie A = {(U;, ;)}ic; von n-dimensionalen Kar-
ten so, dass M = U;cU; gilt und fiir alle i, j € I die Abbildung (piogoj_.l 1@i(U;nU;) cR* — @;(U;nU;) cR”
ein Diffeomorphismus ist. (Fiir U;nU; = ¢ ist diese Bedingung leer.) Sei Amax ein maximaler Atlas (bzgl.
der Inklusion von Atlanten, d.h. fiir jeden Atlas B > Apax folgt B = Amax). Ist A ein Atlas von M, so
existiert ein maximaler Atlas Amnax 2 A. Das Paar (M, Apnax) heifit dann eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit.

Mannigfaltigkeiten brauchen nicht in irgendeinem RY zu liegen (man sagt auch: eingebettet zu sein),
obwohl nach einem Satz von Whitney jede Mannigfaltigkeit mit abzdhlbarer Basis der Topologie in
einen geeigneten RN eingebettet werden kann. Der projektive Raum, der Quotient einer Mannigfaltig-
keit bzgl. einer Gruppenoperation, die Verklebung zweier Mannigfaltigkeiten, das Kotangentialbiindel
sind Beispiele von Mannigfaltigkeiten, die a priori nicht eingebettet sind.

(iii) Sei M c RY eine Untermannigfaltigkeit und (U, ¢) eine Karte von M. Dann ist die Kartenabbildung
¢:U—V cR" glatt.
(iv) Ist M c RN eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Inklusionsabbildung :: M — RY glatt.
(v) Sind f: M1 — My und g: My — M3 glatt, soist gof : M1 — M3 glatt.
(vi) Seien U c RY offen, M c U eine Untermannigfaltigkeit und f : U — R™ eine glatte Abbildung. Dann
ist die Abbildung f|3s : M — R™ ebenfalls glatt.
(vii) Es gilt:

f € C°(M) < Fiir jedes x € M existieren eine offene Umgebung U, in RY und

F, € C>®(U,), so dass Fily,nm = flu,nm-
Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass M lokal biigelbar ist, und fiir M = R" x {0} c RN kann man
die Fortsetzung F : RN — R durch F(x1,...,xN) = f(x1,...,x,) definieren. Mit Hilfe einer Zerlegung der

Eins findet man eine offene Umgebung U von ganz M und F € C°(U), so dass F|y; = f (siehe Aufgabe
I1.10.3D.
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11.4.4. Definition. Sei f : M;' — M,?* eine Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten. Sei
(U, ) eine Karte um x € M1 und (V,y) eine Karte um f(x) € M2. Dann heifit die Abbildung

wofop t:pUnNf V) cR™ — y(V)cR™

die Kartendarstellung von f bzgl. der Karten (U,¢) und (V,y). Ist speziell f : M1 — RV, so heiBit
fop~l:pU)— RN Kartendarstellung von f bzgl. der Karte (U, ¢).

Es gilt: Die Abbildung F ist glatt genau dann, wenn alle ihre Kartendarstellungen €*°-Abbildungen
sind.

Sei (U, @) eine Karte um x € M1, wobei p(U) c R". Wenn x1,...,x, die Koordinaten von R" bezeichnen,
dann notieren wir die Komponenten von ¢ einfach als ¢1 =x1, ..., ¢, = x5, und die Karte als (U, ¢ =
(x1,...,x5)). Die Kartendarstellung f ogo_1 wird auch f O(p_l(xl,... ,Xn) =: f(x1,...,x,) geschrieben.

Beispiel: Die Kartendarstellung von f : R — R, f(x,y) = \/x2 + y2 bzgl. der Polarkoordinaten (d.h. ei-
ner Karte (U, ¢), wobei ¢ eine Inverse der Polarkoordinatenabbildung ist) ist f(r,¢) := f(rcos¢,rsing) =
r.

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung f : M1 — My definiert man in Analogie zu den
Abbildungen zwischen reellen Rdumen als Ableitung von f entlang von Kurven:

11.4.5. Definition. Sei f : M1 — M eine differenzierbare Abbildung zwischen Untermannigfaltigkei-
ten. Unter dem Differential der Abbildung f im Punkt x € M; versteht man die Abbildung

df(x): TeM1 — TrMs, ¥ (0)— (foy)(0),

wobei y: I — M eine glatte Kurve mit y(0) = x ist.

11.4.6. Bemerkung. (1) Die Definition von df(x) ist korrekt, d.h. unabhéngig von der Wahl von y:
Sei v € T,M, und sei y eine beliebige glatte Kurve auf M; mit y(0) = x und y'(0) = v. Wir wihlen eine
Karte (U, ) um x. Dann folgt aus der Kettenregel fiir differenzierbare Abbildungen zwischen reellen
Ré4umen, dass

(f o) (0)=d(f o™ Nep(x))- (9 07)(0).
Da die Kartenabbildung ¢ nach Satz[I1.T.4ldurch Einschrinkung eines lokalen Diffeomorphismus ® im
Einbettungsraum RY entsteht, folgt aus der Kettenregel weiterhin (poy)'(0) = (®oy)'(0) = d®(x)-y'(0) =
d®(x)-v und somit
(Fop)/ (@) =d(f o™ Nep(x)) 0 dD(x)-v.
Daher hiingt (f oy)'(0) tatséichlich nicht von der Wahl der Kurve y ab.
(2) Sind M1 < RNt und My < RV2 offene Teilmengen, dann stimmt das soeben definierte Differential

mit dem in Kapitel 9 definierten Differential iiberein. Fiir v € T, M7 = RM ist v = y/(0) mit y(¢) := x + tv.
Laut Definition gilt

d
df(x)(v)=—Ff(x+1tv)ls=0-
dt’ ~——
y(?)

Letzteres ist aber die Richtungableitung 8, f(x). Nach Satz[0.2.4] stimmt d f (x) daher mit dem iiblichen
Differential aus Definition iiberein.

(vi) Viele Abbildungen sind in der Praxis als Einschrinkungen gegeben. Seien U c RY offen, M c U
und F € C®°(U,RN2) mit f = F|j;. Dann gilt

df(x)=dF(x)|lT,m |

Diese Formel erleichtert die Berechnung von d f(x), da dF(x) die Multiplikation mit der Jacobi-Matrix
Jr(x) ist.
11.4.7. Satz. Seien f: M1 — My und g : My — M3 differenzierbar, und sei x € M.

(1) Das Differential df(x): TxM1 — Tyx)Mz ist eine lineare Abbildung zwischen den Tangential-
raumen.

(2) Es gilt die Kettenregel: d(gof)(x)=dg(f(x))odf(x).

Andere Rechenregeln:
(1) Sind f,g: M — R™ glatt, so gilt d(f + g)(x) = d(f)(x) + d(g)(x) fiir alle x € M.
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(2) Ist f = (f1,f2) : M — My x M3 glatt, so ist Tr((M1 x M2) = T ()M x T,y M2 (siehe Beispiel 11.3.3]
(iv)) und entsprechend dieser Zerlegung gilt
df(x) = (dfl(x),dfg(x)) : TxM - Tfl(x)Ml X sz(x)Mg
fir allexe M .

11.5. Kanonische Basen.

11.5.1. Definition. Sei M” c RN eine Untermannigfaltigkeit und (U, = (x1,...,x,)) eine Karte um
x € M. Sei e; der i-te kanonische Basisvektor in R”. Fiir 1 <i <n bezeichnen wir

o dp 1
5% (x):= o) (@) =d(@™ ) -e;.
0
Nach dem Satz [11.3.2]ist (a(x),.. (x)) eine Basis von T, M, genannt die kanonische Basis in
1

T..M beziiglich der Karte (U, ).

Der Vektor %(x) hat die folgende geometrische Interpretation: %(x) ist der Tangentialvektor im
Punkt x € M, der durch die Ableitung der i-ten Koordinatenlinie ¢~ (¢(x)+te;) durch x in t = 0 definiert
wird.

11.5.2. Beispiel.
Sei M = R2. Wir bestimmen die kanonischen Basen der durch die euklidischen und durch die Polarko-
ordinaten definierten Karten:

(i) Sei ¢ : R2 — R2 die durch die euklidischen Koordinaten gegebene Karte ¢(x) := (x1,x2). Fiir diese
Karte gilt offensichtlich

0
T(x) =e; fir jeden Punkt x = (x1,x9) € M.
13
(ii) Die Polarkoordinaten auf R? sind gegeben durch die Parametrisierung

v R4 x(0,21) — U := R% - {(x,0):x € R,x >0}, w(r,9) :=(rcosd,rsind).

Im Punkt x = (x1,x2) = ¢(r,9) gilt dann fiir die durch die Parametrisierung v definierte Karte (U, 1):

0 0 1
—(x) =—w(r,1‘)) =(cos?9,sin?d)=—-x und
or or r

oy .
%(x) _ﬁ(r,ﬂ) =(-rsind,rcosd) =(-x9,x1).

Wir beschreiben nun die Basisdarstellung des Differentials einer differenzierbaren Abbildung zwi-
schen Untermannigfaltigkeiten beziiglich kanonischer Basen:

11.5.3. Satz (Basisdarstellung des Differentials einer glatten Abbildung).
Sei F': M7 — M3 eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten und x € My. Seien (U, =
(x1,...,%p)) eine Karte um x und (W,w = (y1,...,¥m)) eine Karte um F(x) € Ms. Die Matrix der linearen

Abbildung dF(x): TyM1 — Tr)Ms beziiglich der kanonischen Basen (%(x) e 9 (x)) und ( -(F(x)),...

ist die Jacobi-Matrix der Kartendarstellung woF o™ von F in ¢(x), d.h.
(dF@)(G5@),.... dF@) (52 @) = (- F@),..., 72 F ) - I o1 @)

oder
O(woFoq l)J

0x;

6 m
dFe)(5 )= )3 () —(F(x))
oFop~1).
Dabei ist W((p(x)) die i-te partielle Ableitung der j-ten Komponente der Abbildung woF o1
Beweis: Wegen der Kettenregel gilt
d(yoF o Hgx)odg(x) =d(yoF op top)x) = d(y o F)(x) = dy(F(x)) o dF (x)),

d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ:
dF(x)

TyM; Tr@Ms
d(p(x)l l dy(F(x))
R™ R™

d(yoFop~1)(p(x))

, ayim(F(x)))
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Die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen und transportieren laut Definition [11.5.7] die kanoni-
schen Basen (%(x) . 9 (x)) bzw. 21 (F(x)),. ’6y (F(x))) in die kanonischen Basen von R" bzw. R™.

Es folgt, dass die Matrix von dF(x) bzgl. der kanonischen Basen der Karten (U, ¢) und (W, ) gleich der
Matrix von d( o F o ¢~ 1)(¢(x)) bzgl. der kanonischen Basen von R* bzw. R™ ist. Die letztere ist aber
genau die Jacobi-Matrix onFO(p-1((p(x)). [l

Auf analoge Weise erhilt man die Beziehung zwischen den kanonischen Basen zu zwei verschiedenen
Karten um einen Punkt einer Untermannigfaltigkeit:

11.5.4. Satz (Transformationsformel fiir kanonische Basen). Sei M” c RN eine Untermannigfaltigkeit
und x € M. Seien (U, = (x1,...,%,)) und (V,p = (y1,...,yn)) zwei Karten um x. Dann ist die Ubergangs-
matrix zwischen den kanonischen Basen bzgl. (U, ) und (V,v) die Jacobi-Matrix des Karteniiberganges

wop~t dh.

(3260, a2 @) = (5@, 52 @) Ty (pla))
oder
G 6(1// Y 1),]
G_x,( x) = ; —(px))- —(x)
Beweis: Wende Satz[I1.5.3lauf F =1dy an: Dann ist dF(x) =Idr_y. O

Aus der Algebra wissen wir, dass man jedem Vektorraum sein algebraisches Dual zuordnen kann. Dies
tun wir jetzt mit den Tangentialrdumen an eine Untermannigfaltigkeit. Insbesondere wollen wir die
dualen Basen zu den kanonischen Basen in den Tangentialrdumen beschreiben.

11.5.5. Definition. Sei M"” c RN eine Untermannigfaltigkeit, x € M und T M der Tangentialraum
an M in x. Der Vektorraum T;M :={L : TxM — R : Llinear} heiit Kotangentialraum oder auch
dualer Tangentialraum an M im Punkt x.

Sei f : M — R eine differenzierbare reellwertige Abbildung und x € M. Das Differential df(x) :
TxM — TR =R von f im Punkt x ist linear, also ist df(x) € Ty M. Insbesondere sind die Koordi-
natenfunktionen x; : U — R einer Karte (U, ¢ = (x1,...,x,)) glatte reellwertige Abbildungen. Also ist
(dxi)x : TxM — R linear, und somit gilt (dx1)y,...,(dx,) € T M.

11.5.6. Satz. Sei (U,p = (x1,...,x,)) eine Karte auf M um x mit kanonischer Basis (aaTl(x) ’6x =—(x))
in TyM. Dann bilden die Differentiale (dx1(x),...,dx,(x)) die dazu duale Basis im Kotangentialraum
TiM, d.h.

0
dxi(x)- —(x)=6;; Vi, j=1,...,n
axj

If f : M — R glatt, so hat d(x) die folgende Darstellung in fer Basis (dx1(x),...,dx,(x)):

df =3 Y 6"’ (@) dx;(x).
i=1 Xi

Beweis: Einsetzen in der Definition ergibt

() di (). E (o Woeo = Ligiop! .
dux;(x) axj(x)—dxl(x) dt((p ((p(x)+tej))|t:o—dt((m @ Npx)+te;)li=0

d
=E((p(x) +te;)ili=0=0;j.

Alternativ: Es gilt do(x) - %(x) =e; und d(x) = (dx1(x),...,dx,(x)), also dx;(x)- %(x) = 6;; fur alle
J J

i,j=1,...,n. O

Aus Satz[11.5.4]und der Transformationsformel fiir duale Basen (siehe Lineare Algebra) erhalten wir

die folgende Transformationsformel fiir unsere dualen Basen:

11.5.7. Folgerung. Sind (U, ¢ =(x1,...,x,)) und (W, = (y1,...,¥,)) zwei Karten von M um x, so gilt

1
dyj(x)= Z —(Vf ¢ )

(p(x))dx;(x).
] 0x;
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11.6. Vektorfelder, Riemmansche Metrik, Gradient.

11.6.1. Definition. Ein Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M" c RY ist eine C*®°-Abbildung
X :M — RY so, dass X(x) € T M fiir alle x € M gilt. Die Menge aller Vektorfelder auf M wird mit X(M)
bezeichnet.

(Wir stellen uns ein Vektorfeld so vor, dass jedem Punkt ein Pfeil zugeordnet wird.)

11.6.2. Beispiel.
(i) Die durch X(x,y) = (-y,x) definierte Abbildung X : R? — R2 ist ein glattes Vektorfeld auf R2. Auch
Xlg1 : 8! — R? ist ein glattes Vektorfeld auf S}.

(xay)'_) (_y’x)

(x,5)

Die durch X(x,y) = (x,y)/x,y)| = definierte Abbildung X : R2 < {(0,0)} — R? ist ein glattes

Vektorfeld auf R? < {(0,0)}:

(x,y)

(x,y) —
x2 +y2

(ii) Die Abbildung X : S2 — R3, definiert durch
X(xyy’z) = (_y’x>0)’
ist ein Vektorfeld auf der Sphire S2 = {(x,y,2) e R3|x% + y2 +22 =1} c R3.

-1
(>iii) Sei (U, ¢ = (x1,...,%,)) eine Karte einer Untermannigfaltigkeit M, und bezeichne %(x) = 6épxi (p(x))
den im letzen Abschnitt definierten i-ten kanonischen Basisvektor beziiglich der Karte (U, ¢) im Punkt
-1
x €U. Da die Abbildungen % und ¢ differenzierbar sind, ist die Abbildung

i:UcM—»[R%N,
0x;
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die jedem Punkt x € U den kanonischen Basisvektor 6%(35) zuordnet, ein glattes Vektorfeld auf dem Kar-
tenbereich U c M. Das n-Tupel der Abbildungen (00717 ooy %) heilit kanonisches Basisfeld beziiglich
U, ).

Jedes Vektorfeld X € (M) kann man iiber dem Kartenbereich U punktweise in der kanonischen
Basis darstellen:

L 0
(11.8) X(x)= i;éi(x)a—xi(x)-

Die Komponenten in dieser Basisdarstellung definieren glatte Funktionen ¢; : U — R, i =1,...,n, auf
dem Kartenbereich. Man nennt (I1.8) die Basisdarstellung des Vektorfeldes X beziiglich der Karte
(U, p). Die Kartendarstellungen der Koordinatenfunktionen ¢;, also

Eiop lipU)cR" — R,

heilen Komponenten von X beziiglich der Karte (U, ). Ist z.B. (U, = (r,9)) die Inverse der Polar-

koordinatenabbildung, so gilt %(x, y) = \/(% und %(x, y)=(-y,x).
x%+y

11.6.3. Definition. Sei M c RN eine Untermannigfaltigkeit und g, : T:M x TxM — R die Einschrén-
kung des euklidischen Skalarproduktes, also g.(u,v) := (u,v). Die Familie g = {gy}eym dieser Skalar-
produkte heifit induzierte Riemannsche Metrik auf M.

Sei (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine Karte von M um x. Wir betrachten die symmetrische positiv definite
(n x n)-Matrix (g;;(x))1<; j<n, Wobei

0 0
FR) aj(x)>.

8ij(x):= gx(aixi(x), %j(x)) =(

Die Funktionen g;;o ¢~ p(U) c R* — R heiBen lokale Koeffizienten der Metrik g beziiglich der
Karte (U, ¢).

11.6.4. Beispiel.

(1) Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in euklidischen Koordinaten: Sei M = U eine offe-

ne Teilmenge des R™. Wir betrachten auf U die Karte, die durch die euklidischen Koordinaten gegeben

wird: ¢(x) = (x1,...,%,). Fir die kanonische Basis gilt dann 6%(35) =e; € T.M =R". Folglich ist
gij(x)=(ei,e;)=6ij,

das heif3t, in jedem Punkt x ist die Matrix der Metrik die Einheitsmatrix: (g;;(x)) = Id.

(ii) Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in Polarkoordinaten: Wir betrachten Polarkoor-
dinaten auf R2. Sei iRy x(0,271) — U = R2{(x,0) : x > 0} c R? die Parametrisierung durch Polarko-
ordinaten, w(r,9) = (rcosd,rsind). Fur die Karte (U,t//‘l) gilt dann in x = w(r,9):

o, . ow . N N
ar(x)— ar(r,i‘))—(cos«f),smi‘)) und aqL()(9c)—av(r,1‘))—( rsind,rcos ).

Somit erhilt man
0. 0, .\ o, 0, .\ R
<ar(x)’ Or(x)> =1 <6r *), aa(x)> =0 und <aa(x)’ aﬁ(x)> -

Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in Polarkoordinaten hat folglich im Punkt x = w(r,9)
die Gestalt

1 0
(11.9) (gij(x))=(0 rz)'

(iii) Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik auf der Sphére S2 in sphérischen Koordinaten
(siehe (I1.70): Sei v die Parametrisierung durch sphérische Koordinaten,

(11.10) v :(0,27) x (—g, g) — 52 ,  w(p,9) = (cospcosd,sinpcos?,sind).
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Dann gilt in x = (¢, ) fiir die kanonischen Basisvektoren der durch diese Parametrisierung definierten
Karte y~!

0 0

G—(x) = a—w(q),t‘)) =(—singcos9,cospcos,0),
(11.11) g’ 6"’

£(x) = %(q),ﬂ) =(—cos@sind,—singsind,cos ).

Somit erhilt man

0 0 9 0 0
<£(x),£(x)> = cos? 9, <—(x) (x)> 0 und <£(x),%(x)> =
Die Matrix der induzierten Metrik auf S? hat in sphérischen Koordinaten folglich im Punkt x = (¢, 9)

die Gestalt

29 0
(11.12) (gi;(x) = (COS )

0 1’

Sei f : M — R eine glatte Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann ist das Differential
df(x):TyM — R eine lineare Abbildung auf dem euklidischen Vektorraum (7'M, g,). Wie man aus der
Linearen Algebra weil}, entspricht dieser linearen Abbildung ein eindeutig bestimmter ,dualer® Vektor
in T, M. Dies definiert den Gradienten von f:

11.6.5. Definition. Sei M c RV eine Untermannigfaltigkeit, versehen mit der induzierten Riemann-
schen Metrik, und sei f : M — R eine glatte reellwertige Funktion auf M. Der Gradient von f ist das
Vektorfeld

gradf :M — rRY
auf M, das jedem Punkt x € M den zur Linearform df(x) dualen Vektor grad f(x) € TM zuordnet, d.h.:

(gradf(x),v) =df(x)-v firalleveT,M.

Wie im Fall einer Funktion in R”, weist grad f (x) in Richtung des stidrksten Anstiegs der Funktion f
auf M (falls grad f(x) # 0), sieche Bemerkung nach Satz Der folgende Satz gibt die lokale Darstel-
lung des Gradienten in der kanonischen Basis einer Karte an und zeigt insbesondere die Glattheit der
Abbildung grad f.

11.6.6. Satz. Sei f € C®°(M") und (U,p =(x1,...,x,)) eine Karte von M. Sei weiterhin ]"O(p_1 oU)—R
die Kartendarstellung von f, und sei (g (x)) die inverse Mairix zu (gij(x)) = ( x( (x), ox; (x))) Dann
gilt iiber dem Kartenbereich U':

(11.13) grad f(x) = Z g (x) o x(p
i,j=1 v

(px))- —(x)

11.6.7. Beispiel.

(i) Der Gradient einer Funktion in euklidischen Koordinaten: Sei U eine offene Teilmenge des R"” und
f : U — R eine glatte Abbildung. Wir bestimmen die Darstellung des Gradienten von f in der durch
die euklidischen Koordinaten gegebenen Karte ¢(x) = (x1,...,x,). Die Matrix der induzierten Riemann-
schen Metrik beziiglich dieser Karte ist die Einheitsmatrix: (g;;(x)) = Id, also auch (g% (x)) = Id, und
a%(x) =e;. Fir den Gradienten gilt also in euklidischen Koordinaten:

grad f(x) = Z i(x)—( )= Z i(x)e, = ( of (x),.. ﬁ( ))

iZ10x; " 0x; -1 0x; 0x1

Dies stimmt mit unserer fritheren Definition iiberein. Man kann der Gradient als ein vektorwertiger
Differential auffassen: 5 5

geeey

grad=V = (
Die Notation V ist gerne benuzt in der Physik.

(ii) Der Gradient in Polarkoordinaten: Sei vy : Ry x (0,2n1) — U = R2 {(x,0):x >0} c R? die Para-
metrisierung durch Polarkoordinaten, y(r,9) = (rcos9,rsind). Sei f : U — R glatt. Sei x = w(r,9), und
bezeichne f(r,9) := (f oy)(r,9) = f(rcosd,rsind) die Kartendarstellung von f. Dann gilt nach (11.9)

10 i 1 0
(gij(x))=(0 r), (gf(x))=(0 L)

r2

0x, )"
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und nach (AT.13)
f 1 0f 0

0 0
grad f(x) = E(r,{))g(x) + ﬁ%(r,ﬁ)%(x).

(ii) Der Gradient einer Funktion f : S2 — R in sphérischen Koordinaten: Es sei 1/(¢,9) := (cos ¢ cos 9, sin ¢ cos 9, sin 9)
die lokale Parametrisierung der Sphére durch sphirische Koordinaten. Sei x = w(¢p, ), und bezeichne

f(p,9) :=(f ow)(,9) = f(cos@cosd,sinpcos?,sind) die Kartendarstellung von f in diesen Koordina-

ten. Fir die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in der durch die sphérischen Koordinaten

definierten Karte gilt (siehe (I1.12))

1
29 0 . —— 0
(gijen =" und (g(0)=|cos20 |-
Fir den Gradienten gilt folglich
~ of  of d
grad f(x) = C05206¢(¢,0) 39 + 5500 o5 ().

Siehe auch AufgabeI1.10.11

11.7. Lokale Diffeomorphismen. Fundamentalsatz der Algebra.

11.7.1. Definition. Seien M, My Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M1 — M3 heif3t:

(1) Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und f,f~! glatt sind;

(2) lokaler Diffeomorphismus in a € M1, falls es offene Umgebungen U von a und V von f(a) gibt
so, dass f : U — V ein Diffeomorphismus ist.

11.7.2. Bemerkung.

e Ist f ein Diffeomorphismus, so folgt, dass df(a) invertierbar ist mit der Inversen (d f (a))_1 =

d(f~1)(b), wobei f(a) =b.
¢ Die Verkettung von Diffeomorphismen ist ein Diffeomorphismus.

11.7.3. Satz. Sei f: M1 — Ms glatt, und df(a) : ToM1 — T'(q)M32 sei ein Isomorphismus. Dann ist f
ein lokaler Diffeomorphismus in a.

11.7.4. Definition. Sei f: M, — My glatt.

x € M heilt reguldrer Punkt <= df(x): TxM1 — Tr)Ma ist surjektiv,
x € M1 hei3t kritischer Punkt :< df(x) : TyM1 — T M2 ist nicht surjektiv,
y € M5 heiBt regulidrer Wert :<= jedes x € f~!(y) ist ein regulérer Punkt,

y € M2 heif3it kritischer Wert :<= mindestens ein x € f 1 y) ist ein kritischer Punkt.

11.7.5. Bemerkung. Ist dimM; = dim Mg, so ist x € M; ein reguldrer Punkt genau dann, wenn f ein
lokaler Diffeomorphismus in x ist.

11.7.6. Satz. Seien M7, M} zwei Untermannigfaltigkeiten von gleicher Dimension, und sei M1 kompakt.
Sei f: M1 — My glatt und y € My so, dass f fiir jedes x € f~1(y) ein lokaler Diffeomorphismus in x ist.
Dann gilt:

1) f_l(y) ist endlich.
(2) Es gibt eine offene Umgebung V von y so, dass fiir alle z € V gilt: |f ~1(2)| = 1f 1(y)l.

Beweis: 1. Fall: f1(y) =@, d.h. y € M\ f(M}), so reicht es (ii) zu beweisen: da M; kompakt ist, so ist
f (M) kompakt also abgeschlossen in Ma. Somit ist V = Mg \ f(M1) offen und erfiillt (ii).

2.Fall: f~1(y) # ¢. Nun ist f~1(y) kompakt, da f~1(y) c M1 abgeschlossen ist und M; kompakt. Sei
x € f1(y). Dann existiert eine offene Umgebung U, ¢ M; von x, so dass flu, : Uy — f(Uy) ein Diffeo-
morphismus ist. Insbesondere ist £, injectiv, also U,Nf ~1(y) = {x}. Die offene Uberdeckung {U,} xef-1(y)
der kompakten Menge f~1(y) besitzt eine offene Teiliiberdeckung {Ux;}y <i<p* Da jedes Uy, genau einen
Punkt aus £ ~1(y) enthilt, ist £~ 1(y) endlich.
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Wir kénnen O.B.d.A. annehmen, dass {Uy,};_,_ » paarweise disjunkt sind. Setze
kompakt
V=FfUs)n...0fU )\ f(M1\ Uy, U...0Uy,))
" S

M1\ (U, U...uUy,) ist abgeschlossen in kompaktem Raum M1, also auch kompakt. Deshalb ist f(M1\
Uy, U...uUy,)) kompakt in Mg, also abgeschlossen. Folglich ist V' eine offene Umgebung von y. Wegen
der Konstruktion von V gilt fiir z€ V: z € f(Uy,), also IF1z)n Uy, | =1 und auflerdem flz)c Uy U...u
U,,. Daraus folgt |f 71(2)| = |f 1(y)l. O

Wir beweisen nun den Fundamentalsatz der Algebra und folgen dabei dem Buch von Milnor [16]. Es
gibt viele Beweise dieses Satzes. Der wohl einfachste Beweis wurde 1814 von Argand gegeben und be-
nutzt nur den Satz iiber Maximum und Minimum fiir stetige Funktionen auf einer kompakten Menge
sowie elementare Eigenschaften der komplexen Zahlen; siehe das lesenswerte Kapitel 4 von R. Rem-
mert in [6]. Andere beliebte Beweise sind in der Funktionentheorie formuliert: Sie benutzen das Maxi-
mumprinzip oder den Offenheitssatz. Der Beweis von Milnor ist topologisch und hat den Vorteil, dass
mit wenigen Mitteln viel iiber die Struktur des Polynoms als Abbildung gesagt werden kann.

11.7.7. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe Polynom hat im Korper C
wenigstens eine Nullstelle.

Beweis: Sei P:C — C,P(z) = anz" +a,_12"1

P:.S% - S? durch

+...+ag,n = 1,a, # 0. Wir definieren eine Abbildung

_ Py loPoPy(x), xeS2\N
P(x)=
N, x=N.

Wegen lim, .o, P(2) = oo ist P ist stetig und sogar C*°. Ist x € S2 kritisch fiir P so ist x = N oder ist
z = Py(x) kritisch fiir P. Nun ist z kritisch fiir P genau dann, wenn P'(z) = 0 (wegen @.17)). Folglich
hat P nur endlich viele kritische Werte. Sei F' die Menge der kritischen Werte. Dann ist S2\ F zu-
sammenhéngend. Wir wenden den Satz fir P:S% — S% und y € S2\ F und erhalten, dass die
Abbildung
S2\F3y-£. P Yy)eN

lokal konstant ist. Sie ist also stetig und ihr Bild ist eine zusammenhéngende Teilmenge von N, d.h. ihr
Bild besteht aus einem Punkt. Mit anderen Worten ist g konstant. Wire diese Konstante Null, dann
hitte P nur kritische Werte, d.h. P'(z) = 0 fiir alle z € C, was ein Widerspruch zu P nicht konstant ist.
Also Iﬁ_l(y)l > 1 fiir alle y € S\ F. Daraus folgt, dass p surjektiv ist und erst recht auch P :C — C ist
surjektiv. Insbesondere gilt P~1(0) # . O

In Satz haben wir eigentlich mehr iiber die Struktur der Abbildung f gezeigt. Dies wollen wir
nun in einer Definition festlegen.

11.7.8. Definition. Seien M1, My Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f € (M1, M3) heiit Uber-
lagerung, wenn gilt: (1) f ist surjektiv, und (2) fiir jedes y € My gibt es eine Umgebung V von y, so
dass f~1(V) = Uje; U; mit U; € My offen, U; N Uj=¢firi#j, und fly, :U; — V fiir jedes i ein Diffeo-
morphismus ist. Die Mengen U; heiBlen Blatter der Uberlagerung iiber V.

Die Indexmenge I kann von y abhingen. Die Kardinalzahl von I ist die Kardinalzahl von f~1(y):
Es gilt |I| = |f~(y)|. Aus der Definition folgt |f~1(y")| = |f~X(y)| fiir alle ¥’ € V; also ist die Funktion
Y 3y — |f"1(y)| € Ny lokal konstant. Wenn Y zusammenhingend ist, so ist diese Funktion konstant
(siehe den Beweis des Satzes[I1.Z.7) und heifit Blatterzahl der Uberlagerung. Ist die Blitterzahl gleich
k €N, so sprechen wir von einer k-fachen Uberlagerung.

Beispiele:

(i) P:Ry xR — RZ~ {0}, P(r,9) = (rcosd,rsin ). Fir (x,y) = (re'?0) € R2 < {0} setze V = R2 ~ {te!@o+m) .
¢ >0}. Dann ist £ ~1(V) = Upez Ry x (9o + £, + (B + 2)70).

(i) v :R— ST, (1) = ',

(iii) v : RZ — ST x ST, y(s,t) = (', e'?).

(iv) Unter der Annahme des Satzes ist f eine Uberlagerung. Aber nicht jeder lokale Diffeomor-
phismus ist eine Uberlagerung: v : (0,37) — S mit y(¢) = e ist ein lokaler Diffeomorphismus, aber
keine Uberlagerung.



156 ANALYSIS I-III, 2011/2013

(v) Sei P : C — C ein Polynom und P € C°(S2,S2) seine Fortsetzung auf S? (die Riemannsche Zah-
lenkugel), dann existiert eine endliche Menge F < S2, so dass P : S2\ F — S% < P(F) eine n-fache
Uberlagerung ist (wobei n = grad P).

11.8. Zerlegung der Eins. Zerlegungen der Eins sind ein wichtiges Hilfsmittel in Analysis und Geo-
metrie. Sie erlauben die ,Lokalisierung“ globaler Objekte auf einer Mannigfaltigkeit und umgekehrt
das ,Verschmelzen® lokaler Objekte zu globalen Objekten.

Motivation: Verkleben von Funktionen. Seien a <b<c<d inRund f :(a,c) — R, g:(b,d) — R
glatt. Gibt es A : (a,d) — R glatt so, dass Al p) = f und k| q) = g? Die Losung benutzt eine Zerlegung
der Eins. Wir konstruieren 1,17 € C®°(R) mit A = 1 auf (a,b), A =0 auf (¢,d), n =1 auf (¢,d) und =0 auf
(a,b) und A +n = 1. Dann erfiillt A = Af +ng die oben genannten Bedingungen.

11.8.1. Lemma. Die Funktion f :R" — R,

exp(—5—), Il <1,
=4 PP =1
0, Il > 1

ist G,

Beweis: Die Funktion

eVt t>0
g:R—R, git)=
0, t<0
ist G (siehe (5.7) und Beispiel [6.5.21(4)). Dann ist f(x) = g(1 - |x]|2), also ist f ist eine Verkettung von
C*°-Abbildungen. O

11.8.2. Definition. Sei M ein topologischer Raum und f : M — R. Der Trdger von f ist die abgeschlos-
sene Menge suppf :={xe M : f(x) # O}

Sei M eine Untermannigfaltigkeit. Die Menge der glatten Funktionen auf M mit kompaktem Tréager
wird mit C°(M) bezeichnet. C5°(M) ist ein Untervektorraum von C*(M).

11.8.3. Definition. Sei M ein topologischer Raum. Eine Familie (M;)4eca von Teilmengen M, ¢ M
heilt lokal endlich, wenn zu jedem x € M eine Umgebung V, c M existiert so, dass V, n M, # @
fiir nur endlich viele a € A. Eine Familie (fy)qea von reellen Funktionen heillt lokal endlich, wenn
(supp fa)aeca lokal endlich ist.

11.8.4. Satz (Zerlegung der Eins).
Sei M < RN eine Untermannigfaltigkeit und M =Uyecs M, eine offene Uberdeckung. Dann existiert
eine Folge {A;}ren von glatten Funktionen Ay, € C°(M), so dass gilt:
(1) 0 Ay L 1fiiralle keN,
(2) (Ap)pen ist lokal endlich,
(3) fiir jedes k € N gilt: supp Ay, ist kompakt, und es gibt a € A mit suppAr € Mg,
4) YrenAr(x)=1fiir alle xe M.

Beweis: Fiir alle a € A existiert eine offene Teilmenge W, c RN mit M, =M nW,. Sei W = Uagea Wq.
Dann ist W offen in RY. Wir konstruieren eine Folge (Bj)en von abgeschlossenen Kugeln so, dass:
(i) Vk Ja: B, c Wy,
(i) (Bp)ren ist lokal endlich,
(i) W =UpenBs.
Zunichst konstruieren wir eine kompakte Ausschopfung von W. Darunter versteht man eine Folge
KicKgc...cW kompakter Teilmengen mit K; cKiq, W= Uien K. Setze z.B.

Ki={xeR": x| <i,d(,RY W) > 1.

Setze Ko = @. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge (B})zen, so dass (i) gilt und auBlerdem

(%) Kic | BrcKs
1<k<ky

und

(5 %) Kim~Kic |J BrcKia~Ki

ki<k<kii1
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fiir jedes i > 1. Fiir jedes x € K1 wihle a € A mit x € W, und eine abgeschlossene Kugel B, in RN mit
Mittelpunkt in x, so dass B, c W, nK'g. Die Familie (B?x),CeK1 ist eine offene Uberdeckung von K1. Wihle
eine endliche Teiliiberdeckung {B1,...,By,}; fiir diese gilt dann (%). Durch Induktion zeigen wir dhnlich
(% x). Daraus folgen (i)—(iii).

Sei n;, € (W) mit n; > 0 auf B, und 7, = 0 auf RY < B, (Lemma [I1.8.1). Weil (B});, lokal endlich
ist, ist auch (1) lokal endlich.
Setze n = kZNnk. Dann ist n € C*°(W) und > 0 auf W. Sei

€

_ M
Ay = o e
Dann erfiillt die Familie (1), die Behauptungen des Satzes. ]

11.8.5. Definition. Die Familie (1;),cn mit den Eigenschaften (1)—(4) aus Satz [11.8.4] heiBt eine der
Uberdeckung (M) gea untergeordnete Zerlegung der Eins.

In Satz[11.8.4]ist die Indexmenge der Familie (A;),en im Allgemeinen verschieden von der Indexmenge
der Familie (My)qca. Wir konnen eine Zerlegung der Eins mit derselben Indexmenge konstruieren,
verlieren dabei aber die Eigenschaft, dass supp A, kompakt ist:

11.8.6. Satz. Sei (My)qeca eine offene Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit M. Dann gibt es eine
Familie (Ay)qea von glatten Funktionen, so dass gilt:

(1) (Aq)qea ist lokal endlich,
(2) supply c Mg,

(3) 0< A, <1,

4) Ypeada=lauf M.

11.8.7. Definition. Eine Familie (14)4c4 mit den Eigenschaften (1)—(4) aus Satz[11.8.6] heilt eine der
Uberdeckung (M ). untergeordnete Zerlegung der Eins mit derselben Indexmenge.

11.8.8. Folgerung (Urysohn). Sei M c RN eine Untermannigfaltigkeit. Seien A,B ¢ M abgeschlossene
Teilmengen mit ANB = @. Dann gibt es f € C*°(M), so dass f|la =0und flg=1.

Wenn die Menge B kompakt ist, so kann man f mit kompaktem Triger finden (siehe Aufgabe
I1.30.2). Die Zerlegung der Eins hat zahlreiche Anwendungen, z. B. im Beweis des Satzes von Stokes.
(Siehe Aufgabe I1.10.3lfiir die Fortsetzung von Funktionen definiert auf einer Untermannigfaltigkeit
zu einer Umgebung in RY).

11.9. Glatt berandete Teilmengen einer Untermannigfaltigkeit. Glatt berandete Teilmengen sind
die Integrationsbereiche, die wir im Satz von Stokes zugrunde legen werden.

11.9.1. Definition. Sei M c RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und D < M. Wir bezeichnen
mit 0D den Rand von D beziglich der Teilraumtopologie von M.

Ein Punkt a € D heillt reguldrer Punkt , falls es eine Umgebung U von a in M und eine glatte
Funktion ¢ : U — R gibt mit dq(x) # 0 fur alle x € U, so dass gilt: UnD = {x € U : q(x) < 0}. Die
Funktion ¢ heifit dann eine lokal beschreibende Funktion fir D um a. Falls U eine Umgebung von
0D, so heisst q global beschreibende Funktion oder einfach beschreibende Funktion fiir D.

Ein Punkt a € 0D hei}t singuldrer Punkt , falls a kein reguldrer Punkt ist.

D c M heilit glatt berandet , wenn jeder Randpunkt ein regulirer Punkt ist.

Gilt D = ¢ (z.B. wenn D = M) so ist D glatt berandet.

Beispiele:

1) R” = {x e R" : x,, < 0} ist glatt berandet (eine lokal beschreibende Funktion ist q : R" — R, g(x) = x,)
und D = R*~1 x {0}.

(ii) D = Bg(xg) < R" ist glatt berandet. Sei 0 < ¢ <R und U, = {x € R" : ||x — xo| > €}. Eine (global)
beschreibende Funktion ist ¢ : U, — R, g(x) = [|x—xol|2—R2. Der Rand ist die Sphére dBg(xo) = Sg(xg) =
{x:llx—x0ll = R}. Es gilt dq(x) = 22;.‘:1(xj —x0j)dxj und dq(x) Z0 firx e U, daxo ¢ U.

({ii) D ={x e R" : r < ||lx|| < R}, wobei 0 < r < R, ist glatt berandet. Der Rand hat zwei Komponenten
0D =S, (x9) USR(xp). Sei0<e<rund U, ={x e R" : |x — x| > €}. Eine lokal beschreibende Funktion fiir
die Komponente S, (xg) ist ¢ : U — R, g(x) = r2 — ||lx — x0]|2 und eine lokal beschreibende Funktion fiir
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die Komponente Sg(xg) ist ¢ : Us — R, q(x) = |x — x> — R2.

(iii) D = S"n{x,+1 < 0} ist glatt berandet. Eine beschreibende Funktion ist ¢ : S® \ {N,S} — R, q(x) =
%n+1. Dabei sind N und S der Nord-und Siidpol, wobei dq verschwindet. Der Rand ist D = S™~1 x {0}.
(iv) Sei D = [a,b] x [¢,d] c R?. Die Punkte (a,c),(a,d),(b,c),(b,d) sind singuldre Punkte von D, und
alle anderen Punkten von dD sind reguldre Punkte.

(v) Eine Menge A mit der Eigenschaft, dass A eine Untermannigfaltigkeit ist, ist nicht unbedingt
eine glatt berandete Teilmenge. Beispiel: Fiir A = B1(0)U{(x,y) : x = 2} gilt A = ST U{(x,y) : x = 2}, die
Definition regulidrer Randpunkte ist aber fiir die Punkte {(x,y) : x = 2} nicht erfullt.

Die Definition besagt intuitiv, dass “das Innere D liegt lokal genau auf einer Seite des Randes dD”.
Dies wird im folgenden Lemma prazisiert. Namlich, U \ 6D ist die disjunkte Vereinigung von zwei
offenen, nicht-leeren Mengen, DU und (M\D)nU. Die zwei Mengen kann man nach dem Vorzeichen
von ¢ unterscheiden: D N U ist die Menge wo g negativ ist und (M \D)nU die Menge wo q positiv ist.

11.9.2. Lemma. Sei a € 0D ein reguldrer Punkt und q : U — R eine beschreibende Funktion. Dann gilt:
DNU=DnU, DnU={xeU:q(x)<0}, 0DNU={xeU:q(x)=0}.
Ist D glatt berandet, so ist D abgeschlossen und D c E (= Abschluss von D in M).

11.9.3. Satz. Sei M" c RYN eine Untermannigfaltigkeit, D c M mit 0D # @. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(1) D ist glatt berandet.

(2) Fiir jedes a € 0D existiert eine Karte (U, = (x1,...,%,)) auf M mit DNU = {x : x, < 0}. (Dann
heifst (U, @) eine D-angepasste Karte oder D-Karte.)

(3) D ist abgeschlossen, D c D und D ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY.

Beweis: (1) = (2): Sei a € 0D und g : U — R eine beschreibende Funktion, wobei U eine Umgebung
von a in M ist. 0.B.d.A. kénnen wir U c R" annehmen (wir kénnen U so verkleinern, dass U c U, wobei
(U, ) eine Karte ist und @(D) c p(U) c R" die beschreibende Funktion go @' : $(U) — R um @(a)
hat). Wegen dq(a) # 0 ist ¢ eine Submersion in a. Der Satz uiber die lokale Struktur einer Submersion
besagt, dass es eine Umgebung V c U von a und einen Diffeomorphismus ¢ : V — W (0) gibt so, dass
das folgende Diagramm kommutativ ist:

1% (-¢€,€)

x Prn

W (0)

Folglich ist (V,¢) eine Karte um a mit ¢, =q, also VND ={x eV :qx) <0} ={x eV :¢,(x) <0}

Xn, @

|
[

|
|
[
[

Rnfl x {0} 6D
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(2) = (3): Sei (U, ¢) eine D-Karte. Dann gilt 0D nU = ¢ 1(R* 1 x {0} N (U)). Sei U’ c R*~! das Bild
der Projektion von @(U) N (R*~! x {0}) auf die ersten n — 1 Koordinaten. Dann ist U’ 3 (x1,...,%,_1) —
¢~ Nx1,...,%,-1,0) eine Parametrisierung von 0D N U, und somit ist D NU eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.

(8)=(1): Sei a € 0D. Da das Problem lokal ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass M =R" ist. Der
Satz iiber die lokale Struktur einer Immersion impliziert, dass es € > 0, eine offene Umgebung W von
a und einen Diffeomorphismus @ : W*(0) — W gibt mit W(W"~1(0) x {0}) = W ndD. Sei W' = W n D und
W' =W~ (WnD). WegenaeD cD und a ¢ D sind W und W” nicht leer. AuBerdem sind W’ und W”
offen, disjunkt, und W ~. 0D = W/ UW". Andererseits hat W?(0) . W»~1(0) x {0} zwei Zusammenhangs-
komponenten, ndmlich W7 (0) N {x, > 0} und W?(0)n{x, < 0}. Da ¥ ein Homdomorphismus ist, bildet
V¥ Zusammenhangskomponenten auf Zusammenhangskomponenten ab. Daher muss nach eventueller
Ersetzung des Basisvektors e, durch —e,, gelten:

YW 0)N{x, <ON=W~D und WW*O0)nix,>0)=W-(WnD).

Sei ¢ die Submersion pr, o¥ ! : W — R. Dann gilt WnD = {x € W : g(x) < 0}. O

Sei D eine glatt berandete Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit M". Sei a € dD. Dann ist T,(6D) ein
(n — 1)-dimensionaler Untervektorraum von T, M:

To(0D)={veRY : 3y : (—¢,6) — 0D mit y(0) = a und y'(0) = v}.
Ist ¢ : U — R eine lokal beschreibende Funktion um a, so gilt:
T,(0D)=Kerdq(a)={ve ToM : dq(a)-v =0}.

Ist (U, =(x1,...,x,)) eine D-Karte, so gilt:
0 0
T,(0D) = <{E(“)"" : m(a)})

11.9.4. Definition. Sei a € 0D. Ein Vektor v € T, M ist ein duperer Vektor zu D in a, wenn v ¢ T,(0D)
ist und es eine glatte Kurve y:[0,£) — M ~. D mit y(0) = a und v = y'(0) gibt. Wir bezeichnen die Menge
der duBeren Vektoren zu D in @ mit T} D.

Beispiel: Sei M =R”, D =R”, a € 0R" = R"~! x {0}. Dann ist TY@D)={veR":v, >0}

Y'(0)
a

D T.(0D)

11.9.5. Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent zueinander:

(i) veTS (D),
(i1) fiir jede lokal beschreibende Funktion q : U — R um a gilt dq(a)-v >0,
(iii) fiir jede lokal beschreibende Funktion q : U — R um a gilt {(v,gradq(a)) >0, also v =v'+
Agrad q(a) mit v’ € T4(0D) und einer Zahl A > 0,
(iv) fiir jede D-Karte (U, = (x1,...,xp)) um a gilt v=) A; %(a) mit A, >0.
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gradq(a)

oD

Zur Zerlegung
v=v'+Agradq(a) € To(0D) ® Rgrad qg(a)

11.9.6. Satz. Es gibt eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung v :0D — R so, dass fiir alle x € 0D
gilt:

(1) v(x) ist ein duflerer Vektor,
(2) v(x) L Tx(0D),
3) vl =1

Ist ¢ : U — R eine lokal beschreibende Funktion um x, so gilt

v(x) = —gradq(x) .
llgrad q(x)||

11.9.7. Definition. Der Vektor v(x) heifit duferer Einheitsnormalenvektor zu D in x € D. Die
Abbildung v : 0D — SN-1 c RN heiBit duperes Einheitsnormalenfeld an D oder Gaup-Abbildung.

Als Beispiel betrachten wir M = R", D = Bg(0). Dann ist 0D = Sg(0)={x : x| = R} und v(x) = 1% fiir
alle x € Sg(0). Fiur D ={x:r < ||x|| <R}, wobei 0 <r <R, so ist 0D = Sr(0) U S,(0) und v(x) = 1% fur alle
x € Sg(0), v(x) = —Z fiir alle x € S,.(0).

r
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oD

/

AuBeres Einheitsnormalenfeld

11.10. Ubungen.

11.10.1. Aufgabe. (a) Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RY, und sei F : RY — R glatt. Sei f :=
Fly: M — R. Zeigen Sie, dass grad f(x) die orthogonale Projektion von grad F'(x) auf T M ist.

(b) Sei f:S8% — R mit f(x) = x5 die Hohenfunktion auf der Sphére S2. Berechnen Sie grad f (mit Hilfe
von (a) oder (IT.13D).

11.10.2. Aufgabe. Sei M eine Untermannigfaltigkeit. Seien A,B c M, wobei A abgeschlossen, B kom-
pakt und A N B = @ sei. Zeigen Sie, dass es eine Funktion f € C*°(M) mit kompaktem Trager gibt, so
dass f]4 =0und f|g =1.

11.10.3. Aufgabe. Sei f € C°(M,R*). Zeigen Sie, dass es eine offene Menge W > M in RY und eine
Funktion F € C®°(W,R*) gibt, so dass F|y = f. Zeigen Sie auBerdem: Falls M abgeschlossen ist, so kann
W =RY gewihlt werden.
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12. DIFFERENTIALFORMEN
12.1. Alternierende Multilinearformen. Sei V ein R-Vektorraum, dimV =n.

12.1.1. Definition. Fir p € N setzen wir VP =V x ... x V. Eine Funktion f : VP — R heif}t alternie-
———

p-mal
rende Multilinearform oder alternierende p-Form auf V  falls gilt:

(1) f ist multilinear, und
(2) foq),--->Va(p)) = €(@)f (v1,...,vp) fiir alle 0 € S, und alle (v1,...,v,) € VP (wobei £(0) das Vor-
zeichen der Permutation o bezeichnet).

Eine alternierende 0-Form auf V ist einfach eine reelle Zahl. Fiir p € Ny bezeichnen wir mit A? V* den
Vektorraum der alternierenden p-Formen auf V.

Beispiele:

DAV =R,

(ii) A'V* =V* = Homg(V,R).

(iii) Sei (e1,...,e,) eine Basis in V. Fiir ein n-Tupel (v1,...,v,) definiere die zugehdrigen Koeffizienten
vf beziiglich der genannten Basis durch

vl
n ) i
v; = Z vfei =(e1...ep)
7=l v’
12
Dann ist
(12.1) w: V' —R, w(vl,...,vn)zdet(U{)

eine n-Form auf V, wobei (v{ ) die Matrix mit Spalten die Vektoren vy,...,v, ist.

12.1.2. Definition (Dachprodukt). Das Dachprodukt f A g e NPT?7V* der Formen f € APV* und g €
A?V* ist definiert durch:

(f AQ)V1,...,Up,Upt1,..,Uptq) = % Y e@)fWo(1)s---Vo(p) EVa(p+1)s-- s Va(p+q)) -
4’ 5eS,.,
12.1.3. Satz.
D AV* =@,>0 NP V* (duflere oder Grafimann-Algebra) ist eine assoziative R-Algebra mit Eins beziiglich
(+,A,Skalarmultiplikation). A\V* ist antikommutativ, d.h. fiir o € NA°V* und ne N1V* gilt nAw =
(-DP%0 An.
(ii) Seien f1,...,fp € ALV*. Dann gilt:

fiv) fiw2) ... fi(vp)

favr) fa(w2) ... favp)
(12.2) (flA...Afp)(vl,...,vp)=det(fi(vj))= . . . .

fr(w) frlwa) ... fplvp)
Insbesondere: foyA... A fop) = @)1 A...A[p.
(iii) Sei (e1,...,e,) eine Basis von V und (e7,...,e},) die dazu duale Basis von V*, d.h. e’ (e;) = §;;. Dann
ist (e;‘1 Ao A efp)1<i1<...<i,,<n eine Basis von A\P V*. Ein Element w € NP V* hat die Darstellung
(12.3) w = Z w(eil,...,eip)efl/\.../\e;‘p.
1<i1<..<ip<n

n

, pP<m,
Insbesondere gilt dim AP V* = (1’) p
0, p>n.

Fiir p = n erhalten wir, dass dim A" V* = 1 und eine Basis ist gegeben durch e] A... Ae;,. Dies ist die
n-Form (IZ.1).

Fir einen Multiindex I = (iy,...,ip,) aus {1,...,n} (dh. mit iq,...,i, € {1,...,n}) setzen wir e; =

ez‘l A...Ne; . Ist der Multiindex leer, so vereinbaren wir e; = 1. Die Linge des Multiindex I ist p;

p
wir schreiben dafiir |I| = p. Dann wird (I2.3) so geschrieben

— ! *
© =Y 1-p@Ier
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wobei wy = w(e;y,...,e;,), und das Symbol Z" Tl=p bedeutet, dass nur iiber streng aufsteigende Multiin-
dizes der Linge p summiert wird.

Der Fall der Formen vom maximaler Grad (d.h. n = dimV) ist sehr wichtig und wir formulieren
deshalb die folgende

12.1.4. Folgerung. Es gilt dimA\"V™* = 1. Ist B = (b1,...,b,) eine Basis von V, so ist (b] A...Ab},) eine
Basis von N*"V* und fiir w e N\"V* gilt

(12.4) w=w(b1,...,bp)b] A.. A},
Ist C =(cq,...,cn) eine weitere Basis von V, so ist

(12.5) ciA...nc,=detMB b} A...AD]
wobei Mg die Basiswechselmatrix von der Basis C zur Basis B ist.

Es sei erinnert, dass die Basiswechselmatrix von der Basis B zur Basis C ist definiert durch
n n
(12.6) ME = (aij)1<;jcn = (€50D) 1< jn € Mnxn(®), wobeib; =) ajic;= ) cjb)c;.
j=1 j=1
d.h., Mg besitzt als Spalten die Koordinatenvektoren von b1,...,b, bzgl. der Basis C. Fassen wir B und
C als formale Zeilenvektoren so gilt

ail aiz ... Qip
(12.7) (b1, b)) =(,sen)| P2 P2 P2 ey B=OMB
Anl Q@n2 ... Qnn

Beweis der Folgerung [12.1.4k (12.4) ist nichts anders als (I2.3) fiir p = n. Wenden wir nun (IZ.4)
fiir = cj A...Ac}, so erhalten wir w = ab} A...Ab} wobei a=c] A...Ac} (b1,...,by) = det(c;‘.(bi)) =
det M3, O

12.1.5. Definition. Seiv €V und w € AP V*. Die Form 1,0 = v w € AP~} V* definiert fiir wi,...,wp-1€V
durch
(ww)wi,...,wp-1):=Wiw)wi,...,wp-1) := 0(v,w1,...,wWp-1)

heif3t inneres Produkt von v mit dem Vektor v.

Zum Beispiel, fiir v=3}v;e; gilt

(waei A hep)Wwi,...,wp-1)=(e] Ao Aep)U,w1,..., Wp-1) =

n
=det(v,v1,...,U0n-1) = Z(—l)j”Ajvj
j=1
wobei (-1)/+1A ; die Kofaktoren (algebraische Komplemente) von v; in der Matrix A = (v,w1,...,wp-1)
sind (Eintwicklungssatz nach der ersten Spalte), siehe [12, S. 106-107]. Aber A; ist die Determinante
der Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Spalte und j-ten Zeile entsteht, also die Determinante
der Matrix, die aus (w1,...,w,—1) durch Streichen der j-ten Zeile entsteht. Es folgt nach (I2.2) dass

Ajze’{A'--/\e;A'-'Aefl(wl,...,wn_l)

wobei ein Hut auf e;‘. bedeutet, dass e;‘. weggelassen ist. Somit
n . o
vaejA...Ne, = Z(—l)”lvjeI /\-'-Ae;‘. A--Ne,.
j=1
12.1.6. Definition (Zuriickholen von Formen). Ist A :V — W eine lineare Abbildung, so definieren wir
A NPW* — APV* durch (A*f)(v1,...,vp) = f(Av1,...,Avp). Offenbar ist tatsachlich A*f e AP V™,
und A* ist eine lineare Abbildung. Fir p=0ist A*f =f,firp=1ist A*f =foA.
Ist B: W — U linear, so gilt (BoA)* = A*oB*:

v—24 w NPU™ NPW* .

N e A

NPV*
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Offensichtlich ist Id* = 1d, also ist A* ein Isomorphismus, wenn A ein Isomorphismus ist.
12.1.7. Satz. Sei A:V — V linear und w € \"V*. Dann gilt:

A*w=(detAd) w.
12.2. Orientierung. Volumenelement.

12.2.1. Definition.

(i) Sei V ein R-Vektorraum mit dimV = n. Auf A" V* ~ {0} fithren wir eine Aquivalenzrelation ein: Es
sei w ~ ', wenn ein A > 0 existiert mit w = Aw’. Wegen A" V* =R gibt es genau zwei Aquivalenzklassen.
Jede davon heifit eine Orientierung von V. Ein orientierter Vektorraum ist ein Vektorraum (V,[w])
zusammen mit einer fest gewahlten Orientierung. Falls V = {0}, dann gilt nach Vereinbarung A" V* =R.
Eine Orientierung auf V = {0} ist einfach eine der Halbgeraden R, R_, entspricht also der Wahl einer
der Zahlen +1.

(i) Eine Basis B = (ey,...,e,) (die Anordnung der Elemente der Basis ist nun wichtig!) in einem ori-
entierten Vektorraum (V,[w]) heillt positiv orientiert (bzw. negativ orientiert), falls w(eq,...,e,)>0
(bzw. < 0). Das Vorzeichen &(B) einer Basis B = (e1,...,e,) ist definiert durch (B) = sgnw(es,...,e,) €
{+1}. Zwei Basen B, B1 heillen gleich orientiert, wenn &(B) = £(B1).

12.2.2. Satz. Jede Basis B = (e1,...,en) definiert eine Orientierung von V so, dass B positiv orientiert
ist, namlich die Orientierung le] A--- Aey]. Zwei Basen B,B1 sind gleich orientiert genau dann, wenn
detMp >0.

12.2.3. Bemerkung. Wir arbeiten oft mit Orthonormalbasen. Ist B = (b1,...,b,) eine beliebige posi-
tiv orientierte Basis, so erhidlt man durch das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren eine
positiv orientierte Orthonormalbasis B’ = (b/;,...,b"). Das folgt aus der Tatsache, dass die Ubergangs-
matrix eine Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintrige ist.

12.2.4. Definition. Sei (V,[w],{:,-)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n. Das Volumen-
element wy ist die eindeutig bestimmte n-Form, die auf jeder positiv orientierten Orthonormalbasis
den Wert 1 annimmt.

12.2.5. Satz. Das Volumenelement ist wohldefiniert. Ist B = (e1,...,ey) eine positiv orientierte Orthonor-
malbasis, so gilt wy =e] A---Aey,.

Beweis: Ist C =(cy,...,e,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis, so gilt nach (I2.4), ey A
ey(c1,...,cn) = detMg. Aber Mg ist eine orthogonale Matrix (als Basiswechselmatrix zwischen zwei
orthonormalen Basen), hat also Determinante +1. Weil beide Basen B, C positiv orientiert sind, muss
jedoch det Mg > 0 sein, somit detMg = 1. Dies beweist die Existenz der Volumenform. Die Eindeutigkeit
folgt leicht. Il

12.2.6. Definition. Sei V = R” und B = (ey,...,e,) die Standardbasis. Die Standardorientierung
des R" ist gegeben durch ej A---Aej,. Das Volumenelement von R" ist dann wge mit wgn (vy,...,0,) =
det(vi,...,vp).

Im R? fixiert man die Orientierung durch die sogenannte Rechte-Hand-Regel. Danach ist ein eine Basis
{u,v,w} positiv orientiert wenn sich die Vektoren mit Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten
Hand in der angegebenen Reihenfolge zur Deckung bringen lassen. Andernfalls ist die Basis negativ
orientiert.

Wir wollen nun die Beziehung zwischen dem Volumenelement und Volumen erklaren. Es sei (V,(-,))
ein Skalarproduktraum, dimgV =n, und vy,...,v, € V, m < n. Die Determinante

(vi,v1)  (v1,v2) ... (U1,Um)
(12.8) G(v1,...,um) :=det ((v;,v;)) =det wg,v) - (wz,02) e (V2,0m)
Wm,01) Um,02) oo (UmyUm)

heif3t die Gramsche Determinante der Vektoren vy,...,v,.

12.2.7. Lemma. Es gilt G(v1,...,vy) = 0 fiir alle vy,...,vy, € V und vy,...,v, sind genau dann linear
unabhdangig, wenn G(vi,...,v;) > 0.
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Beweis: Sei B =(bjy,...,b,) eine Orthonormalbasis von V und sei v; = Z;»L:lajibj. Sei A=(a;;) € Myxm
die Matrix mit Spalten die Koordinatenvektoren von v1,...,v,, bzgl. der Basis B. Dann gilt

(12.9) ((vi,vj)) = ( Z akiakj) =ATA
k=1
also
(12.10) Gv1,...,0m) = det((v;,v;)) = det(AT A).

Es ist leicht zu sehen, dass fiir A € M, gilt: AT A ist positiv semidefinit und positiv definit genau
dann, wenn die Spalten von A linear unabhéngig sind. Folglich, det(ATA) >0 und det(ATA) > 0 genau

dann, wenn die Spalten von A linear unabhéngig sind. ]
Fir vq,...,v, €V, m <n nennt man
m
(12.11) P(v1,...,0m) = { Y ajujeV:0<ar,...,am < 1}.
=1

das von vy,...,v,, aufgespannte Parallelotop (oder Parallelepiped). Wenn die Vektoren v1,...,v,, linear
unabhingig sind, nennt man (IZ.11) ein m-dimensionales Parallelotop.

Das m-dimensionale Volumen des Parallelotops (12.17) sollte folgenden geometrischen Vorstellun-
gen erfiillen:

(12.12) vol; P(v1) := flu1ll
(das 1-Volumen einer Strecke ist ihre Lange) und
(12.13) voly, P(U1,...,Um,Um+1) = d(Um,Span(vy,...,vm))voly, P(v1,...,U0m)

wobei d(v,+1,Span(vy,...,vn,)) die Abstand des Vektors v,,+1 von dem durch vy,...,v,, erzeugten Un-
terraum Span(vy,...,U,,) ist.

Nehmen wir an, dass vq,...,U;,+1 linear unabhéngig sind. Sei L := Span(vy,...,v,). Wir bestimmen
d(Wm+1,L) = lvm+1 —v), .11, wobei v/, € L die orthogonale Projection von v,,+1 auf L ist. Sei v/, ;=
27:1/11'11]'. Weil v;n+1 —Um+1 L L, folgt (Z;.nzlﬂjvj —Um+1,U)=0,k=1,... ,m also

m
(12.14) Y Ajj, o) = WUmst,0k), k=1,...,m.
j=1
Die Determinante des Systems (12.14) ist G(v1,...,v,) >0, also hat das System eine eindeutig bestimm-
te Losung (A1,...,1,,). Wegen des Satzes von Pythagoras gilt

2 / 2 2 ! 2
AWm+1,L)" = lvm+1 = Uy 1 I° = o1 l® = vy, 1117,

AuBerdem
1012 = Wh1sUpsnd = LA X A00i,0)) = ¥ Aj0ms1,0)).
J i i
also
(12.15) Y AiWm+1,00) = 10ms1ll® —d @1, L)
;
Wegen (12.14), sind die Spalten der Matrix
(v1,v1) v1,v2) ... {U1,Um) (V1,Um+1)
{vg,v1) (va,v2) ... {V2,Um) (V1,Um+1)
(12.16) B= ..
(Um,V1) Um,v2) .. Um,Um) (Um>Um+1)
Om+1,01)  Wms1,02) oo Wmst,Um)  [0me1ll® —d@pms1,L)?

linear abhingig (nichtriviale Linearkombination mit Koeffizienten (11,...,A,,,—1)). Daher, durch En-
wicklung nach der letzten Spalte

0=detB =G(vs,...,Um,Um+1) — G1,...,0m)dWm+1,L)?
Die Gramsche Determinante erfiillt also die Bedingungen:
(12.17) VG = lvs |
und

(12.18) VGW1,...,0m,Ums1) = VG1,...,0m)dWms1,L)
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Ein Vergleich zwischen (12.12), (I12.13) und @2.I7A2.18) fiihrt zur folgenden

12.2.8. Definition. Das m-dimensionale Volumen des von v1,...,v,, aufgespannten Parallelotops ist
durch

(12.19) vol,, P(v1,...,um) := VG(1,...,Uumn)

erklart.

Wenn v1,...,v,, linear abhingig sind, ist die rechte Seite Null (Lemma [12.2.7), also wird auch
vol,, P(v1,...,vn) = 0 definiert, was auch die geometrische Vorstellung des m-dimensionalen Volumens
entspricht (vy,...,v,, spannen ein Parallelotop vom Dimension < m auf).

Aus und erhalten wir eine weitere niitzliche Formel:

12.2.9. Satz. (i) Ist B=(b1,...,b,) eine Orthonormalbasis von V so gilt

(12.20) Vol P(v1,...,Um) = \/det(ATA) wobei A = (b;(vi)) eEMyum,

d.h. A € M, «, besitzt als Spalten die Koordinatenvektoren von vi,...,U,, bzgl. der Orthonormalbasis B.
(ii) Sei W ein Skalarproduktraum, dimW = m und sei L : W — V eine lineare Abbildung und sei A

ihre Darstellungsmatrix bzgl. Orthonormalbasen von W und V. Dann gilt

(12.21) vol,, L(P) = \/det(AT A)vol,, P, fiir jedes Parallelotop P = P(w1,...,wm)CW.

12.2.10. Definition. Seien W, V Skalarproduktraume L : W — V eine lineare Abbildung und sei A
ihre Darstellungsmatrix bzgl. Orthonormalbasen von W und V. Die Matrix AT A heit Maftensor und
det(AT A) heiBt die Gramsche Determinante der linearen Abbildung L.

Der MaBtensor ist von der Wahl der Basen abhéingig, die Gramsche Determinante nicht.
Die Formel (I2.21) besagt, dass die Wurzel der Gramsche Determinante die Volumenverzerrung durch
die lineare Abbildung L angibt.

12.2.11. Satz. Sei (V,[w],{-,-)) ein orientierter Skalarproduktraum. Seien v1,...,v, € V. Dann gilt
(12.22) oy (v1,...,up)| = \/(m=volnP(U1,...,vn).
Ist (v1,...,Vvy) eine Basis von V, so gilt

wy =£(B)\/CWUI A--AU.
Beweis: Sei(b1,...,b,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis. Dann gilt nach Satz
(12.23) wy=bjA---Ab, und wy(vi,...,v,)=det (b;(vi)) =detA.

(Beachte: b;f(vi) sind die Koordinaten von v; bzgl. der Basis (b1,...,b,)). Nun ist A € M}, «, quadratisch,

also /det(ATA) = |detA|. Aus und folgt (I2:22). Falls (v1,...,v,) eine Basis bilden, gilt
oy =y 1,...,00)0] A Avy und oy (vy,...,0,) = eW1,...,0)GW1,...,v0) 2. [l

12.2.12. Definition. Sei (V,[w],{-,-)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n mit Volumen-
element wy. Seien v1,...,v,-1 € V. Die Abbildung V — R, w — wy(w,v1,...,v,-1) ist linear also exis-
tiert ein eindeutig bestimmter Vektor vy x --- xv,_1 € V, gennant das Kreuzprodukt der Vektoren
v1,...,Un-1, mit der Eigenschaft

wy(w,v1,...,0p-1) =(W,v1 X+ xUp_1), firalleweV.

Es gilt: v1,...,v,-1 sind linear abhingig, genau dann, wenn vy x --- x v,_1 = 0.
Ist B = (by,...,b,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis und v; = Y v;;b;, dann kann man formal

schreiben
b1 vi1 ... Up-11
(12.24) pyx-xvy_ g =det| 02 V12 Un-12
bn Uin ... Upn-1n

d.h. die Basisdarstellung von v; x --- x v,_1 bzgl. B erhélt man durch Entwicklung der Determinante
nach der ersten Spalte.
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12.2.13. Satz. Sei (V,[w],(:,-)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n und Volumenelement
wy. Seien v1,...,v,-1 €V linear unabhdingig. Dann gilt:

(1) vy x -+ X v,_1 ist orthogonal auf v;, fiirallei =1,...,n—-1,
(2) ||v1 X oeee X vn_1|| = \/G(vl,...,vn_l) =Voln_1P(v1,...,vn_1),
(3) (V1 X+ XVp-1,V1,...,Un—1) LSt eine positiv orientierte Basis von V,

(4) Fiir jede Permutation o von {1,...,n—1} gilt
Ug(1) X+ X Ug(n—1) = E(O)V1 X =+ X Vp1.

12.2.14. Definition. Sei (V,[w],{(-,-)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV =n und Volumen-
element wy. Sei W c V ein orientierter Unterraum von Kodimension 1. Der dufierer Einheitsnorma-
lenvektor ist der eindeutig bestimmter Vektor nw mit der Eigenschaften, dass

(1) (nw,v1,...,U,—1) ist eine positiv orientierte Basis in V fiir jede positiv orientierte Basis (v1,...,v,-1)
inW,

@) Inwl =1.

12.2.15. Satz. Seien W c V wie in Definition[12.2. 14lund sei B = (v1,...,v,—1) eine Basis in W. Dann gilt

(12.25) nw = e(B)—L X Vn-1
lvg x -+ xvp-1l

Ist ww das Volumenelement von W (versehen mit dem induzierten Skalarprodukt) so gilt
(12.26) OW =Ry 1OV .

12.2.16. Definition. Ein Isomorphismus 7 : (V,[w]) — (W,[n]) heillt orientierungserhaltend (bzw.
orientierungsumkehrend), falls T*n = Aw mit A > 0 (bzw. 1 <0). Wir setzen

1, falls T orientierungserhaltend ist,
e(T)=

—1, falls T orientierungsumkehrend ist.

12.3. Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten.

12.3.1. Definition. Sei M" c RYN eine Untermannigfaltigkeit. Sei p € Ng. Unter einer Differentialform
vom Grad p (kurz p-Form) auf M verstehen wir eine Abbildung w : M — Uyepr AP Ti M so, dass w(x) €
NP T M fur jedes x € M.

Beispiele:

(1) Wegen AO TiM =R ist eine 0-Form auf M einfach eine Funktion w: M — R.

(2) Ist f € C®(M), so ist df(x) € Ty M, also ist die Abbildung M 3 x — df(x) € Ty M eine 1-Form auf M,
genannt das Differential von f, bezeichnet mit df. Die Abbildungen R* — Uyepr TxR”, x — dux;(x) =
el =pr; sind 1-Formen auf R".

(3) Sei U cR” offen. Wegen T,,.U =R" fur alle x e U gilt Upeps AP TrU =2 U x AP(R™)*. Eine p-Form ist
eine Abbildung U — U x AP(R™)*, x — (x,w(x)), wobei w(x) € AP(R"™)*. Wir identifiezieren deshalb eine
p-Form auf U mit einer Abbildung w : U — AP (R™)*.

(4) Fur p > n ist AP T; M = {0}. Eine p-Form ist also fiir p > n die Abbildung x — 0e AP T; M.

12.3.2. Definition. Sind w,n zwei p-Formen auf M, dann ist w +17 die p-Form auf M mit (v + n)(x) :=
w(x) +n(x). Ist w eine p-Form und 71 eine ¢-Form auf M, dann ist w A7 die (p + ¢)-Form auf M mit
(w A)(x) = w(x) An(x) fur alle x € M. Das Dachprodukt von Formen auf M ist bilinear, assoziativ und
antikommutativ, d.h. o An = (-1)PInAw.

Fir M =R" und ein p-Tupel I =(iy,...,ip) aus {1,...,n} setze dxy =dx;, /\---/\dxip. Fir I = ¢ setzen
wir dxy = 1.
12.3.3. Satz. Sei U cR” offen. Jede p-Form auf U hat die Form
).

w= Z’ wrdx; mit wr(x)=owx)(e;,,...,e;
Il=p

p

12.3.4. Folgerung.
noof
df = Z 6—xz de .

i=1
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12.3.5. Definition. Sei U c R" offen. Eine p-Form w auf U heifit glatt (oder von der Klasse C*°), wenn
w als Abbildung w : U — AP(R™)* = RG) glatt ist, d.h. falls w; € C®(U) fiir alle streng aufsteigenden
Multiindizes I der Lange p. Sei QP (U) der Vektorraum der glatten p-Formen auf U. Wir definieren das
Differential (iuBeres Differential, Cartan-Ableitung) d : Q?(U) — QP*1(U) durch

aw[

dgz wrdsr)= Y dopndap = Y Z dix; Adax; .
Il=p lI1=p I|=pi=1 9%i
Beispiele:
(1) Sei w = Pdx +Qdy € Q1(U). Dann ist
~ _ (0P oP Q Q 0Q oP
dw—dP/\dx+dQ/\dy—(adx+$dy)/\dx+(adx+5dy)/\dy (a—a)dx/\dy.
(2) Allgemeiner gilt:

¢ ofj ofi
d(;fjdxj) = ;J (i - @)dxl Adx;.

(3) Sei X : U — R" ein Vektorfeld. Die Abbildung
ix :QP(U)— QPLU),
definiert durch
(ixw)(v1,...,vp-1) =X 0)(v1,...,vp-1) = 0(X,v1,...,Up-1)

heiflt inneres Produkt von «w mit dem Vektorfeld X. Dann ist

(X 5 wpn)(©1,...,0p-1) =(dx1 A--- Adxy )X, v1,..., V1)

n ) -
=det(X,v1,...,Up-1) = (Z(—I)J+1dex1 A Adxj /\---/\dxn)(vl,...,vn_l),
j=1

L : —_—
d(X sogn)= Y (-1Y"dX; ndxi A Adx; A Adixy
j:l
n —_—
=Y (- )”12 dxk/\dxl/\ Adxj A Aday,
Jj=1 =

> (-1Y dxj/\dxl/\ “Adxj A Ndxp
axj

Jj=1
(Z —J)dxl A ANdxy = (divX)wgn .

Xy

J=1

0X;
Die Funktion divX := Z axj heil}t die Divergenz des Vektorfeldes X.
j=1 J

12.3.6. Satz.

(a) Fiir f € Q°(U) ist df das iibliche Differential der Funktion f,

(b) d(w+n)=dw+dn fiir v,ne QPU),

(c) dlwnn)=dwAn+(-1PwAdn fir e QPU), ne€ Q4U) (Leibniz-Regel),
(d) d(dw) =0 fiir alle w € QP (U).

12.3.7. Definition. Eine p-Form w € QP(U) heifit geschlossen , falls dw = 0; sie heillt exakt, falls es
eine Form n € QP~Y(U) mit dn = w gibt. In diesem Falle heifit i ein Potential von w; fiir p = 1 heiBt 7
Stammfunktion von w.

Aussage[12.3.61(d) besagt, dass dw = 0 (w ist geschlossen) eine notwendige Bedingung dafiir darstellt,
dass w exakt ist. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend: Die Windungsform

_ —ydx+xdy

T2 Q' (R* . {0})

(12.27)
x

ist geschlossen, aber nicht exakt (siehe Ubungsblatt).

12.3.8. Definition. Eine Menge U c R" heilit sternformig, falls ein xg € U existiert so, dass fiir jedes
x € U die Verbindungsstrecke [xg,x] in U liegt.
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12.3.9. Satz (Poincaré-Lemma). Sei U c R” offen und sternformig. Sei p > 1, und sei w € QP(U) mit
dw = 0. Dann gibt es n € QP~1(U) mit dn = w.

12.3.10. Definition. Seien M, M2 Untermannigfaltigkeiten und F € C®°(M1,M2). Sei w eine p-Form
auf Ma. Wir definieren die p-Form F*w auf M; folgendermaBlen: dF(x) : TyM1 — Tr()M2 ist linear
und definiert eine Abbildung (dF(x))* : AP T;(x)Mg — NPT M;. Setze (F*w)(x) = (dF(x))* o(F(x)), d.h.

(F*w)(x)-(vl,...,vp)=w(F(x))(dF(x)-vl,...,dF(x)-vp).
Beispiele:
(i) Fiir p =0 ist w : Mg — R eine Funktion, und F*w =woF.

(ii) Seien U,V c R™ offen, F € C°(U,V) und p = n. Nach Satz[I2. 1.7 gilt (F*w)(x) = (detdF(x))- w(F(x)).
Fiir o(y) = g(y)dy1 A+~ Ady, gilt

(F*w)(x) = (detdF(x))-(go F)(x)dx1 A--- Adxy, .
(iii) Sei w € QO(V) = €®°(V). Dann gilt:
d(F*w)(x) =d(woF)(x) = dw(F(x))odF(x) = (F* (dw))(x),
also d(F*w) = F*(dw).
12.3.11. Satz. Seien U,V cR” offen, F € C°(U,V). Dann gilt:
(1) F*(w+0)=F*w+F*o' fiir alle w,0’ € QP (V),
(1) F*(wnn)=F*w AF*n fiir alle w e QP(V), n€ QI1(V),

(iii)) (GoF)*w=F*(G*w) fiir alle w € QP (W), G € C®(V,W),
(iv) d(F*w)=F*(dw) fiir alle w € QP(V),

™ F (Y jpordyD =3 1, 3 -, @ e F)®)
ofi, -+ fi p
o 2l gy (OF

0xjy ---xj,) axjﬂ)lga,ﬁgp'

ofi - Fi
(fi, f‘,,))de

O(le---xjp

Beispiele:
(i) Fiir die Windungsform (IZ.27) und die Polarkoordinatenabbildung P in R2 gilt P*w = d 9.
(ii) Sei die 2-Form w auf R®\ {0} gegeben durch

1

W—+22)3/2(xdy/\dz +ydz/\dx+zdx/\dy),

w(x,y,z) =

und sei P : Ry x(0,27) x (=5, %) 3 (r,¢,9) — (rcos@cosd,rsingcos 9, rsind) € R? die Kugelkoordinaten-
abbildung. Dann ist P*w = cos?d d¢ A dD.

12.3.12. Definition. Sei M" c RV eine Untermannigfaltigkeit. Eine p-Form w : M — Uyepr AP T:M
heiit glatt, falls fiir jede Parametrisierung v : D — M von M (mit D c R” offen) gilt: v*w € QP (D). Der
Vektorraum der glatten p-Formen auf M wird mit QP (M) bezeichnet.

12.3.13. Satz. Sei M™ c RN eine Untermannigfaltigkeit und w € QP (M). Dann existiert eine eindeutig
bestimmte (p + 1)-Form n € QP*1(M), so dass d(y*w) = v*n fiir alle Parametrisierungen vy : D — M von
M. Die Form 1 heifit das Differential von w und wird mit dw € QPT1(M) bezeichnet.

12.4. Orientierbare Untermannigfaltigkeiten. Sei M" c RV eine Untermannigfaltigkeit, (U, =
(x1,...,%)) eine Karte. Dann ist dx1 A... Adx, =d@p1A... Adp, € Q" (U) eine glatte n-Form auf U, und
(@x1 A A ) (53 (R),. 0, 32 (x)) = 1, also (dxy A ... Aday)(x) € A" T M {0} fiir alle x € U. Daher ist

dxi A... Ndx, fir jedes x € U eine Orientierung auf T, M. Weil dxi A ... Adx, glatt ist, hingen diese
Orientierungen gewissermaflen glatt von x € U ab.

12.4.1. Definition.

(a) Eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M" c RN heiBt orientierbar, falls eine nirgends ver-
schwindende n-Form w € Q"(M) existiert, d.h. mit w(x) e A" Ty M ~ {0} fiir alle x € M.

(b) Sei M orientierbar, und seien w,w’ € Q™(M) zwei Formen wie in (i). Wegen A" T; M =R und w(x),0'(x) €
A'T:M gibt es Ax) # 0 mit w(x) = Ax)w'(x). Wir sagen, dass w ~ o', falls A(x) > 0 fiir alle x € M (d.h.
wenn fiir jedes x € M die Formen w(x) und '(x) dieselbe Orientierung auf T M induzieren). Dies ist
eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse [w] heiit eine Orientierung auf M. Eine orientierte
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Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M,[w]) bestehend aus einer Untermannigfaltigkeit M und einer
Orientierung [w] auf M.

(c) Seien (M, [w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, (U, ) eine Karte von M, und sei A(x) = w(a‘%, ...

firxeU, dh. o =Adx1 A... Adxp. Sei e,(p) = sgnA(x) € {£1}. Ist x — £,(¢p) konstant und gleich 1 (bzw.
—1), so heiBit (U, @) positiv orientiert (bzw. negativ orientiert).

(d) Seien (M1,[w1]) und (Mg,[w2]) zwei orientierte Untermannigfaltigkeiten. Ein lokaler Diffeomor-
phismus f : M1 — My heif3t orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend), falls f*(wsg) =
Aw1, wobei A(x) >0 (bzw. A(x) <0) fur alle xe M.

Bemerkung:

(1) Ist M orientierbar und zusammenhéingend, so gibt es genau zwei Orientierungen auf M.

(2) Es gilt £,(¢p) = e(dp(x)), wobei dp(x) : (TxM,w,) — (R",wgn) (siehe Definition 12.2.76).

(3) Die Abbildung x — &,(¢) ist lokal konstant, weil A stetig ist. Ist x — £,(¢) konstant (z. B. wenn U
zusammenhingend ist) so heisst diese Konstante das Vorzeichen der Karte ¢, bezeichnet mit £(¢).

(4) Ist (U, ) positiv orientiert, so ist (6671(35), et %(x)) fiir x € U eine positiv orientierte Basis von T, M.
(5) Ist f : (M1,[w1]) — (M2,[w2]) ein lokaler Diffeomorphismus so kann man das Vorzeichen von f in ei-
nem Punkt als £,(f) := e(df (x)) definieren, dquivalent £,(f) := sgn A(x) wobei [ *(w2) = Aw1. Ist x — £,(f)
konstant (z. B. wenn M; zusammenhéngend ist) so heisst diese Konstante e(f) das Vorzeichen von f.
Offensichtlich ist e(f) =1 falls f orientierungserhaltend ist bzw. £(f) = —1 falls f orientierungsumkeh-
rend ist.

12.4.2. Beispiel.

(1) Fir M = R" ist wrn(x) =dx1(x) A... Adx,(x) die Standardorientierung auf jedem Tangentialraum
T, R" =R"™. Die n-Form wg: =dx1 A... Adx, induziert also eine Orientierung, genannt die Standardori-
entierung auf R".

(2) Existiert eine globale Karte (U, = (¢1,...,¢,) = (x1,...,%,)) mit M = U, so induziert o =d¢@1 A... A
deg, =dx1 A... ANdx, eine Orientierung auf M.

(3) Jede 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist orientierbar. Eigentlich ist jede 1-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit diffeomorph zu S, falls sie kompakt ist, oder zu (0, 1) falls sie nicht-kompakt ist.
(4) Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

(5) Ist ¢ : U — V ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen des R”, so gilt £,(¢) =

sgndetd,-1(p(x)) = sgndetJ,(x). Beispielsweise ist die Polarkoordinatenabbildung orientierungserhal-
tend, da detJp(r,9) =r >0 fur alle (r,9) e Ry xR.

Sind M1 c My zwei Untermannigfaltigkeiten, so bezeichnen wir durch ¢: M; — My die Inklusions-
abbildung, d.h. «(x) = x fiir alle x € M1. Ist @ € QP(My), so ist die zuriickgeholte Form 1*a € QP (M7) die
Einschréankung von a auf Tangentialvektoren an My, d.h. (" @)(x)(v1,...,vp) = a(x)(v1,...,vp) fir alle
x € M1 und alle vy,...,v, € T M1 < T M.

12.4.3. Satz. Sei M"™ c RN gegeben durch M" = {x € RN : f1(x) = ... = fx_n(x) = 0}, wobei 0 ein re-
gulirer Wert von f = (f1,...,fN-n) : RN — RN™" gei. Sei 1: M — RN die Inklusion. Dann ist w :=
t*(grad fy—p 2... 2 grad f1 Jwgn) eine nirgends verschwindende n-Form auf M. Insbesondere ist M orien-
tierbar.

Beweis: Laut Definiton gilt w(x) € A" T; M fiir alle x € M, und
w(x)(v1,...,Vp) = wpn(grad f1(x),grad fo(x),...,grad fn—p(x),v1,...,Up,)
=det(grad f1(x),grad fao(x),...,grad fn_,(x),v1,...,0,)

fur alle vy,...,v, € TyM. Da die Vektoren {grad f1(x),grad fa(x),...,grad fn—,(x)} linear unabhéngig und
orthogonal zu T, M sind, ist w(x)(v1,...,v,) # 0 fur jede Basis (v1,...,v,) von T, M. Aulerdem ist w glatt,
da grad f1,grad fo,...,grad fy—, und die Determinantenabbildung glatt sind. (I

12.4.4. Definition. Seien H"~! ¢ M" Untermannigfaltigkeiten (H heifit Hyperfliche in M). Ein Ein-
heitsnormalenfeld zu H bzgl. M ist eine glatte Abbildung n : H — RN, so dass fiir alle p € H gilt
n(p)eTyM, n(p) L T,H und |n(p)| =1.

12.4.5. Satz. Seien H" ! ¢ M™ Untermannigfaltigkeiten mit M" orientierbar. Dann ist H orientierbar
genau dann, wenn ein Einheitsnormalenfeld zu H bzgl. M existiert.
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12.4.6. Folgerung. Sei M orientierbar und D c M eine glatt berandete Teilmenge. Dann ist 0D orien-
tierbar. Ist n das dufere Einheitsnormalenfeld auf 0D und w € Q"(M) eine nirgends verschwindende
n-Form, so ist 1*(n sw) € Q" ~1(4D) eine nirgends verschwindende (n — 1)-Form auf dD.

12.4.7. Definition. Ist (M,[w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, D < M eine glatt berandete
Teilmenge und n : 0D — S¥~1 c RN das &uBere Einheitsnormalenfeld, so heiBt [1*(n _w)] die von [w]
induzierte Randorientierung von 06D.

12.4.8. Beispiele.

(1) Seien M =R"*, D =R”, [wgr] = [dx1 A ... Adx,] die Standardorientierung auf R”. Fir x € 0D =
R"*1 x {0} gilt nyp(x) = e,, und die Randorientierung ist [e, Jwgn]1=[(-1)""1dx1 A... Adxn_1].

(2) Sei D = {x e R" : f(x) < 0}, wobei grad f(x) # 0 in einer Umgebung U von 6D. Dann ist die Randori-
entierung induziert durch

n .10 —
gradea)Rn = Z(—l)J+1—f(x)dx1/\.../\dxjA...Adxn.
j=1 0x;

(8) Sei D c M glatt berandet. Ist v € T'(0D) ein dulerer Vektor, so definiert v wps die Randorientierung.

Sei nun (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine D-Karte mit konstanten Vorzeichen &(¢). Die Orientierung ist gege-
ben auf U durch e(¢)dxi A ... Adx, und % ein duflerer Vektor auf 4D NnU. Die Randorientierung ist
gegeben durch

% se(@)dxi A... Adxp) = (=1 Le(@)dxi A ... Adxp_1).

Esgit DNnU={xeU:x,<0},0DNnU={xeU :x, =0} und @:6DmU—>[R"—1, @ =(x1,...,%,-1) ist eine
Karte auf dD nU. Das Vorzeichen der Karte (6D NnU, ) ist

(@) = (-1)" Le(g).

Dabei betrachten wir DefinitionsgeméB die Standardorientierung auf R* 1. Daraus folgt, dass wenn wir
auf OR” die Randorientierung betrachten, ist das Vorzeichen des Diffeomorphismus ¢lsgpny : 0D NU —
OR™ auch &(¢).
(4) Sei (U,p =(x1,...2,-1)) eine Karte auf 0D mit zusammenhéngendem Kartengebiet U. Dann ist

0
0xpn-1

(x)) =sgndet (v, i(x),...,%n_l(x)),

0
(@) =¢ex(p) = sgna)(n(x), a(x), ey -

wobei v € T« (0D) ein beliebiger duBerer Vektor ist.

Wir fithren nun eine kanonische positive n-Form auf einer orientierten Untermannigfaltigkeit der
Dimension n ein.

12.4.9. Satz. Sei (M",[w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, vorgesehen mit der induzierten Rie-
mannschen Metrik g. Definiere die n-From wys durch

wpm(p):=dvy(p):=wr,M, PEM,

wobei wT,M das Volumenelement des orientierten Skalarproduktraumes (T,M,[w(p)],gp) ist Dann ist
wyr glatt und heifit die Volumenform der orientierten Untermannigfaltigkeit (M ,[w]). Die Volumenform
ist diejenige glatte n-Form auf M, welche auf jede posotiv orientierte Orthonormalbasis eines Tangenti-
alraumes T, M den Wert +1 annimmdt.

12.4.10. Satz (globale Darstellung der Volumenform). Sei (M,[w]) eine orientierte Untermannigfaltig-
keit, wyr die Volumenform, D c M glatt berandet, n das duflere Einheitsnormalenfeld, und sei 0D verse-
hen mit der Randorientierung. Dann ist wap = 1*(n Jwyy).

12.4.11. Satz (lokale Darstellung der Volumenform). Sei (M,[w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit
und (U, = (¢1,...,9n)) eine Karte von M mit zusammenhdingendem Kartengebiet U. Dann gilt

(12.28) wumly = (@) /GGE,....,35)dgi A ... Adoy

und

(12.29) @™ 0u =@ JGGE,...,52)op  dx1 A Adxy.
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Hierbei ist wys|ly die Einschrankung von wjs auf U, also eine Form auf U ¢ M und ((p‘l)*a)M ist ihr
Urbild durch die Parametrisierung ¢! : p(U) — U, also eine Form auf ¢(U) c R"*. Wenn wir wie iiblich
¢ =(p1,-..,9n) =(x1,...,%,) bezeichnen, so schreiben wir auch

(12.30) omly = e@)/GGL, .., 52-)dx1 A ... Ay |.

Beachte die starke formale Ahnlichkeit zwischen (IZ:30) und (I2.29). Deswegen unterscheiden wir oft
nicht zwischen wy/|yy und (¢ ~1)*wys, wenn wir iiber lokale Darstellung der Volumenform sprechen.

12.4.12. Beispiele.

(1) Im Falle der Dimension 1 heif3t die Volumenform Linienelement (oder Bogenelement) und wird in
der klassischen Vektoranalysis mit ds bezeichnet. Berechnen wir die lokale Darstellung der Volumen-
form einer 1-dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeit C. Seiy : I — C eine positiv orientierte
Parametrisierung und %Iy(t) =7'(t) € Ty(»C. Dann ist g11(y(£)) = <6t’ m) = |y(®)||%. Daraus folgt

(12.31) dsc = wc(y®) = Iy @)l dt.
Betrachten wir C = S! c R? versehen mit der Randorientierung S = D wobei D = B1(0). Die Karte

(ST~ A{elP0+mM} i s 9 € (o — 7,0 + 7)) ist positiv orientiert, da n(x,y) = (;)/II( )= ( ) und a =(7)

X
also

0 x -y
det(n,%)l(x,y)—det(y x)—1>0

auf S1. Also ist

dsgr =g =\/G(Z, £)d0=\/IZ1d0=d0 auf S'~ (¥},
Eine andere Moglichkeit, diese lokale Darstellung zu berechnen, ist es, zunichst die Volumenform

von S! nach der Formel

wg1 =" ((x,y) adx Ady) =" (—ydx +xdy)
zu bestimmen. Fiir die zur obigen Karte gehorige Parametrisierung

v (po— 7,90 + 1) 39— (cosd,sind) € S*
gilt:

(W wg1)(0) =y (—ydx +xdy)(9) = —sindd(cos )+ cos I d(sin J)
= —sind(-sin9)d 9 + cos® 9d 9 = d9.

(2) Im Falle der Dimension 2 heifit die Volumenform Fldchenelement und wird in der klassischen
Vektoranalysis mit dA oder dF bezeichnet.

Wir berechnen die Volumenform einer 2-dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeit M?
RY: Sei 9 : V < R2 — R? eine positiv orientierte Parametrisierung. Klassische Notationen in diesem
Zusammenhang sind:

oy 0 oy 0 oy 0
B=n =5 gy ) P =82 = (G g ) O == 8m = (50500,
Dann gilt:
E G
P R A B R
Daraus folgt
dAy =y H—X—HdulAduz—\/ﬂdulAduz aufU.

au1 6u2
Seien D = B1(0) c R3 und M = 0D = S?, versehen mit der Randorientierung. Dann gilt

n(x,y,z) = ®y,2) =(x,5,2),
(e, 5,2

und die Volumenform von S2 ist
dAge =wge =1"((x,y,2) sdx Ady Adz) =" (xdy Adz + ydz Adx+zdx Ady).
Betrachten wir die Parametrisierung durch sphérische Koordinaten (siehe (I1.7), (I1.10))
v :(0,27) x (— g, g) — S2, w(p,9) = (cos@cosd,singpcosd,sind).
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Berechnen wir nach (12.24) das Kreuzprodukt

e1 —sing@cos?d —cos@cosd cos¢pcos?
oy oy L )
— x—=det|ea cosgpcos? —sin@sind|=cosd|singcos?d|=cosd-n
0p 09 .

e3 0 cos?d sind

Nach der Definition des Kreuzprodukts ist (cos?-n, g—:’;, g—g) positiv orientiert. Weil cosd > 0, ist auch

(n, g%’ g—'f()/) positiv orientiert. Die Parametrisierung v ist also orientierungserhaltend. Wegen || g—z x g—ig I =
cos? gilt

dAgs =cosddpAnd?d aufImy.

So ist die zugehorige lokale Darstellung der Volumenform:

(v*wg2)(p,9)=cosddp AdI.

12.5. Divergenz, Rotation, Laplace-Operator. Wir interpretieren zunichst den Gradienten mit
Hilfe von Differentialformen. Sei (V,{-,-)) ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Wir wissen
aus der Linearen Algebra, dass V 3 v — w’ := (v,-) € V* ein Isomorphismus ist; w’ heit die duale Form
zZu v.

Sei nun M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY. Ein Vektorfeld X € X(M) auf M de-
finiert eine 1-Form w* € QL(X) durch w¥(x) = w*®, wenn wir diesen Isomorphismus 7.M — T: M
betrachten. Wir sehen leicht, dass w* eine glatte Form ist (wie im Satz[11.6.6). Nach Definition [11.6.5]
ist das folgende Diagramm kommutativ:

ey -2 o
l Id lXHwX
QM) Ql(m)

Es gilt also w82/ = df fiir alle f € C°(M).

12.5.1. Definition. Ein Vektorfeld X € X(M) heiflt ein Gradientenfeld (oder Potentialfeld ), wenn
es [ € C®°(M) mit X = grad f gibt; in diesem Fall heifit f ein Potential zu X. In der Physik betrachtet
man oft ein Kraftfeld in einer offenen Teilmenge des R? (z.B. ein elektrisches Kraftfeld oder ein Gravi-
tationsfeld). Wir werden Kraftfelder als Vektorfelder X auffassen. Ein Kraftfeld X heif3t konservativ,
wenn es ein Potential besitzt (man schreibt dann X = —gradf).

Das elektrostatische Feld E ist ein konservatives Feld, es kann iiber den Gradienten eines Potentials
® ausgedriickt werden, mit E = —grad ®.

X ecine exakte 1-Form ist.

12.5.2. Satz. (i) X ist ein Gradientenfeld genau dann, wenn w
(ii) Ist X ein Gradientenfeld, so ist notwendig wX geschlossen. Die Bedingung dw™ = 0 heif3t Integra-
bilititsbedingung fiir X bzw. fiir wx.
(iii) Ist M eine offene sternformige Teilmenge von RY, so ist die Integrabilititsbedingung fiir X € X(M)

auch hinreichend dafiir, dass X ein Gradientenfeld ist.

Beweis: Zu (i): X = gradf < oX = 0%/ — X =df.

Zu (ii): X = gradf < 0X =df = doX =d(df)=0.

Zu (iii): Weil M offen und sternférmig ist, ist laut dem Poincaré-Lemma w¥ ist genau dann exakt, wenn
X geschlossen ist. O

12.5.3. Bemerkung. (i) Ist U c RY eine offene Teilmenge und X = Z;VZIXJ%, so ist w¥X = Z;V:ldexj,
und die Integrabilitatsbedingung lautet % = % fur alle i,j € {1,...,N}.
J i
(ii) Die Bedingung dw* = 0 heiBt Integrabilitidtsbedingung, weil man eine Losung der Gleichung

df = 0¥ (d.h. ein Potential f fiir X, oder eine Stammfunktion fiir wX) durch Integration der 1-Form wX
lings Kurven in U erhilt (siehe Satz[12.6.4).

Wir betrachten nun zwei weitere Isomorphismen fiir eine n-dimensionale orientierte Untermannig-
faltigkeit M mit Volumenform wj;:

X(M)— Q" M), X—X_ oy
CPM)— Q" M), [~ fou
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12.5.4. Definition. Sei M" eine orientierte Untermannigfaltigkeit und X ein Vektorfeld auf M. Die
Divergenz des Vektorfeldes ist die durch d(X Jwys) = div(X)wps definierte Funktion div(X) € C*°(M).

Laut Definition ist das folgende Diagramm kommutativ:
X — e
Xb—*X_Ile lfowM
QL) —— Q"

12.5.5. Satz. Sei (U,p = (x1,...,x,)) eine positiv orientierte Karte auf M, und sei X = Z;.‘:lXj%j die
lokale Darstellung von X bzgl. (U, ). Sei g = det(g;;). Dann gilt

div(X) = Ly i(\/§Xj).
V8 j510x;
Beispiel: M =R", X = (X4,...,X,) :R* — R". Unter Benutzung der Karte (U, ¢) = (R*,1d) sieht man:
divX =) %. Mit der Physiker-Notation V = (%,... s %) man kann schreiben div=V-X =) % als

formales Skalarprodukt.

12.5.6. Definition. Sei M" eine orientierte Untermannigfaltigkeit, f € C*°(M). Der Laplace-Operator
A: C®(M) — C®°(M) ist definiert durch Af = div(grad f).

12.5.7. Satz. Sei (U,p =(x1,...,x,)) eine positiv orientierte Karte und f € C*°(M). Dann gilt

L 0 (0 i y
M=% —— Ve —-8"], bei (g) = (g;:) L.
! V8 i1 axj(‘@axi g ) wobei (g") = (g;)
Beispiel: M = R", f € C*(R"). Unter Benutzung der Karte (U,¢) = (R",Id) sieht man: Af =37, (;27};
J
also A=3}"_, % - Mit der Physiker-Notation kann man schreiben A = V-V als formales Skalarprodukt.

Der Laplace-JOperator wurde von Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) eingefiihrt. Die Glei-
chung Au = 0 heiit Laplace-Gleichung, ihre Losungen harmonische Funktionen. Die Gleichung Au = f
heillt Poisson-Gleichung. Der Poisson-Gleichung geniigen das elektrostatische Potential und das Gra-
vitationspotential. Dabei ist f proportional zur elektrischen Ladungsdichte beziehungsweise zur Mas-
sendichte.

Sei E = —grad ® das elektrostatische Feld. Daraus folgt divE = —divgrad ® = A®. Nach der ersten
Maxwellgleichung gilt auch divE = , wobei p die Ladungsdichte und ¢ die Permittivitét sind. Damit
folgt die Poisson-Gleichung des elektrischen Feldes AD = —%.

Der Laplace-Operator ist Bestandteil anderer wichtiger Differentialgleichungen der mathematischen
Physik. Wir betrachten jetzt Funktionen von n+1 Variablen (¢,x1,...,x,) = (¢,x). Die Schreibweise riihrt
davon her, dass in den Anwendungen ¢ meist als Zeit interpretiert wird, wiahrend die x1,...,x, rdumli-
che Variable darstellen. Sei u € C2(R, x R"), u = u(t,x1,...,%x,). Die Wellengleichung bzw. die Wéirmelei-
tungsgleichung sind die lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
62_u -Au=0, b G_u Au =
FY u=0, ZW. o u=0.

12.5.8. Definition. und die Sei M3 eine orientierte Untermannigfaltigkeit der Dimension 3. Sei X €
X(M) und wX die duale 1-Form (X (x)-u = (X(x),u) fiir alle u € T,(M)). Dann ist dw* (x) € A2T; M.
Wegen des Isomorphismus T, M = A2 TiM, v— v_wy(x) gibt es ein Vektorfeld, bezeichnet mit rot(X),
so0 dass rot(X) swys = dwX . Ein Vektorfeld X heiBt rotationsfrei, falls rot(X) = 0 (d.h. dwX =0). Ist X
ein Kraftfeld, so sagen wir, das Kraftfeld mit rot(X) = 0 sei wirbelfrei.

Laut Definition ist das folgende Diagramm kommutativ:
X(M3) — % (M)
X,_,le lX»—»X_an3

QY (M3 Q2(M3)

Die Rotation ist nur fiir Vektorfelder auf 3-dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeiten defi-
niert!
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Beispiel: Sei M cR3, (U,¢) = (R3,1d), X = Xlﬁ +Xo % +X3% =(X1,X2,X3) € C°(R3 R3). Dann ist

a)Xzdex1+X2dx2+X3dx3,

0Xs 0X1 0Xs 0Xo 0Xs 0X3
dox = (=2 - =—2)dx1 Adaxg + [ — — =2 |dxg Adaxz + [ —— — = |dx1 Adxs,
wX (Oxl 6362) xl x2 (ax2 ax3) x2 x3 (axl ax3) xl x3

UJ(d?Cl /\dx2 /\dx3) = vldxg Adx3 —vgdxl Adx3 +v3dx1 Adxg.

Daraus folgt
0X3 0Xo 0X; 0X3 0Xo 0X1
axg 6x3 ’ 6x3 ax1 ’ ax1 axg
12.5.9. Satz. Sei U eine offene Teilmenge des R3. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

grad div

ey 25, xw) 22 x@) Co(U)
lld lX»—»wX lX»—»X_IwD@ lf»—»fwwg
C®U) ol Q%) Q3(U)

Daraus kann man viele Eigenschaften von rot und div ablesen; wir haben d od = 0, und falls U
sternformig ist, so ist die Sequenz in der unteren Zeile des Diagramms exakt. Z.B.

X =gradf < X =df
Y =rotX < do* =Y wgs

f=divX < d(Xlogs) = fops.

Ein Vektorfeld X heifit Gradientenfeld (Potentialfeld), wenn es f € C°(U) existiert, mit X = grad f;
f heifit Potential (in der Physik schreibt man X = —grad f).

12.5.10. Folgerung. Sei U eine offene Teilmenge des R>.

(i) Ist X € X(U) ein Gradientenfeld, so ist X rotationsfrei.

(ii) Falls U sternformig ist, so gilt: X € X(U) ist ein Gradientenfeld genau dann, wenn X rotationsfrei
ist.

In physikalischer Sprache gilt fiir ein Kraftfeld X € X(U):
(1) Ist X konservativ, so ist X wirbelfrei.
(i1) Falls U sternformig ist, so gilt: X ist konservativ genau dann, wenn X wirbelfrei ist.

12.6. Kurvenintegrale von 1-Formen. Bogenlinge.

12.6.1. Definition. Eine stetige Abbildung v :[a,b] — R" heifit (parametrisierte) Kurve. Die Kurve y
heiBt geschlossen, falls y(b) = y(a). Ist y glatt und y'(x) # 0 fiir alle x € [a,b], so heiBt y regulidre Kurve
(d.h. y ist eine Immersion). Eine Kurve y : [a,b] — R" heif3t stiickweise glatt, wenn eine Zerlegung
a<tyg<t;<...<tp=> existiert, so dass Ylie; 1,1 fiir jedes j=1,...,k glatt ist.

Sei X ein Kraftfeld in R% und y : [a,b] — R? eine stiickweise glatte glatte Kurve. Wir definieren
die von X geleistete Arbeit, die verrichtet wird, um das Teilchen ldngs y von y(a) nach y(b) zu ver-
schieben. Zunichst approximieren wir y mit einen Streckenzug [po,p1,...,pr], wobei p; = y(t;) und
a =ty <ty <..<t=> eine Zerlegung von [a,b] ist. Das Skalarprodukt (X(y(¢;)),y(t;)—y(t;-1)) ist
die Arbeit der (konstanten) Kraft X (y(¢;)) bei der geradlinigen Verschiebung des Teilchens von y(¢;_1)
nach y(¢;) (,Arbeit = Kraft x Weg*, oder genauer: Arbeit = Kraft x Verschiebung in Richtung der Kraft).
Die Arbeit entlang [po,...,pr] erkliren wir als z§:1<X(p WPj—Dj-1) = z§:1<X(y(tj)),y(t,»)—y(tj_l».
Wenn die Norm der Zerlegung gegen Null strebt, konvergiert der Streckenzug in der Supremumsnorm
gegen y. Dann approximieren die Vektoren y(¢;) — y(¢;—1) die Vektoren y'(¢;)(¢; — t;-1), und die Sum-
men Y (X(p;),p;— pj-1) approximieren Y (X(y(¢;)),y'(¢;)(t; —t;-1)), welches Riemannsche Summen der
Funktion ¢ — (X (y(¢)),y'()) sind. Die Arbeit wird dann als ff (X (y@®),y'(t))dt definiert. Durch die glei-
che Formel definieren wir allgemeiner die Zirkulation eines Vektorfeldes in R” entlang einer Kurve
Y.

Es ist vorteilhaft, mit Formen und nicht mit Vektorfeldern zu arbeiten. Dabei benutzt man die Kor-
respondenz X(R") = QNR"), X =Y X; aixi — X =Y X;dx;.
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12.6.2. Definition. Seien a <b in Rund a € Q'([a,b]), a = f d¢t. Setze:

faba:: fabf(t)dt,

wobei die rechte Seite das Regelintegral der Funktion f ist.
Sei v:[a,b] — R glatt, w € QY (R?). Das Integral von  lings v ist erklirt als

b b b n
fw:j’ww=j)Mﬂnm«m= Y 0y OO dt.
Y a a a =1

Ist y: [a,b] — R stiickweise glatt wie in Definition [Z.6.1] dann definieren wir
k tj
f wi=) Y w.
Y j=1Ytj-1
Die Definition ist von der Wahl der Zerlegung unabhéngig.

Fir das Kurvenintegral gelten folgende Rechenregeln:

(1) Ist y :[a,b] — R” stiickweise glatt, und sind w1,w9 € QIR"Y), a1, a1 €R, so gilt

f(a1w1+a2w2)=alfw1+a2fw2.
Y Y Y

(2) Sei y:[a,b] — R" stiickweise glatt und c € (a,b). Dann gilt

[wzf w+f w
Y Ylla,cl ylle,b]

(3) Sei w € Ql([a,b]), w = f(s)ds und sei ¢ : [, 1 — [a,b] ein Diffeomorphismus. Dann gilt:

b B b B
ff(s)ds=f (fop)®) @' ()dt, aISOf w=E(<P)f ¢ o,

wobei (@) =sgn¢’.
Ist y :[a,b] — U stiickweise glatt und w € Q1(U), so gilt

f w:e((p)fa).
Yoo Y

Die Kurve y o ¢ heifit eine Umparametrisierung von vy.
Insbesondere sei ¥y~ :[a,b] — R, y™(¢) = y(b + a —t) die umorientierte Kurve. Dann gilt

[l

12.6.3. Satz. Sei U c R" offen, w € QYWU) eine exakte 1-Form und f eine Stammfunktion zu w. Sei
Y :la,b] — U glatte Kurve. Dann gilt

fw=fww»—ﬂﬂmx
Y

Ist y geschlossen, so gilt fyw = 0. Sind y1, Y2 zwei Kurven mit gleichen Anfangspunkten und gleichen
Endpunkten (d.h. y1(a) =y2(a), y1(b) = y2(b)), so gilt [, v = [, .

Wenn die letzte Eigenschaft zutrifft, sagen wir, dass das Kurvenintegral von w in U wegunabhdingig
ist. Ist das der Fall, so setzen wir ;i)a) = fyw fiir eine beliebige Kurve y : [a,b] — U mit y(a) = xo,
y(b) =x.

12.6.4. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale). Seien U c R" offen und zusammenhdngend, und sei
w € QY (U) eine 1-Form. Dann sind dquivalent:

(1) w ist exakt.
(i) fyw =0 fiir jede geschlossene stiickweise glatte Kurve in U.
(iii) Das Kurvenintegral von w in U ist wegunabhdngig.

Ist das der Fall, dann ist eine Stammfunktion von w durch f(x) = [ ;i) w gegeben, wobei xy € U fest gewdhlt
ist.
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Beispiel: Sei U := B2\ {0}, und sei y:[0,27] — U die geschlossene Kurve mit y(9) = (cos9,sin ). Sei

oo 2ETY o1, s gilt:
x2+y2

2n 2n
fwz YYo= dt =2m.
b 0 0

Also ist w nicht exakt, obwohl w geschlossen ist. Man kann aber auf jeder sternformigen Teilmenge von
R2 < {0} eine Stammfunktion zu w finden. Beispielsweise ist auf U = R2 . {(x, y) :x > 0} die Funktion
f =arg(x,y) eine Stammfunktion zu w.

12.6.5. Definition. Sei C eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. Sei y : (a,b) — C eine
Parametrisierung so, dass C \ y((a,b)) endlich ist. Wir setzen

b
1C) = f Iy ()l dt € RU{oo}.
1(C) heiit die Lénge von C.

12.6.6. Bemerkung. Laut Beispiel [12.4.2]ist C orientierbar. Wahle eine Orientierung und sei ds das
entsprechende Linienelement auf C (siehe (I2.31)). Dann gilt fiir eine positiv orientierte Parametrisie-

rung v: ,
l(C)=f y*wczfcwczfcds.
a

Dies zeigt, dass [(C) von der Parametrisierung y nicht abhangt.
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13. MASS—UND INTEGRATIONSTHEORIE

Wir haben bisher das Regelintegral fiir reell- (oder komplex-)wertige Funktionenauf einem Intervall
kennen gelernt (Kapitel 6). Das Regelintegral diente unter anderem zur Flidchenberechnung. Méchte
man auch Volumina berechnen, so scheint eine Erweiterung der Integration auf Funktionen von meh-
reren Variablen wiinschenswert. Dariberhinaus, mochte man in der Stokastik Funktionen definiert
auf allgemeine Rdume (nicht unbedingt Teilmengen von R"), dir sog. Zufallsvariablen, integrieren. Wir
miissen daher das Integralbegriff verallgemeinern. Gleichzeitig werden wir ein allgemeiner Integralbe-
griff sogar auf einem Intervall in R einfithren.

Es gibt verschiedene Integralbegriffe: das Regelintegral, das Riemann-Integral, das Lebesgue-Integral.
Fiir Treppenfunktionen, fir stetige und monotone Funktionen, liefern diese Integrale denselben Wert.
Sie unterscheiden sich aber hinsichtlich der jeweiligen Menge der “integrierbaren”Funktionen; diese
Menge vergroflert sich bei den obigen drei Integralbegriffen in der angegebenenReihenfolge.

Es geht nicht nur darum, dass das Lebesgue-Integral algemeiner ist. Sie ist auch praktischer und
leichter anzuwenden. In vielen Anwendungen der Analysis méchte man Grenzwertprozessein Funktio-
nenrdumen, zum Beispiel im Raum der integrierbaren Funktionen, durchfithren. Ziel ist, dass unter
moglichst allgemeinen Voraussetzungen gilt:

(13.1) lim ffnzfr}ggofn.

n—oo

Arbeiten wir mit dem Riemann-Integral, so gilt (I3.1I) wenn f, — f gleichm#Big konvergiert. Das ist
eine sehr starke Voraussetzung. Hingegen liefern die Konvergenzsitze der Lebesgue-Theorie die Glei-
chung (I3.1) unter sehr milden Voraussetzungen (monotone oder dominierte Konvergenz). Deshalb hat
die Lebesgue-Theorie die moderne Analysis, Funktionalanalysis (darunter die Quantenmechanik) und
Wahrscheinlichkeitstheorie iiberhapt erst ermoglicht.

Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Das Regelintegral von f kénnen wir mittels Approximation
mit Riemannschen-Summen berechnen (siehe § [6.8), die man durch Zerlegung des Definitionsberech
[a,b] erhilt. Sei Z ={a =x¢9 <x1 <...<x,-1<x, = b} eine Zerlegung von [a,b]. Seien &}, € [x;,_1,x] fur
k=1,...,n Stiitzpunkte. Wir definieren die Funktion ¢ = ¢z =37 _; f(§x)1[x,_; x;), Wobei 1 4 die charak-
teristische Funktion der Menge A ist: T4(x) =1 falls x € A und 1 4(x) =0 falls x ¢ A. Wir definieren das
Integral von 1, | ,) durch ff Iy, ;2 dx = xp —xp—1 (die Lénge von [x_1,x)) und durch Linearitét
setzen wir f: @dx = f: Yr  FC ey x) = f: Yp_1 F&r)(xg — x2-1) (Riemannsche Summen).

Die charakteristische Funktion 1g ist auf [0,1] nicht Riemann-integrierbar. Das liegt daran, dass
man bei noch so feiner Unterteilung des Intervalls [0, 1] keinen Zwischenpunkt ¢;, aus irgendeinem In-
tervall [xz,x%.1] als Argument fiir eine Ndherung der Funktionswerte im gesamten Teilintervall neh-
men kann. Eigentlich ist also der Riemannsche Integralbegriff auf stetige Funktionen zugeschnitten:
ein Kriterium von Lebesgue besagt, dass f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn f beschriankt
und die Menge der Unsetigkeitsstellen von f eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Henri Lebesgue schlug ein Integrationsverfahren vor, bei dem von einer Unterteilung des Intervalls
[m,M] ausgegangen wird, in dem alle Funktionswerte liegen. Sei Z ={m =y <y1 <...<Yyn-1 <y, =M}
eine Zerlegung. Wir betrachten nun die Funktion 9 =37, yx14-1f,, , 1. Wir méchten nun das Integral
von Le-1p,, o) definieren als fab ]lf_l[yk_l,yk)dx = A Uyp_1,y2)), wobei A(f ys_1,yz)) die ,Lénge“
(das ,MaB“) der Menge A(f “'[ys_1,y%)) bedeutet. Dann setzen wir fab pdx = fab Yo Gy, | 0y =
1P X7 YRAf T yr-1,y%)) (Lebesgue-Summen).

Lebesgue beschreibt sein Verfahren so: ,Imaginez que je doive payer une certaine somme; je peux
sortir les piéces de mon porte-monnaie comme elles viennent pour arriver a la somme indiquée, ou
sortir toutes les piéces et les choisir selon leur valeur. La premiere méthode est 'intégrale de Riemann,
la deuxiéme correspond a mon intégrale.“

Man kann zeigen, dass jede beschriankte Funktion, fiir die die "MaBe” A(f 1[y,_1,y2)) erklirt sind,
in dem Sinne integrierbar sind, dass die Lebesgue-Summen bei immer feiner werdender Untertei-
lung von [m,M] gegen einen gemeinsamen Wert, das Lebesgue-Integral von f, konvergieren. Da jede
Riemann-integrierbare Funktion auch in diesem Sinne integrierbar ist, ist dann der Integralbegriff
auf eine weitaus groBere Funktionenklasse verallgemeinert worden. Z.B. ist 1 ist auf [0, 1] Lebesgue-
integrierbar mit Lebesgue-Integral Null.
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Wir miissen nun die ,Lange* fiir £~ ([yz_1,yz)) definieren. Diese Menge ist i.A. kein Intervall aber
F k-1, = £ -1 U F (yr-1,72)). Weil f stetig ist, ist £ (y-1,y%)) offen und £~ (y;_1) ab-
geschlossen. Fiir eine offene Menge D < R kénnen wir die Linge so definieren: D ist eine hochstens
abzdhlbare disjunkte Vereinigung von Intervalle (I);, und wir setzen A(D) := Y ;, A(I}). Die Lénge ei-
ner abgeschlossenen Menge F' definieren wir dhnlich: F = N F};, wobei F}, endliche Vereinigungen von
Intervallen sind und Fj, > Fj, 1. Wir setzen A(F) := im A(F,).

Wenn aber f nicht stetig ist, kann die Menge f " ([ys_1,vx)) komplizierter sein. Deshalb werden wir
als erstes eine grof3e Klasse von Teilmengen in R studieren, die durch sukzessive abzidhlbare Vereini-
gungen und Komplemente aus der Menge der Intervalle erhalten werden kann. Diese Mengen heiflen
Borelmengen. Fiir die Integration brauchen wir noch kompliziertere Mengen, die Lebesgue-messbaren
Mengen. Alle diese Mengen bilden so genannte o-Algebren von meflbaren Mengen, die wir nun einfiih-
ren. Danach werden wir einen entsprechen Begriff von Ma# fiir diese Mengen definieren. Wir werden
schlieBlich das Integral fiir mefibaren Funktionen definieren. Fiir eine Funktion f :R — R bedeutet das
die die Eigenschaft, dass f2([yz_1,yz)) Lebesgue-messbar ist. Allerdings werden wir das Integral nicht
mit Hilfe der Lebesgue-Summen einfithren, sondern im Wesentlichen mit Hilfe der monotonen Folgen
von einfachen Funktionen.

Henri Léon Lebesgue wurde am 28.6.1875 in Beauvais (Frankreich) geboren. Nach dem Studium an
der Ecole Normale Supérieure von 1894 bis 1897 unterrichtete er 1899-1902 als Gymnasiallehrer in
Nancy. Dort gelang ihm auch die Entdeckung des nach ihm benannten Integrals (Sur une généralisation
de lintégrale définie, Comptes Rendus 1901). Er promovierte dariiber 1902 (Intégrale, Longueur, Aire,
Annali di Matematica) 1919 wurde er zum Professor an der Sorbonne ernannt und schliefflich 1921
Professor am Collége de France, wo er bis zum Ende seines Lebens lehrte.

13.1. o-Algebren und MaBe. Sei X eine nicht-leere Menge, P(X) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge
aller Teilmengen von X. Eine Teilmenge von P(X) (eine Menge deren Elemente Teilmenge von X sind)
wird Mengensystem genannt. Fiir A,B € P(X) bezeichnen wir (A := {x € X : x ¢ A} das Komplement von
A und A\ B := AnCB. Die Gesetze von de Morgan lauten:

CcAnB)=CAuCB, CAuB)=CANCB

Allgemeiner gilt fiir eine Familie (A;);c; von Teilmengen von X
C4;=UJCA;, ClUA:=(CA;

el el iel iel

Wir sagen, dass eine Teilmenge A die disjunkte Vereinigung der Familie (A;);cs ist, geschrieben
A=]]A;,
iel
falls A =U;er A; und A; NA; = ¢ fiir i # j. Wir sagen auch, dass (A;);e; eine Zerlegung von A ist.
Sei f: X — Y eine Abbildung. Wir definieren das Bild von A c X als
fA):={yeY:IxeA:y=[f(x)}

und das Urbild von BcY als
FIB):={xeX:IyeB:y=Ff&).
Das Urbild ist vertraglich mit der mengentheoretischen Operationen:
FHNA)=NF1A), I (UA)=Ur A, rCe=Cr'®d.
el iel iel iel

Das Bild ist i.A. nur mit der Vereinigung vertrzglich:

F(UA)=Ur@n, f(NA)<fA)
iel iel iel iel
und die letzte Inklusion kann echt sein (Beispiel?).

13.1.1. Definition. Ein nichtleeres Mengensystem A c P(X) heilit Algebra falls
(a) XeA,
b) AcA=>CA=X~AcA,
(¢) Aq,...,ApeA=>A1U...UA, € A.
Ein nichtleeres Mengensystem A c P(X) heifit 0-Algebra falls A eine Algebra ist und zusitzlich gilt:

(¢) (Ap)nen Folge in A= UA, € A.
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Ein Paar (X, A) von einer nicht-leeren Menge X und einer c—Algebra A c P(X) heilit messbarer Raum.
Eine Teilmenge A € A heillit A-messbare Menge.

Das ,,0“ in der Bezeichnung o-Algebra ist eine Abkiirzung fiir ,abzidhlbar“ und soll auf das Axiom (c)’
hinweisen, genauer darauf, dass die abzéhlbare Vereinigung von messbaren Mengen wieder messbar
ist.

Eigenschaften der Algebren: Sei A c P(X) eine Algebra. Dann gilt

1)@, XeA,

(i) A, BEA=>AUB,AnB,A~Be€eA,

(i) A1,..., A, e A>A1Nn...NnA,, € A.

Ist A eine o—Algebra so gilt zusédtzlich:

>ii1)’ (Ap), Folge in A = NyenAn €A

Beispiele von Algebren:
(1) Betrachten wir die Menge Q; aller Intervallen in R. Dabei lassen wir leere, beschrinkte, unbe-
schrinkte, offene, abgeschlossene, halboffene Intervalle zu. Dann ist

Ry:= {Uz:llk I, €Q1,neN}
eine Algebra, die Algebra der endlichen Vereinigungen von Intervalle.

13.1.2. Aufgabe. Zeigen Sie:
(i) Ry ist eine Algebra.
(ii) Jedes A € R1 besitzt eine Darstellung als disjunkte endliche Vereinigung von Intervalle.

(2) Eine menge @ < R" heillit Quader falls Q =11 x Iy x ... x I, wobei I, € Q1, 1 <k < n, Intervalle in R
sind. Wir vereinbaren dabei, dass @ x A = A x @ = @. Ein Quader heif3it entartet, falls einer der Intervalle
Einpunktig oder leer ist. Die Menge aller Quader wird mit Q,, bezeichnet. Das Mengensystem

Rn:={U_1Q;:Q;€Qy kN

eine Algebra, die Algebra der endlichen Vereinigungen von Quader. Eine Menge R € R, heifit Figur.
Es gilt:

(i) R, ist eine Algebra.

(ii) Jedes R € R,, besitzt eine Darstellung als disjunkte endliche Vereinigung von Quader.

Beispiele von o-Algebren:

1) {X, 8}, P(X) sind o—Algebren,

(2) (A;)ier familie von o—Algebren = A = N;jc;A; o—Algebra.

(8) Ist Y ¢ X und A c P(X) eine o—Algebra, so ist Ay :={AnY : A € A} c P(Y) eine o—-Algebra, genannt
die Spur von Ain Y.

13.1.3. Satz. Sei & c P(X) ein beliebiges nichtleeres Mengensystem. Dann ist
Ag(&)=n{A: Ao-Algebra & c A}

eine g-Algebra, die man die von & erzeugte o-Algebra nennt. Sie ist die kleinste g-Algebra die &
enthdlt, d.h. &€ c A und ist B eine g-Algebra mit & < B, dann ist a(E) < B.

Diese Definition ist sehr einfach aber nicht konstruktiv; o(€) enthilt viele Elemente und es ist
schwer alle diese Elemente darzustellen oder durch eine konkrete Eigenschaft zu definieren. In der
Praxis hat man zwei Typen von Aufgaben, die man mit Hilfe dieser Definition so 16sst:

e 7u zeigen, dass eine gegebene Teilmenge A < X zu o(€) gehort. Wir zeigen dann, dass A = U,enAg,
mit A, € A oder A = Upen(NjenAyjy) mit A,; € A oder A = Upen(Njen(UgenAyjz)) mit A, € A usw.
Normalerweise sind solchen Aufgaben leicht.

e Zu zeigen, dass alle A € g(€) eine gegebene Eigenschaft (E) haben. Dann zeigt man:

(i) Alle A € € haben die Eigenschaft (E),
(i) A € P(X)hat (E), dann CA hat (E),
(iii) A1,...,A,,... haben (E), dann U,cnA, hat (E).

Es folgt, dass A := {A c X : A hat die Eigenschaft (E)} eine c—Algebra ist und £ c A, also A c a(E).
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13.1.4. Definition. Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Wir bezeichnen mit O(X) das Mengensystem der
Offenen Teilmengen. Die o-Algebra

B(X) :=0(0(X))

heillt die Borelsche o-Algebra des topologischen Raumes (X,0). Eine Menge A € B(X) heifit die Bo-
relmenge.

An vielen Stellen der Integrationstheorie geniigt, mit Wiirfeln statt mit Quader zu argumentieren.
Wir geben eine Zerlegung des R” in beliebig feinen Netzen von Wiirfeln. Betrachte zunéchst die Familie
Jk) = {[Zﬂk, ”;—:1) :m € Z}; dann gibt es die Zerlegung R = Umez[zﬂk, mz—zl) in halboffenen Intervalle der
Léange 2% Die Familie W(k) :={W =11 x...xI,:1I1,...,I, € J(k)} ist eine abzéhlbare Familie von Wiirfeln
der Seitenlinge zlk, die eine Zerlegung des R" liefert. Definiere W,, := Upen, W(E).

13.1.5. Satz. Die folgende Familien erzeugen B(R"):

(1) Die abgeschlossenen Mengen.

(ii) Die Figuren R,

(iii) Die Quader Q,, (und sogar die Quader mit rationalen Seiten und Zentrum,)
(iv) Die halboffenen Wiirfeln 'W,,.

Eine Beschreibung der Borelschen o-Algebra. Wir fithren die folgenden Klassen von Mengen:
e G5 bezeichnet alle Durchschnitte von abzéhlbar vielen offenen Mengen; jede aggeschlossene Menge
ist in Gg. Die Familie G ist stabil bei abzéhlbare Durchschnitte und endliche Vereinigungen (aber
nicht abzédhlbare Vereinigungen).
e F, bezeichnet alle Durchschnitte von abzihlbar vielen offenen Mengen; jede offene Menge ist in
F,. Die Familie F, ist stabil bei abzéhlbare Vereinigungen und endliche Durchschnitte (aber nicht
abzédhlbare Durchschnitte).
e G5, bezeichnet alle Vereinigungen von abzihlbar vielen Gs Mengen.
e F;s bezeichnet alle Durchschnitte von abzahlbar vielen F, Mengen.
Wir konstruieren induktiv Familien Gs, Fy, G5y, Fys, Gsos, Foso, -.- Die Vereinigung dieser Klassen ist
jedoch echt kleiner als die o—Algebra der Borelmengen. Um eine vollstindige Beschreibung zu errei-
chen, miissen wir die transfinite Induktion benutzen (siehe [7} 1,(4.2)]). Gliicklicherweise brauchen wir
in der Praxis nicht die Beschreibung aller Borelmengen. Normalerweise geniigt es ,,verniinftig definier-
te“ Teilmengen zu betrachten und man zeigt leicht, dass sie in der Klassen Gg, F, Gss, Fys, ... liegen.
(Sehr selten braucht man mehr als 3 Indizes.)

Wieviele Borelmengen gibt es, z.B. in R? Man kann zeigen, dass die borelsche o-Algebra gleichméch-
tig zur Menge der reellen Zahlen ist. Nach dem Satz[1.9]gilt |R| < |[P(R)|, es gibt also nicht-Borelmengen
in R. Man kann explizit nicht—-Borelmengen konstruieren! Fiir ein Beispiel von Lusin siehe [10].

Vereinbarung: Rechenregeln in [0,00] = [0, 00) U {c0}.
a+oo=c0+a=oco0 fir allea€[0,00],
(13.2) oo,a>0
a-00 =
0,a=0

Es folgt, dass Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz fiir Addition und Multiplikation in [0,00]
erfiillt sind. Aulerdem hat jede nicht-leere Teimenge A < [0,00] ein Supremum in [0,00] und jede mono-
tone Folge in [0,00] hat einen Grenzwert in [0,00]. Aus 0 < a, /a <oo, 0< b, /b < oo (n— oo) folgt,
dass fiir n - oo auch a, +b, - a+b und a,-b, — ab.
13.1.6. Definition. Sei A eine Algebra. Ein Inhalt auf A ist eine Abbildung u: A — [0,00] so, dass

(1) w(@)=0,

(2) p endlich additiv, d.h. fir alle paarweise disjunkten Mengen Aj,...,A, € A gilt

WATU...UA,) = u(A) +...+ u(Ay).

Eine Abbildung u: A — [0,00] heit c-Inhalt oder Primap falls
(1) u(@)=0,
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(2) p endlich o-additiv, d.h. fiir jede Folge (A;);en in A, von paarweise disjunkten A-messbaren
Teilmengen mit U,enAj, € A gilt

[e.0]

neN n=1
Ein Tripel (X, A, u) aus einer nicht-leeren Menge X, einer Algebra A und einem Pramall y auf A, heif3it
Primapfraum.
Ein Pramaf} auf einer 0—Algebra heilit Maf. Ein Tripel (X, A,u) aus einer nicht leeren Menge, einer
o—Algebra und einem Ma@} heifit Mafiraum.
Sei (X, A, u) ein MaBiraum. Eine mefBBbare Menge N € A mit u(A) = 0 hei3t Nullmenge. Fir jedes x € X
sei E(x) eine Aussage. Man sagt E(x) gilt fur (u-) fast alle x € X oder A(x) gilt (u-) fast iiberall (kurz
p~f.ii.) auf X, falls eine Nullmenge N € A existiert, so dass E(x) fir alle x € X\N wahr ist.

Die unendliche Reihe in[I3.3]ist folgendermaflen zu interpretieren: Y77 ; u(A,) = oo falls ein (A ;) =
oo ist, oder falls alle (A ;) < oo sind, aber die Reihe divergent ist, und }-77 ; u(A,) < oo falls alle u(A;) <
oo sind, und die Reihe konvergent ist.

13.1.7. Satz (Eigenschaften von Inhalten). Seien A eine Algebra und p: A — [0,00] o-Inhalt. Dann
gilt:
(1) A,Be A, AcB= u(A) < u(B),
(i) A,BeA, l(AUB)=p(A)+u(B)—w(AnB),
(i) wlA1U...UAR) < u(ADU...Uu(Ap).

13.1.8. Satz (Eigenschaften von Pramafie). Seien A eine Algebra und p: A — [0,00] ein Pramaf3. Dann
gilt:
(1) p(U2A) < X592, mA;) (0-Subadditivitdt),
(i) AjcAgc...cA,cAy1c... = wWUA,) =lim u(A,,) (Stetigkeit von unten),
(iii)) A1;>Ag>...Ap>Api1... und A1) < oo = w(NA,)=limu(A,) (Stetigkeit von oben).

13.1.9. Folgerung. Eine Abzdhlbare Vereinigung von u-Nullmengen ist eine u-Nullmenge.

In der Tat, aus u(A;) =0 fir alle i e N folgt 0 < u(u‘i’zlAi) < Z‘i’zl u(A;)=0.

13.1.10. Definition. Ein Inhalt y auf einer Algebra A tiber X heifit endllich, falls u(X) < oo, und
o-endllich, falls eine monoton wachsende Folge von Algebraelemente X; c Xoc...c X, c X 1 C...
existiert mit X = U,enX,, und w(X,) < oo fiir alle n € N.

Sei (X, A, u) ein MaBBraum. Das MaB heifit vollstédndig, falls jede Teilmenge einer Nullmenge selbst
meBbar ist, d.h. ist A € A eine Mennge vom Maf3 y(A) =0 und B c A, so gilt B € A (und dann u(B) =0,
wegen 0 < w(B) < w(A) =0).

13.1.11. Beispiel.

(1) Das Zdahlmap pu: P(X) — [0,00], u(A) = |A| (Anzahl der Elemente von A), falls A endlich ist, und
U(A) = oo, falls unendlich ist. Das Zdhlma@ ist vollstandig. Es ist endlich, falls X endlich ist, und o-
endlich, falls X abzdhlbar ist.

(2) Das Dirac-Map. Sei a € X fest und 6, : P(X) — [0,00], 6,(A) =1, falls a € A und §,(A) = 0, falls
adA.

(3) Das elementar-geometrische Volumen. Fir ein Intervall I c R definieren wir die Lange von I
durch A1(I) := supl —infI € [0,00]. Fiir ein Quader @ = I x ... x I, definieren wir sein elementar-
geometrisches Volumen durch 1,(Q) := A1(I1)A1(I2)...A1(I) € [0,00] (das Produkt der Seitenlidngen).
Dabei beachten wir die Produktregeln in [0,00]. Ist R € R, eine Figur in R”, so gibt es eine Zele-
gung R =Q1 U...UQ} in Quader. Wir setzen 1,(R):=1,(Q1) + 1,(Q2) +... + 1,(Q}p), genannt auch das
elementar-geometrische Volumen von R.

13.1.12. Satz. Das elementar-geometrische Volumen A : R, — [0,00] ist ein wohldefiniertes o-endliches
Pramapf, genannt Lebesguesches-Pramaf auf der Algebra der Figuren.

Beweis: 1. Schritt. Seien @, K,L€ Q, mit @ =Q1x...xQ,, K=K;x...xK,,L=Lyx...xL,, wobei
Q;, K;, L; Intervalle in R sind. Nehmen wie an, dass @ = K L L. Dann haben K und L eine gemeinsame



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 183

(n—1)-dimensionale Seite, d.h. es gibt g€ {1,...,n}, sodass @; =K; =L, firallei #q und Q , =K, LIL,.
Dann gilt:
(@) =1 @Q@DM(Q2)... 11(Qy)... 11(Q7) = 11(Q1A1(Q2) ... (M1(Kg) + 11(Ly))... 11(Qr)
=11 (K1A1(K2)... 11(Ky)... A1(Kp) + A1(L1)A1(L2) ... A1(Lg)... A1(Ly)
= Ap(K) + Ap(L)

2. Schritt. Seien @,Q1,...,Q, € 9, mit @ =Q1U...LUQ . Wir zeigen, dass 1,(Q) = 1,(Q1) + 1, (Q2)+...+
An(Qr). Das Problem beim Beweis verdeutlicht die folgende Vereinigung von 5 Quader:

Keine zwei dieser Quader bilden vereinigt ein Quader. Deshalb kann man nicht einfach den 1. Schritt
mehrfach anwenden. Die Losung bietet eine Zerlegung in kleinere ,atomare® disjunkte Quader:

Daraus kann man erst vertikale ,Spalten“ und daraus dann das ganze Quader so aufbauen, dass
man jedesmal die Additivitdt anwenden kann. Das Maf3 des ganzen Quaders, aber auch das Mal jedes
der obigen funf Teilquader ist jeweils die Summe der Mafle der beteiligten ,,Atome“.

3. Schritt: Wohldefinitheit. Seien R € R, und R = Q1U...UuQy = L1u...UL, zwei Quader-Zerlegungen.
Dann gilt @ ; =(Q;NnL1)u...u(Q;NLp) und nach 2. Schritt ist 1,(Q;) = ¥; 1,(Q; NL;) fiir alle j. Analog
gilt A, (L;) =% ; An(Q; N L;) fiir alle i. Daraus folgt:

D A@)D=Y D @;NL) =) A(@;NLi) =) An(Ly).
J J i g i

3. Schritt: Additivitit. Seien R,S € R, zwei disjunkte Figuren, R =Q1U...UQ;, S =Liu...uL,
Quader-Zerlegungen. Dann ist RuS = Q1U...uQpULiu...uL, und die Definition liefert sofort
An(RUS) = Zf':l )Ln(Qi)+Z§.:1 ML) = An(R)+ An(S) (wegen Wohldefinitheit) also A, ist endlich-additiv.
Daraus folgt auch die Halbadditivitat: RuS = RU(S\R) also 1,(RUS) = 1,(R)+A,(S\R) < 1,(R)+1,(S)
und die Monotonie: gilt R < S, soist S=RU(S\R) also 1,(S)=A1,(R)+ A,(S\R) > 1,(R).
5. Schritt: o-Additivitit. Seien @,Q, € 9, (k € N) mit @ = LipenQr- Zu zeigen ist 1,(Q) = Y77, 1,(Qr).
Zunéchst zeigen wir 1,(Q) > X377 | 1,(Qy). Es ist klar, dass 1,(Q) > Zivzl An(Qp) fiir alle N (Beweis?)
und fiir N — oo folgt die Behauptung.
Fir die Ungleichung 1,(Q) < X372, An(Qr) wéhle e >0und K € Q, mitK c Q und 1,,(K) > 1,(@)—¢. Zu
jedem k € N wihle offene Quader Ly € Q,, mit @, c Ly, und 1,(Lz) > 1,(Qp) — 2% Dann gilt K c UpenLy.
K ist kompakt, also existiert N € N mit K c Ufev: 1L# und deshalb

N N o)
M@ <e+ A, (K)<e+ Y ALy <e+ Y (An(@p)+ Qik) <2+ Y A@Qp)
k=1 k=1 k=1

Da £ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

Seien R,S € R, zwei disjunkte Figuren, R = Q1 U...UQj, S = Liu...uL, Quader-Zerlegungen.
Dann ist RuS =Q1U...uQpruLiu...uL, und die Definition liefert sofort A,(RuUS) = Zlexln(Qi) +
25:1 An(L;) = Ap(R) + A, (S) (wegen Wohldefinitheit) also A, ist endlich-additiv.



184 ANALYSIS I-III, 2011/2013

Seien nun R; € R, paarweise disjunkt (0BdA R; # @), i € N, mit R = U;enR; € R,,. Wiihle eine Zer-
legung R = B; U...uB,, mit Bjy,...,B,, € Q, paarweise disjunkt. Zu jedem i wihle eine Zerlegung
R;=Q;1U...uQj,; mit Q;1,...,Q;z, € U, paarweise disjunkt. Dann gilt

B = |BinRy)= || BinQ;)
ieN 1eN,1<j<k;
also

An(B) =Y A,(B;nQ;;) (nach 1. Schritt)
i1j=1

=) Ay(B;NR;) (nach der Def. des Volumen von Figuren)
i=1
Es folgt

m
A (R) = Z An(B;) (nach der Def. des Volumen von Figuren)

~
Il
—

I}
Mz
8

An(B;NR;) (obige Gleichung)

~
Il
—
~
I
—

An(B;NR;) (Doppelreihenesatz[3.6.9)

I}
8
Mz

~
I
—
~
Il
—

I
18

~
I
—

An(R;) (wegen endlicher Additivitat)

6. Schritt: o-Endlichkeit. Schreibe R" = ui[—k,k]", wobei A, ([—%,k]") = (2k)" < oco. O

13.2. Konstruktion von MaBriume nach Carathéodory. Wir beschreiben ein Verfahren, das von
Carathéodory stamm, mit dem man Mafrdume konstruieren kann. Wir gehen von einem PramfBraum
(X, A, ), wobei A eine Algebra ist und p ein Pramall. Wir wollen (X, A, 1) zu einem Mafiraum (X ,f[, )
erweitern, wobei A eine o-Algebra ist und fi ein MaB auf A ist mit il 4 = . Insbesondere wollen wir
das Lebesgue-Pramal} zu einem Mal3 erweitern.

Zur Erlauterung betrachten wir folgende Situation. Ist A c R? eine beschrinkte Menge und (§ 7)jeN
eine Folge offener Quader im R2 mit A c U ieN@j, so stellt Z;’;lﬂz(Q ;) einen Naherungswert fiir den
Inhalt von A dar, der den Inhalt umso besser approximiert je kleiner die Differenzmenge Ujen@; \ A
ist. Deshalb kann man

(13.4) 134 =inf] Y 15@):Q; € 92, A c Ujen@Q;
j=1

als Approximation des Inhalts von A von aufen verstehen. Ist D eine beschrinkte Teilmenge des R? mit
AcD,etwaD =[-R,R]?, mit R geniigend groB, so kann entsprechend A;(D\A) als Approximation des
Inhalts von D \ A von auBlen betrachtet werden. Damit scheint es sinnvoll, die Zahl A;,D(A) = A5(D) -
A5(D\ A) als Approximation des Inhalts von A von innen zu betrachten. Eine besondere Rolle spielen
die Teilmengen A c R?, fiir die beziiglich jeder beschrinkten Obermenge D von A die Approximationen
von auflen und innen gleich sind, d.h. gilt: 1(A) = )L;’D(A) =25(D)—A5(D\A).

Wir fassen die Eigenschaften von 1; zusammen wie folgt:

13.2.1. Definition. Eine Abbildung u* : P(X) — [0,00] heiit duferes Maf auf X, wenn
(1) (@) =0,
(ii) ¢* monoton wachsend ist, d.h. wenn aus A c B folgt u*(A) < p*(B),und
(ii1) u* o-halbadditiv ist, d.h. wenn fiir jede Folge (A;);en in P(X) gilt:

w(Uai) <Y pr@n
i=1 i=1
Bemerkung: Jedes Maf} auf P(X) ist ein dulleres MaB, aber es existieren duflere Mafe, die keine Mafle

sind.

13.2.2. Definition (Carathéodory). Sei u* ein duBeres Maf3 auf P(X). Eine Teilmenge A < X heif3t
u*-mefbar , falls fiir alle Teilmengen E c X gilt

(13.5) wW(EY=p (EnA)+u" (En(X \A))
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d.h. A zerlegt jedes E c X in 2 disjunkte Teilmengen, auf denen y* additiv ist. Da y* o—halbadditiv ist,
geniigt es in > fiir alle E ¢ X mit u(E) < co zu fordern. Die Menge aller pu*—meBbaren Teilmengen
von X bezeichnen wir mit Ay-~.

Bemerkungen: Es gilt
e ¢,X € Ay+ (nach Definition).
o Ist Ac X mit y*(A)=0soist A y*—meBbar.
e Sind Bc AcX und p*(A)=0 so ist B u*—mefbar.

13.2.3. Satz (Carathéodory). Sei u* : P(X) — [0,00] ein dufleres Maf3. Dann ist
(X, Ay, pu* IA#* ) ein vollstindiger Mafiraum.

13.2.4. Satz. Sei y: R — [0,00] ein Inhalt aufeiner Algebra R iiber X. Wir definieren u* : P(X) — [0,00]
durch

[ee]
u*(E):=inf WAL) : wobei E c US> A, und A, € R fiir alle n e N .
A n=1
ne

Dann gilt:
(1) p* ist ein dufleres Maf auf X (das von p erzeugte dufiere Maf}).
(2) Rc Ay
(3) Ist uein Prdamass, so gilt u=u*|x.

Man kann also jeden Pramafliraum (X, X, u) zu einem vollstandigen Mafraum (X, A, u*) fortsetzen,
wobei u* das von u erzeugte MaB ist.

Sei (X,R,u) ein Pramafiraum. o(R) ist die kleinste o—Algebra, die R enthalt, also gilt o(R) < Ax.
(X,0(R), u"|y(r)) ist die ,kleinste“ Fortsetzung des Pramafiraumes zu einem Mafiraum und eventuell
kleiner als der vollstandige Mafraum (X, A+, 1" | Ay ).

Wie verhalten sich diese Maflrdume zueinander?

Dazu fithren wir den Begriff der Vervollstindigung eines Maflrdumes ein und zeigen, dass im Falle
o—endlichen Inhalts die 0—Algebra Ay~ die Vervollstandigung von o(R) ist.

Sei (X, A, ) ein MaBraum. Wir bezeichnen im folgenden mit

Ao :={N € A|u(N) =0}
die Menge der Nullmengen von (X, A, u). Desweiteren definieren wir
o A* —[0,00]
E=AUN — u(E):=uA)
(u ist korrekt definiert.)

Bemerkung: Nach Definition ist A < A, Ist u vollstiandig, so gilt A = A¥. Ist ndmlich E = AUN € AH,
A €A, N cNyce Ay, so ist auf Grund der Vollstindigkeit N € A und somit E € A.

13.2.5. Satz. Sei (X, A, ) ein Mafraum. Dann ist (X, A", ) ein vollstindiger Mafiraum (Vervollstin-
digung von (X, A, p)).
13.2.6. Satz. Sei R eine Algebra auf X mit o—endlichem Primafl, u: R — [0,00], sei u* das von u
definierte duflere Mafs und [i:= u*|sx). Dann gilt
o(RF = Ay,
und (X, Ay, 1" |A/1* ) ist die Vervollstindigung von (X,0(R), i)
Wir behandeln nun die Frage der Eindeutigkeit der Fortsetzung fi. Dazu zuerst zwei Gegenbeispiele:
(a) Sei S eine iiberabzidhlbare Menge, und R < P(S) sei die Algebra erzeugt duch den endlichen
Teilmengen von S sowie u: R — [0,00] das triviale Pramal y = 0. Da die von A erzeugte o-Algebra die
o-Algebra {A c S : A oder CA ist hichstens abzihlbar} ist, ist fiir jedes r € [0,00]
0 falls A abzidhlbar
;Urr(A) =
r falls A iiberabzahlbar

eine Fortsetzung von yu zu einem MaB auf o(R).
(b) Betrachte  und die o-Algebra P(Q). Die Spur von Ry auf Q ist ein Erzeuger von P(Q), auf dem
das zdhlende MaB p und 2y tibereinstimmen.
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Offenbar ist fiir die Nichteindeutigkeit im ersten Gegenbeispiel verantwortlich, dass die Mengen in
R die Menge S ,nicht erreichen®, im zweiten Gegenbeispiel ist es die ,starke Unendlichkeit* von u auf
R. Wir betrachten jetzt Mengenfunktionen, die diese Defekte nicht aufweisen.

13.2.7. Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei u ein o-endliches Primafl auf einer Algebra A. Dann existiert
genau ein Maf3 fi auf o(A), welches u fortsetzt, d.h. fiir das [i| 4 = p gilt. Dieses Maf [i ist c—endlich.

Constantin Carathéodory wurde am 13.9.1873 in Berlin als Sohn einem griechischen Diplomaten im
Dienste der Hohen Pforte, geboren. Carathéodory wuchs in Briissel auf, wo sein Vater ab 1875 Botschafter
war. 1891 legte er das belgische Abitur ab und trat als éléve étranger in die Ecole Militaire de Belgique
in Briissel ein. Als Ingenieur war Constantin Carathéodory von 1898 bis 1900 im englischen Dienst bei
Staudammarbeiten am Nil beteiligt. Dann beschloss er, zur Uberraschung seiner Familie, Mathematiker
zu werden. Er studierte von 1900 bis 1902 bei Schwarz, Frobenius und Planck in Berlin und von 1902
bis 1904 bei Klein, Hilbert und Minkowski in Géttingen. 1913 wurde er Nachfolger von Klein in Got-
tingen und wechselte 1918 an die Universitdt in Berlin. Zusammen mit Albert Einstein wurde er 1919
in die Preuflische Akademie der Wissenschaften aufgenommen. Bei der Aufnahme Carathéodorys hatte
Max Planck die Laudatio gesprochen. 1920 ging er an die neu zu organiserende Ionische Universitit
im Smyrna (Izmir) aber seine Arbeit endete 1922 mit dem Einmarsch der Tiirken und Vertreibung der
griechischen Bevolkerung. Carathéodory konnte noch rechtzeitig seine Familie auf der Insel Samos in
Sicherheit bringen, um alleine nach Smyrna zuriickzukehren. Dort organisiert er die Rettung kostbaren
Schriftguts der Universitit, das er auf Booten nach Griechenland transportieren ldsst. Danach findet
Carathéodory mit seiner Familie Zuflucht in Athen. 1924 folgte er einem Ruf nach Miinchen, wo er bis
zu seinem Tod am 2.2.1950 blieb.

13.3. Das Lebesgue-MaB in R". Betrachte den PramaBraum (R",R,,A,), wobei R, die Algebra der
Figuren ist, 1,, das elementar geometrische Volumen der Figuren. Dies ist ein o—endlicher Pramaf-
raum.

Sei A} : P(R") — [0,00] das von A, erzeugte dullere Maf, d.h.

AE(A) = inf{ Y MAR:Ac | ApAge Rn}
k=1 k=1

13.3.1. Definition.
(1) A}, heiBt dufleres Lebesgue-Mafi in R".
(i) LR"):=A): < P(R") heift o—-Algebra der Lebesgue-mefibaren Mengen.
(iii) Ay, = A, | @n) heiBlt Lebesgue-Maf} in R™.
i) A, = Ay |B(wn) heillit Borel-Lebesgue-Maf in R”.

Wir wissen schon dass:

(1) B(R™) = g(R,) = L(R™).

(2) (R, L(R™), A,,) ist vollstéindig und ist eine Erweiterung von (R, R, 1,).
(3) (R™, L(R™), A,,) ist die Vervollstindigung von (R"”, B(R"),A,). Insbesondere:

Man kann zeigen, dass:

(4) B(R"™) # LR") # P(R™).

13.3.2. Satz (Charakterisierung von Lebesgue—meflbaren Mengen). Sei A c R"”, A # @. Betrachte die
folgenden Bedingungen:

(a) Zu jedem € > 0 existiert eine offene Menge U > A mit A,,(U N A)< e.

(b) Zu jedem & > 0 existiert eine abgeschlossene Menge F c A mit A;,(ANF)< e.

Ist A € L(R™), so sind (a) und (b) erfiillt. Ist mindestens eine von (a) und (b) erfiillt, so ist A € L(R™).

13.3.3. Folgerung.
(i) Eine Menge A < R" ist genau dann Lebesgue-mef3bar, wenn sie sich in der Form A = (U2 Fr)UN
darstellen ldafst, wobei F, c R™ abgeschlossene Mengen sind und N c R" eine Lebesgue—Nullmenge ist.
(it) Eine Menge A c R" ist genau dann Lebesgue—mefibar, wenn es eine Darstellung der Form AN =
N3~ .Uk gibt, wobei N eine Lebesguesche Nullmenge ist und U}, cR" offene Menge sind.
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(iit) Eine Teilmenge N c R" ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 eine
Folge von Wiirfeln W1,Wo,Ws,...im R" gibt so, dass

Nc G W; und f (W) <e.
i=1 i=1

Beispiele:
(1) Jede abzihlbare Teilmenge A  R” ist Lebesgue—Nullmenge.
(2) F e CY(D,G), N c D Nullmenge = F(D) Nullmenge.
(3) Jede Hyperebene ist eine Nullmenge.
(4) Die Cantorsche Menge ensteht aus dem Intervall [0,1], indem man das mittlere Drittel 711 := (%, %)
entfernt, aus jedem verbleibenden Intervall [0, l], [2, 1] das mittlere Drittel 191, I99 entfernt, usw. Setze

=[0,1]\U, wobei U =11 U(l21Ul22)U(I31Ul33U...Ul34)U.... Die Cantorsche Menge C ist kompakt,
also Borelmenge.

11 11 1 Bl 2&

mO=grr =Ll T3 n () “as et
Daraus folgt 11(C) = 0. Da 1; vollstidndig ist, so ist jede Teilmenge von C eine Lebesgue—Nullmenge.
AuBlerdem kann man zeigen, dass |C| = |R|. Dann |[L(R)| > |P(C)| > |R|. Mann kann aber beweisen, dass
|B(R)| = |[R|. Es gibt also mehr Lebesgue—meBbaren Mengen als Borelmengen, z.B. zwischen die Teil-
mengen der Cantorschen Menge C. Um eine nicht-Lebesgue-meflbaren Menge zu konstruieren, braucht
man das Auswahlaxiom (siehe [7} III, §3]).
(5) Sei E € L(R"). Setze L(E) ={AcE:A e LR")}. (E,L(E),Anlzw)) ist dann ein vollstandiger MaB-
raum. A,|cx) heilt das L-MaB auf E.
(6) Wir wollen das Beispielreservoir fiir MaBe auf B(R) noch ein wenig ausdehnen. Das Lebesgue-Maf3
ist dasjenige MaB, das von der iiblichen Lingenmessung abgeleitet ist. Was passiert bei einer gewichte-
ten Lingenmessung? Sei F : R — R monoton wachsend, linkseitig—stetig. Setze ur([a,b)) = f(b) - f(a)
fiir a < b in R. ur kann auf die Algebra der endlichen Vereinigungen von Intervalle fortgesetzt werden
und wird ein PramaB ( [7, Satz 2.2,I1.2]). Aus[13.2.3folgt, dass es ein vollstindiger MaBraum existiert
(R,Au;,,u}r) so, dass B(R) c Au;; ur heit Lebesgue-Stieltjes—Maf. Fiir den Beweis der o-Additivitit
von ur benétigt man iibrigens die linksseitige Stetigkeit von F. Umgekehrt kann man zeigen, dass ein
MaB auf B(R), das auf kompakten Mengen endlich ist, ein Lebesgue-Stieltjes-MaB ist.

Wir stellen uns die Fragen, ob ein Inhalt oder Mal} u: P(R") — [0,00], E — u(E) existiert mit fol-
genden Eigenschaften:

(1) Ist E < R™ kongruent zu F c R® (E kann durch Translation, Rotation und Spiegelung in F
uberfithrt werden), dann gilt w(E) = u(¥).
(2) Der Einheitswiirfel definiert durch @ = {x e R* |0 < x; <1, i =1,...,n} hat das Maf3 1, also
we)=1.
Hausdorff hat 1914 gezeigt:
In keiner Dimension n > 1 gibt es ein Inhalt y mit den Eigenschaften (1) und (2). Fur n = 1,2 gibt
es eine Losung u, aber p ist in diesem Fall nicht eindeutig (Banach 1923). Die Nichtexistenz von p fiir
n > 3 folgt z.B. aus dem Banach-Tarski-Paradoxon (siehe [23]]).

13.3.4. Satz (Banach-Tarski 1924). Seien U,V beliebige nicht leere, offene Teilmengen des R" fiir n > 3.
Dann existiert ein N e Nund E+,...,En bzw. F1,...,Fy, so dass

(1) U=UY_|E, EinEp=0,i#k

@ V=Uy Fr, FinFr=0,i#k

(3) E}, ist kongruent zu Fy, fiirk=1,...,N.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Auswahlaxiom der Mengenlehre: Sei {E, | a € A} eine
beliebige Familie nichtleerer Mengen E ;. Dann gibt es eine Funktion f: A — Ugeca E4 mit f(a) € E,,.

Es gibt auch kein MaB y: P(R") — [0,00] mit den Eigenschaften (1) und (2) (Vitali, 1905). Das Ma@3-
problem ist l6sbar, wenn man statt beliebigen Mengen E c R" nur Lebesguesche Mengen zulasst.

13.3.5. Satz. Sei F:U cR* — R” eine C1-Abbildung. Dann gilt: Ist A c U eine Lebesguesche Nullmen-
ge, so ist auch F(A) eine Lebesguesche Nullmenge.
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Beweis: Da U c R” offen ist, ist U als disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen halboffenen Quadern
darstellbar: U = |_|j:1 Q; mit @ j<U.Dann ist
F(A)=F(An(u;Q))=F(U;j(AnQ,)) =U;F(ANQ)).

Folglich geniigt es zu zeigen, dass F(AN@Q;) eine Lebesguesche Nullmenge ist. Da A eine Lebesgue-
Nullmenge ist, existieren nach dem Kriterium fiir Lebesgue-Nullmengen aus Folgerung[13.3.2]zu jedem
£ >0 abzihlbar viele Wirfel W,,,, m =1,2,3,... so, dass

oo o o0
AcUWn und ) vol(W,)<e.
m=1 m=1
Sei 2r,, die Seitenléange von W,, und ¢, das Zentrum von W,,. Fir x€e An@;n Wm gilt lx —&mlloo :=
max{lx; —&pil 1 i=1,...,n} <rp.Da F eine C1—Abbildung ist, ist FIQ Lipschitzstetig. Somit existiert
J
eine Konstante M; € R, mit

I1F(x) = F($m)lloo S Mjllx = Emlloo <MjTm,

d.h. F(x) liegt im Inneren eines Wiirfels Wm mit dem Zentrum F(,,) und der Kantenlédnge 2M;rp,.
Dann gilt F(ANQ;)=UC_ F(AnNQ;nWy,) < UX_; Wy, und

Y W)=Y @roa M) < Y An(Wn)-(M)" <e-(Mj)".
m=1 m=1 m=1
Daher ist F(A N@Q;) eine Lebesgue-Nullmenge. [l

13.3.6. Satz. Sei G : U c R* — R” eine abgeschlossene C1-Abbildung. Dann gili: Ist A c U Lebesgue—
mef3bar, so ist G(A) ebenfalls Lebesgue—mef3bar.

Beweis: Nach [13.3.3]ist die Menge A genau dann Lebesgue—meBbar, wenn sie eine Darstellung der
Form A = (U2, Fr) UN besitzt, wobei Fj, ¢ R" abgeschlossene Mengen sind und N eine Lebesguesche
Nullmenge ist. Da die Abbildung F' abgeschlossen ist, bildet sie die abgeschlossenen Mengen F}, in
abgeschlossenen Mengen G(F},) ab. Nach[13.3.5]ist G(N) eine Nullmenge. Nach [13.3.3]ist

G = (U GED)uG@)
k=1
ebenfalls eine Lebesgue—Menge. ([l

13.4. MeBbare Funktionen. Wie in der einleitende Diskussion iiber Lebesgue-Summen deutlich ge-
macht ist, sind die meBbaren Funktionen die einzigen die als Integranden vorkommen (siehe auch die
Einleitung zum Kapitel III in [7]]).

13.4.1. Definition. Seien (X,A), (Y,B) meBbaren Ridume. Eine Abbildung f : X — Y heilit mefibar
(genauer (A, B)-mefbar), falls f ~1(B) € A fiir alle B€ B.

Man beachte die Ahnlichkeit zwischen dieser Definition und der Definition von stetigen Abbildungen
zwischen topologischen Raumen.

13.4.2. Beispiel. (a) Konstante Abbildungen (X, A) — (Y, B) sind stets messbar.
(b) Die charakteristische Funktion 14 : (X,A) — (R, B(R)) einer Menge A c X ist genau dann meSbar,
wenn A € A ist.
13.4.3. Lemma. Ist B =g () so gilt:
fist (A, B)-mefibar < YBe& :f1(B)e A.

Beweis: Betrachte die o—Algebra € = {C cY : f~1(C) € A}; dann gilt € > &. Daraus folgt C > o(€) =
B. O

Betrachte nun auf R die folgende Topologie O(R): A € O(R) :< A NR offen in R und falls +co € A (bzw.
—o0o0 € A), existiert a € R mit (a,+oo] € A (bzw. [—oo,a) c A).
Sei B(R) die c—Algebra der Borelmengen in R:

B®R) = 0(O[R) ={BUE :B e B(R),E c {—00,00}}.

Funktionen f : X — R heilen numerische Funktionen. Der Grund fiir die Einfiihrung R-wertiger Funk-
tionen liegt hauptsichlich darin, dass fiir jede Folge £}, : X — R die Funktion sup f}, stets definiert ist.
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AuBler den bereits getroffenen Vereinbarungen (I3.2) benétigen wir noch:

a—oco=—oo fiiralle a€R oder a =—c0,

(13.6) —00,a <0
a-0o=
0,a=0

Der Ausdruck oo — oo bleibt verboten; daher ist fiir R-wertige Funktionen f — g nicht unbedingt iiberall
definiert.

13.4.4. Definition. Sei f :(X,A) — (Y, B), wobeiY = [0,00],R,C und B die o-Algebra der Borelmengen
von Y ist. Dann heifit f A-mefBbar (oder einfach mefBbar, wenn A klar vom Kontext ist). Falls X ein
topologischer Raum ist und A = B(X) die o-Algebra der Borelmengen von X ist, so heiit f Borel-
mefbar. Falls X € L(R") und A = L(X) (c—Algebra der Lebesgue-mefbaren Teilmengen von X) sagen
wir, dass f Lebesgue-mefibar oder L—mefbar ist.

13.4.5. Beispiel.

(1) Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y stetig, dann ist f (B(X), B(Y))—meBbar. (Setze & =
O(Y) in Lemma 343} fiir U € OY)) gilt f~1(U) € O(X) c B(X)). Eine Abbildung f : X — Y zwischen
topologischen Ridume heilit Borel-mefibar, falls sie (B(X), B(Y ))-melBbar ist.

Fir stetiges f : X — Y ist also das Urbild einer Borelmenge wieder eine Borelmenge. Hingegen
braucht das stetige Bild einer Borelmenge keine Borelmenge zu sein! Lebesgue hatte irrtiimlich ange-
nommen, dass das so ist; aber 1917 wurde ein Gegenbeispiel von Suslin konstruiert (siehe [2] S. 245]).
(2) Sei X € L(R"), f : X — R fast iiberall stetig (d.h. existiert N < X eine Lebesgue—Nullmenge so, dass
f: X~ N — R stetig). Dann ist f meBbar.

3) f:(X,A) — R oder [0,00] ist meBbar genau dann, wenn fiir jedes b € R gilt
{f<byi=fxeX:f(x)<b}=Ff " (~00,b)) € A.

@) f =(f1,....fn) : X — R" ist (A, B(R"))-meBbar genau dann, wenn f; : X — R meBbar sind fiir alle
j=1,...,n. Insbesondere ist f : X — C mefibar genau dann, wenn Re(f),Im(f) : X — R meBbar sind.
(5) Seien [ : (X,A) — (Y,B), g:(Y,B) — (Z,C) meBbar, dann ist go f : (X,A) — (Z,C) meBbar (weil
(go MO =fHgHOW.

(6) Seien f,g:X — [0,00] meBbar. Dann sind f + g, f - g, |f|, min(f, g), max(f, g) meBbar. Gilt g #0, so
ist f/g meBbar. Ist der Wertebereich R, so gilt die Aussage noch, wenn die Operationen definiert sind
(z.B. ist f + g nicht immer definiert, wegen der verbotenen Operation co —o00). Zum Beweis: Wir stellen
f + g z.B. als Zusammensetzung von x — (f(x), g(x)) und (y1,y2) — y1 + ye dar.

(7) Seien f;, : (X, A) — R A-meBbar. Dann sind sup fy, inf f3, limsupy,_., f» und liminf}, ., f, meBbar.
Seien f, : X — R meBbar so, dass limj,_., f3(x) = f(x) fiir alle x € X. Dann ist f meBbar. In der Tat, sei
a € R. Dann gilt {(sup,,ep fn) < @} = Mupenifn < a} € BX) und {x € X :infyen fn(x) = a} = Npenfc : fr(x) =
a} € B(X).

Mit (3) folgt dann, dass sup,,cy fr und inf,en fr, messbar sind. Damit sind auch limp—oo fn = inf jeNSUDP, > fn
und lim,_ _fn = Sup e inf, > ; fn messbar.

Wenn existent fiir alle x € X, dann ist somit auch limy, oo f5 = limy oo f messbar.

(8) Eine Funktion f : X — R heiBt einfach, falls f messbar ist und nur endlich viele Werte annimmt
(sieche Lemma[13.5.1). Es gilt:

(1) f: X — [0,00] ist meBbar genau dann, wenn es eine Folge (s;)nen einfacher Funktionen gibt, mit
0<s, <sp+1 < f fur alle n und lim,, o s, (x) = f(x) (kurz: s, /' f).

(i) f : X — R ist meBbar genau dann, wenn es eine Folge (s,)nen einfacher Funktionen gibt, mit
limy, .00 85 (%) = f(x).

(9) Sei (X, A, ) vollsténdig, f, : X — R meBbar fiir 2 € N. Sei f : X — R, so dass limj_, fz = f pu—fast
iiberall (d.h. es gibt eine Nullmenge N < X so, dass fiir jedes x € X \ N gilt limj, ., fz(x) = f(x)). Dann
ist f mefBbar.

(10) Sei (X,.A, ) beliebig, f5 : X — R meBbar fiir 2 € N. Sei f : X — R, so dass limp_, fp = f u—fast
iiberall. Sei N < X eine Nullmenge so, dass fiir jedes x € X \ N gilt limj_., f%(x) = f(x). Definiere

flx), x¢N

f:X —R, flx)=
4 e {O, xeN
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Dann ist f meBbar.

13.5. Integration mefBbarer Funktionen. Wir erinnern, dass die charakteristische Funktion einer
Teilmenge A c X durch
1, x€A
14:X—{0,1}, Talx)=
0, x¢A

definiert ist.

13.5.1. Lemma. Sei (X, A,u) ein Mafiraum und ¢ : X — R. Dann sind dquivalent:

(i) @ nimmt nur endlich viele verschiedene Werte an und fiir jedes c € Im(¢) gilt ¢~ 1(c) € A,

(ii) ¢ besitzt eine Darstellung der Form ¢ = Z;":l aj]IAj, wobei Aj e A und I_I;.”ZIAJ' = X. Eine Funktion
heifst einfach falls eine der dquivalenten Bedingungen (i) oder (ii) erfiillt ist.

Ist (1) erfiillt, so hat ¢ die Standardform

m
=) clyig=) ajla;,
celm(yp) Jj=1

wobei Im(¢) ={ay,...,an} und A; = (p_l(aj). Eine Darstellung wie in (ii) ist nicht eindeutig! z.B.
Loy =1y 1)+ L1 jy=Tpo 1+ Ly + 1L

Eine einfache Funktion ist offensichtlich A-mefbar.

Beispiele: Sei [a,b] € R ein Intervall. Dann ist eine Treppenfunktion (siehe Def. [6.1.7) eine einfache
Funktion auf ([a,b],B([a,b]),A1) oder ([a,b], L([a,b]),A1). Aber auch nicht-Treppenfunktionen wie 1g,
Igr\g oder 1 (wobei N eine Lebesgue-Nullmenge ist) sind einfache Funktionen auf ([a,b], L([a,b]),11).

13.5.2. Definition. Sei (X, A, ) ein Maflraum. Wir bezeichnen die Menge der nicht-negativen einfachen
Funktionen auf X mit £,(X). Ist ¢ € £.(X), so heilit

(13.7) f odu:= Z c e (e)),

X celm(yp)
das Integral von ¢ (bzgl. ).
Beispiele: Ist ¢ € T([a,b]) eine nichtnegative Treppenfunktion, so gilt [, ,;9dA1 = fab @ dx, wobei die
rechte Seite das Regelintegral von ¢ ist (Definition [6.1.4). Aulerdem f[a’b]]l@ dA1 = 21([a,b]NnQ) =0,
f[a,b] ]l[R\Q d/ll = /11([61, b] \ @) =b-a.

13.5.3. Lemma. Besitzt ¢ € £.(X) eine Darstellung ¢ = Z;.":l ajly;, sogilt
m
(13.8) f pdu=73 a;uA)),
X j=1

Beweis: SeiqozZaj]lAj =Y B 1p,, wobei X =U;A;=1yB;. Z.z. } ja;u(Aj) = ¥ fjp(By). Dann ist X =
I_Ij,l(AjﬂBl), AjZUl(AjﬂBl)undBl=I_Ij(AjﬂBl). Deshalb ,U(Aj)ZZZM(AjﬂBl), M(BZ)ZZJ-#(AJ'OBZ).
Auflerdem gilt a; = §; falls A; N B; # @. Folglich

Y AN =Y ajuA;nB)= Y ajuA;jnB)= ) PuA;nB)

J gl

Jil Jil
Aijl#¢ AjnBl#¢

=) BimA;nB) =) Biu(By).
7 7

13.5.4. Satz. Sei (X, A,u) ein Mafraum, ¢,y € E.(X). Dann gilt:

(1) a€[0,00) = ape & (X)und [y apdu=afyedu

(i) p+ye&r(X) und [x(p+y)du= [xpdu+ [xwdp.

(ii) <y = [xypdu< [xwdp

(v)AeA =1 e€€i(X)und [y Lady=uA).

Bemerkung: Ist X ein topologischer Raum und A = B(X) so gilt [y ¢ du < s;p(p - u(supp @); in der Tat,

@< S;p(l) : ]lsupp(p .
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13.5.5. Definition. Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — [0,00] eine meBbare Funktion. Wir wissen
nach Beispiel [13.4.5](8), dass

(13.9) f: X —1[0,00]list meBbar < (@, )nen : P €E+, 00 /f.
Dann heifit
(13.10) f fdu:zlimf (pnd,uzsupf Ondu,

X X X

fiir eine beliebige Folge (¢, )nen mit ¢, € E4,¢, / f. das Integral von ¢ (bzgl. ). Ist A € A, so definieren
wir das Integral von ¢ iiber A (bzgl. p) durch

(13.11) ffd,u:zf 1afdpu.
A X

Die Definition des Integrals ist von der Wahl der Folge (¢,),en unabhingig. Wir konnen ndm-
lich beweisen, dass fiir eine wachsende Folge (¢;)en aus €4 und v € €4 mit ¥ < limy, .o @p, so gilt
Jxwdp < lim,—.oo [x @ndp. Sei nun ¢, / f, v, / [ zwei Folgen wie in der Definition. Dann gilt

Ym < f =1liMy ooy also [x ¥p dp <lim, .o [y @ dp und folglich limp, oo [x W dp <limp oo [x @n dp.
Analog erhalten wir lim,, .« [x @n dp <limp—oo [x wdp.

13.5.6. Satz. Sei (X,A,u) ein Mafraum, f,g: X — [0,00] seien mefibar.
(i) a€[0,00) = [yafdu=a[xfdpu

(i) [x(f+@)dp= [xfdu+ [xgdu.

(i) f <g = [y fdu< [ygdu

13.5.7. Satz. Sei (X,A,u) ein Mafraum, [ : X — [0,00] sei messbar und A,B,E € A.
(i) W(E)Y=0= [ fdu=0.

(ii) Ist AN B eine Nullmenge, so gilt [y gfdu= [yfdu+ [gfdu

(iii) [pfdu=0 <= p(lxeX:f(x)#0}) =0, d.h. f =0 p-fii.

Der positive Teil f und der negative Teil f— einer Funktion f : X — R sind definiert durch
f+(x)=max{f(x),0} >0, f-(x)=max{-f(x),0}>0
Ist f messbar, dann sind nach Beispiel [13.4.5](6) auch f; und f- messbar. Offensichtlich gilt
f=f+—f- Ifl=Ff++f-
und fiir |f| < oo folgt fx = 5(1f 1+ /).

13.5.8. Definition. Sei (X, A, ) ein MaBfraum und f : X — R eine mefBbare Funktion.
(1) Gilt f f+du < oo oder f f-du < oo, dann heifit
X b'e

[ ran=[ fean-| r-aunew

das Lebesgue-Integral von f uber X (bzgl. pt) und wir sagen, dass f f du existiert.
b'¢

(i1) Sind beide Integrale f f+du, f f-du endlich, so sagen wir, dass f Lebesgue-integierbar ist.
x X

(iii) Die Menge der integrierbaren Funktionen f : X — R wird mit £(X, i) bezeichnet.
(iv) Ist A € A, so definieren wir das Lebesgue-Integral von f iiber A (bzgl. 1) durch

| faus=[ roau-| r-ap.

falls ein von [, fi+dp und [, f-dp endlich ist. Wir sagen, dass / Lebesgue-integierbar iiber A ist,
falls beide Integrale endlich sind. Eine dquivalente Definition erhalten wir, wenn wir die mef3bare Funk-
tion f|4 : A — R betrachten, und das Integral

[ £aus= [ fiadua.

als das Integral bzgl. der Mafiraum (A,AA,,uA) definieren, wobei A4 :={Be A:Bc A} und paA =l g4
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13.5.9. Satz. Sei (X, A,u) ein MafSraum und f : X — R eine mefbare Funktion. Die folgende Bedingun-
gen sind dquivalent:
(1) f ist integrierbar.
(1) f+ und f_ sind integrierbar.
(ii1) Es gibt integrierbare Funktionen ¢ >0, w >0 mit f =@ — .
In diesem Fall gilt [y fdu= [xyedu— [xwdp.
(iv) Es gibt eine integrierbare Funktion g > 0 mit |f| < g.
(v) |f| ist integrierbar.
13.5.10. Satz. Sei (X, A,u) ein Mafraum, f,g:X — R seien integrierbar.
(i) a € R = af ist integrierbar und [y afdu=a [y fdp.
(ii) [ + g ist integrierbar, falls f + g definiert ist und [x(f +g)du =[x fdu+ [y gdp.
(i) min{f, g}, max{f, g} sind integrierbar.
() f<g= [xfdu< [xgdpu.
) | [y fdu| < fx|f1dp.

13.5.11. Folgerung. £1(X,p) ist ein R-Vektorraum und die Abbildung LY (X,u) — R, f — Jx Fdu ist
R-linear.

13.5.12. Folgerung. Ist f integrierbar, so ist N := {x € X :|f(x)| = oo} eine Nullmenge.

13.5.13. Folgerung. Sei f : X — R mefibar.
(i) Seien A,B € A, A cB, so dass f integrierbar auf B ist. Dann ist f integrierbar auf A.
(i1) Seien A,B € A, so dass [ integrierbar auf A und B ist. Dann ist f integrierbar auf A UB und

[ rau=[ rau+ | ru.

13.5.14. Folgerung (Modifikationssatz).
(i) Sei f : X — Rintegrierbar und g : X — R mefibar, so dass f = g fast iiberall. Dann ist auch g integrier-

bar undgiltf fd,uzf gdy.
x X

(i) Sei N c X eine Nullmenge und f : X \N — R integrierbar. Sei f : X \N — R eine mef3bare Fortsetzung
von f. Dann ist f integrierbar und gilt f f du= f fdu. Wir seizen

(13.12) [ raus= [ Fau=| rdu

Wir sind oft in der Situation, dass eine Funktion f definiert und integriebar auflerhalb einer Null-
menge ist. Der zweite Teil des Satzes besagt, dass wir das Integral von f auf dem ganzen Raum defi-
nieren diirfen, denn sie hingt nicht von der Auswahl von f und sie stimmt fiir auf ganz X definierte
Funktionen mit der bisherigen Definition iiberein.

13.5.15. Definition. Sei (X,A,u) ein Mafiraum. Eine meBbare Funktion f : X — C heillt Lebesgue-
integierbar, falls Re f,Im f : X — R Lebesgue—integierbar sind. Das Integral von f wird definiert durch

f fd,uzf Refd,u+if ImfducecC.
X b'¢ b'¢
Die Menge der integrierbaren Funktionen f : X — C wird mit £ qlz(X , 1) bezeichnet.

13.5.16. Satz. qu:(X,u) ist ein C-Vektorraum und die Abbildung qu:(X,u) —C, f— [x fduist Clinear.
f € LL(X, p) genau dann, wenn |f| € LE(X, 1) und dann gilt |fodu‘ < [y Ifldp.

13.6. Konvergenzsitze.

13.6.1. Satz (Satz von Beppo Levi tiber monotone Konvergenz). Sei f3 : X — [0,00] eine monoton wach-
sende Folge A-mef3barer Funktionen: f1 < fo<...<[fr <
Sei f: X —[0,00], f(x)=1limp_.o fr(x). Dann gilt:

limf fkd,uzf fdu.
k—ooJX X
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Bemerkung: Ohne Voraussetzung der Monotonie gilt der Satz nicht. Z.B.: Seien f, : R — R, f,(x) =
n]l[%,%], fn—0=:f auf R, aber [pfr,dA1=1-+»0= [ fdA;.

Gilt der Satz von Beppo Levi fiir fallende Folgen?

Beispiel: Sei f, :R— R, f;, = L.00)- Es gilt f, \NO=f, [ fndA1 = p1([n,00)) =00 aber [ fdA; <O0.

13.6.2. Satz (Satz von Beppo Levi fiir fallende Folgen). Sei f}, : X — [0,00] eine monoton fallende Folge
A-mefbarer Funktionen: f1 > fo>... 2 fr > ... mit f f1<oo.
X
Sei f: X —[0,00], f(x)=1limp_.o fr(x). Dann gilt:

limf fkduzf fdu.
k—ooJXx X
13.6.3. Folgerung. Scien f, : X — [0,00] mefibar. Dann gilt

fxnglfn:n; [ fudn.

13.6.4. Satz (Lemma von Fatou). Seien f, : X — [0,00] mef3bar. Dann gilt

(i) [xliminff, <liminf [y f5,
(ii) Ist sup,>1 fn integrierbar, dann ist limsup [ f, < [limsup fy.

Bemerkung: fiir ,<“ in (i) sieche Bemerkung nach Satz von Beppo Levi.

13.6.5. Satz (von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Seien f,,f : X — C (n € N) mefibar, so dass
gilt:
(1) lim, o fn =f pfast iiberall,
(ii) es gibt eine integrierbare Funktion g : X — [0,00], so dass fiir alle n € N gilt |f,| < g ufast
tiberall.

Dann sind [, f integrierbar und es gilt

limflfn—fld,uzo, limffnduszdu.
n—oo X n—oo X X

Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz ist der am hiufigsten benutzte Konvergenz-
satz (neben dem Satz von Beppo Levi). Wir verlangen lediglich punktweise Konvergenz von (fy),. Der
entsprechende Satz fiir Regelintegrale oder Riemann-Integrale setzt gleichmdfige Konvergenz auf kom-
pakte Intervalle voraus. Die wesentliche Hypothese ist die Existenz der integrierbaren Majorante g.

Beispiel: Die Funktionenfolgen (n2]l[0,l])n€N, (N n+11)neN, (%H[O,n])neN von A;— integrierbare Funk-
tionen konvergiert uberall gegen 0, die Grenzwertfunktion ist integrierbar, aber die Integralenfolge
konvergiert nicht, weil die Funktionenfolge nicht dominiert ist. Z.B. sei g eine beliebige Funktion, die
alle f, = %ll[o,n] majoriert, d.h. f;, < g (alle Funktionen sind positiv). Sei x € R, beliebig, n € Z, mit

1

n<x<n+1.Daauch g > f,1 gilt, haben wir fiir alle x € R die Abschitzung g(x) > h(x) := H[0s+°°)m’

¢S] 1

wobei [x] den ganzen Teil von x bezeichnet. Aber A ist nicht integrierbar: [hdA; =372, )

= 0.

13.6.6. Satz (Ausschopfungssatz). Seien (X, A,u) ein Mafiraum, (X,)nen mit X, € A, X, € X1 und
X = UpenXy. Sei f: X — R mefbar. f ist integrierbar genau dann, wenn:

(1) f ist iiber jedem X, integrierbar und

(ii) (an |f1d wnen konvergiert in R.

In diesem Fall:
1imf fd,uszdu.
n—oo Xn X

13.6.7. Satz. Sei (f3); eine Folge von mefibaren Funktionen f;, : X — R mit
Zflfkld,u<+oo.
k=1

Dann konvergiert die Reihe Y37 | 1, fast iiberall und

(13.13) f(z fk)duz y ffkdp.
k=1 k=1

Beweis: Nach Folgerung [3.6.3 gilt [Y.7°, Ifeldu = X532, [Ifzldu < oo also Y52, If| ist integrierbar
und damit endlich fast iiberall (Folgerung[13.5.12). Die Folge (¥} _, fz)» hat die integrierbare Majorante
ooy Ifrlund limy, oo X3 f = X3, fz- Nach dem Satz von Lebesgue folgt (13.13). d
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13.7. Vergleich zwischen Lebesgue- und Regelintegral.

13.7.1. Satz. Sei f € R([a,b]) eine Regelfunktion. Dann ist f Lebesgue—integrierbar auf [a,b] und
b
fdA = f fdx.
[a,b] a

wobei die rechte Seite das Regelintegral von f ist.

13.7.2. Bemerkung.
(1) Der Satz gilt auch fiir Riemann—integriebare Funktionen.

(2) Die Dirichlet—Funktion 1} 1jng ist nirgends stetig (also keine Regelfunktion und nicht Riemann—
integrierbar.) Sie ist aber Lebesgue—integrierbar, sogar einfache Funktion mit

fﬂ[o,un@dﬂl =0.

(3) Weil i, 1 fdA1 = fffdx fir £ € R([a,b]) schreiben wir fffdx fiir das Lebesgue—Integral einer
belibigen Funktion f € £L1([a,b],11).

13.7.3. Satz (uneigentliches Regelintegral und Lebesgue—Integral). Seien I ein beliebiges Intervall in
R und f : I — R eine Regelfunktion. f ist Lebesgue—integrierbar genau dann, wenn |f| uneigentlich
regelintegrierbar ist. Dann stimmt das uneigentliche Regelintegral von f iiber I mit dem Lebesgue—
Integral iiberein.

13.7.4. Bemerkung. Sei f :[0,00) — R die stetige Funktion

sinx 40
fw=4{ = "
1, x=0

Dann ist f uneigentlich regelintegrierbar auf [0,00) aber nicht absolut uneigentlich regelintegrierbar.
Nach dem Satz[I3.7.3]kann f nicht Lebesgue—integrierbar sein. Wir haben also folgenden Verhiltnisse:

f ist Lebesgue—integrierbar auf I < |f| Lebesgue—integrierbar auf I.

f ist Lebesgue—integrierbar auf I < |f| uneigentlich regelintegrierbar auf I.
|f| uneigentlich regelintegrierbar = f uneigentlich regelintegrierbar auf I.
f uneigentlich regelintegrierbar 7= f uneigentlich regelintegrierbar auf I.

Vereinbarung: Sei I c R ein Intervall, a =infl, b = supl. I darf offen, halboffen oder unbeschriankt
sein (@ e RU {—o0o}, b € RU {+o00}). Wir schreiben

b b
ffd/llzf fd;tlzf fdx, firalle fe LY, A1)
I a a

Diese Schreibweise ist dadurch gerechtfertigt, dass {a} und {6} Nullmengen sind (falls a,b € R). Ist
z.B. [ :[a,b] — R Lebesgue—integrierbar auf (a,b], dann ist f Lebesgue—integrierbar auf [a,b] und
-/'[a,b]fd//"l = -/ia,b]fd//"l'

13.7.5. Satz. Sei D c R" Lebesgue—mefibar. Ist f : D — R beschrdnkt und fast iiberall stetig, und gilt
An(supp f) < oo, so ist f Lebesgue—integrierbar und gilt

(13.14) ( fD £da,

< fD IF1dA < suplf]-An(suppf).

Insbesondere ist jede stetige Funktion f : D — R mit kompaktem Trdger supp f integrierbar.

Beweis: Weil f fast tiberall stetig ist, ist / meBbar. AuBBerdem gilt |f| < sup|f|- Lsupp s und die letzte
Funktion ist integrierbar: [;, sup!|f|- Lsuppf dAn =supl|f|- A, (supp f) < co. ]

13.7.6. Bemerkung. Ein Satz von Lebesgue besagt:
f :la,b] — R ist Riemann—integrierbar < [ beschrdnkt und fast iiberall stetig.

Es gibt also die Inklusionen:
R(la,b]) < {f :[a,b] — R: f Riemann—integrierbar} c £([a,b])
Alle diese Inklusionen sind echt. Siehe auch die Bemerkungen[6.8.6] [13.7.2]
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13.8. Von einem Parameter abhingige Integrale.

13.8.1. Satz (stetige Abhéingikeit des Integrals von einem Parameter). Seien T ein metrischer Raum,
toeT, (X,A,u) ein Maffraum und f : T x X — R mit der Eigenschaften:
(1) Fiir allete T ist f(¢t,"): X — R mefbar.
(i1) Es gibt eine Nullmenge N = N(tg) c X, so dass fiir alle x € X \ N gilt: f(-,x) ist stetig in t¢.
(iii) Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — [0,00], so dass fiir alle t € T eine Nullmenge N(t) c X
existiert mit |f(¢,x)| < g(x) fiir x € X \N(2).

Dann ist die Funktion F : T — R, F(¢) =f f(t,x)du(x), stetig im Punkte ty.
X

13.8.2. Bemerkung.

(1) In vielen Anwendungen findet man eine Majorante g nur auf einer Umgebung U von ¢(. Das reicht
um die Stetigkeit in #o zu zeigen, da die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist. Sei

1
(13'15) f'[()’OO)X(O;OO)_)IR7 f(x,t):m'

Fiir alle ¢ € (0,00) ist f(-,t) auf [0,00) integrierbar und wir betrachten das von dem Parameter ¢ abhén-
gigen Intergral

o0
F:(0,00) — R, F(t):f f(x,t)dx.
0

In der Tat, mit Hilfe der Substitution y = % sehen wir leicht, dass

1 [~ 1 T 1

F(t)=—f ——dy=——"

Vi 1+2% 724
Wir miissen nun eine eine von ¢ unabhéngige Majorante g wie in (iii) finden. Wegen x? < ¢ + x2 fiir alle
t >0 die beste Majorante ist

1 1
e S 8

sie ist leider auf (0,00) nicht integrierbar (wegen des Verhaltens in der Umgebung von Null). Um die
Stetigkeit von F zu zeigen, legen wir ¢( fest und betrachten die Umgebung (¢¢/2,00). Fiir alle ¢ € (¢¢/2,00)

und x € [0,00) gilt
1 1

<
t+x2 " (to/2)+x2
und die Funktion g ist eine von ¢ € (£¢o/2,00) unabhéngige Majorante von f(-,#). Nach dem Satz ist F
stetig in tg. Da #g beliebig ist, ist F' stetig.

= go(x)

(2) Wenn wir iiber eine kompakte Menge integrieren und f stetig ist, ist eine lokale Majorante automa-
tisch vorhanden.
Seien T < R™ und K c R" eine kompakte Menge. Sei [ : T x K — R stetig. Dann ist die Funktion F : T — R,

F() = f F(tx)d, (), stetig.
K

Beweis: Sei U eine kompakte Umgebung von ¢o in 7. Dann ist U x K kompakt und die stetige Funktion
f ist beschrankt auf U x K. Sei M := supy; .k |f|. Die Funktion g = M 1 ist eine integrierbare Majorante
fir f aufU xK. O
(8) Die Funktion f :[0,00) x [0,00) — R, f(t,x) = te * ist stetig, also sind beide Voraussetzungen (i) und
(i1) des Satzes fiir tg = 0 erfullt. Fiir ¢ € (0,00) ist die Funktion f(¢,-) integrierbar, und

oo

F@@) =f te ¥dx=—e*
0

0=O—(—1)=1.

x=

Fiir ¢ = 0 ist die Funktion f(0,-) = 0 integrierbar mit F(0) = [5* f(0,x)dx = 0. Die Funktion F :[0,00) — R,
F(t) = [;° f(¢,x)dx ist also nicht stetig in ¢p = 0. Man kann keine integrierbare Majorante g von f(¢,-)
fiir alle ¢ in einer Umgebung von Null finden.

13.8.3. Definition. Sei f € LL(R",dA,). Dann heift f :R* — C,
7@ = fR F@e 91, (x)
die Fourier-Transformierte von f.

13.8.4. Folgerung (Riemann-Lebesgue Lemma). Die Fourier-Transformierte /? von [ ist stetig auf R™
und gilt lim s oo (&) = 0.
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13.8.5. Satz (Differentiation unter Integralzeichen). Sei I cR ein Intervall und f : I x X — R. Es gelte:

() f(t,) e LNX,dp) fiir jedes t € I und
(ii) Es gibt eine Nullmenge N c X und g € LN(X,dp) so, dass fiir jedes t € I und x € X \ N existiert
9 (t,2) und 1%-(t,%)| < g(x).

Dann ist die Funktion

(13.16) F:.I —R, F(t):f f@&,x)dp(x)
X

differenzierbar und

d 0
(13.17) F'(t)= —f f(&,x)dp(x) =f —f(t,x)du(x).
dt Jx x Ot

Gilt zusdtzlich in (ii), dass %(-,x) stetig fiir alle x € X \ N ist, so ist F der Klasse C! auf I
Unter der Hypothesen des Satzes kann man also Differentiation und Integration vertauschen.

13.8.6. Bemerkung.

(1) Eine dhnliche Bemerkung wie in [13.8.2 gilt auch fiir die Differentiation unter Integral. Betrachten
wir die Funktion (I3.15). f ist differenzierbar und

of 1
— (X, ) =~ .
ot D= T e
Legen wir t( fest und betrachten die Umgebung (¢¢/2,00) von tg. Fiir alle ¢ € (£¢/2,00) und x € [0,00) gilt

%<xt)|=| ! < ! =: go(x)
ot E+x2)21 7 ((to/2) +x2)2 ~ (t0/2) +x2

Die Funktion gg : [0,00) — R ist Lebesgue-integierbar. Wir konnen also unter Integralzeichen differen-
zieren und erhalten

o [ O I
F (to)—Of Y (x,t0)dx = Of(t0+x2)2 dx.

(2) Wenn wir iiber eine kompakte Menge integrieren und f stetig differenzierbar ist, ist eine lokale
Majorante automatisch vorhanden.
Seien I c R ein Intervall, K c R" eine kompakte Menge und f : I x K — R stetig, so dass g—’;(t,x) existiert
und ist stetig auf I x K. Dann ist die Funktion F aus der Klasse C! auf I und gilt (I3.16).
(3) Die Abbidung f : R x [0,00) — R, f(,x) = t2e*I*| ist der Klasse C! und %(t,x) = (2 —x|t])te ™ fir
alle (t,x) € R x[0,00). Fiir ¢ # 0 gilt

F(t)= foof(t,x)dx =2 fooe—x‘”dx = %[~ le—x‘“]m = |t

0 0 |Z] x=0

und die Gleichung F(¢) = |¢| gilt auch fur ¢ = 0. F ist also nicht differenzierbar auf R. Die Ursache ist,

dass es keine integrierbare Majorante g : [0,00) — R, I%(t,x)l < g(x) fur alle ¢ in einer Umgebung von

Null gibt.

13.8.7. Folgerung. Seien f € L1(R",dA,) und x;f € LR, dA,) fiir jedes 1 < j < n. Dann ist /?E el(r™)
of _

und % =(=i)x;f.

13.8.8. Bemerkung. Die Nullmengen spielen verschiedene Rollen in den Sitzen[13.8.1lund[13.8.5] In

Satz[13.8.1](ii) darf die Nullmenge N(¢() von ¢o abhéingen, wihrend in Satz[13.8.5list die Nullmenge N

unabhéngig von ¢ € I. Wir erkldren das durch ein Beispiel. Sei I =[0,1], (X,A,w) = ([0,1],£(0,1D,11)

und setze

1, x<t

:[0,11x[0,1] — R, f(t,x)=
! g flox {0, x=0.

1
Offensichtlich F(¢) = f f(t,x)dx = t. Die Voraussetzungen des Satzes[13.8.7]sind erfiillt:
0

+ fur fast alle x (eigentlich fiir x # to, d.h. N(¢¢) = {¢o}) ist t — f(¢,x) stetig in #¢
* |f(t,x)| <1 fir alle £ € [0, 1].
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Der Satz[13.8T]liefert somit einen neuen Beweis, dass die Funktion F(¢) = ¢ stetig ist!

Sei nun tg € [0,1] fest. Die partielle Ableitung g—’:(to,x) existiert fur fast alle x (eigentlich fiir alle
x # to) und sie ist Null. Die Voraussetzung des Satzes verlangt aber mehr: wir miiiten eine
Nullmenge N < [0,1] finden, so dass fiir alle x ¢ N existiert %(t,x). Das ist klar unmoglich, da fiir alle
x existiert %(x,x) nicht. Wiirden wir unter Integralzeichen ableiten, so gilte:

i [tOf ot B .
1=F'(t)= E(t,x)dx =] 0dx=0, Widerspruch.
0 0

13.8.9. Aufgabe. Sei f :R — R der Klasse C! und definiere

f@)-f(y)
F:R2—R, F(x,y):{ x—y X#£Y,
f(x) x=y.

(a) Zeige, dass F stetig ist.
(b) Ist f € €2, soist F e CL.

13.9. ProduktmaBe und der Satz von Fubini.

13.9.1. Definition. Seien (X, A,u), (Y,B,v) Mallrdume, A+« B :={A xB : A € A,B € B}. Die Produkt
o-Algebra A ® B ist die o—Algebra o(A = B).

Das Symbol A ® B sollte keine Angst machen. Es ist nicht méglich A x B zu nutzen, da A x B das
Kartesische Produkt bezeichnet.
13.9.2. Bemerkung. Sei A =0(M), B = o(N) mit M c P(X), NcP(Y). Dann gilt

AB=0({MxN,XxN,MxY : :MecM,NeN}

Daraus folgt, dass B(RP) ® B(R?) = B(RP*Y) (betrachte die Mengensysteme M = R, bzw. N = R, der
Figuren in R? bzw. R?).

13.9.3. Lemma. Sei M € A® B. Dann liegen fiir alle a € X, b €Y die Schnitte M, ={y €Y :(a,x) € M}
bzw. Mb ={x € X : (x,b) € M} in A bzw. B. Fiir jede mefbare Abbildung f :(X xY,A®B) — (Z,C) sind
die Schnitte f(a,-):(Y,B) — (Z,0), f(-,b):(X,A) — (Z,C) mefibar.

E
E}/X{y}
Y v

{x}xE,

13.9.4. Satz. Seien yund v o—endlich. Dann gilt:

(i) Es gibt genau ein Mafi u®v: A®B — [0,00] mit
u®v(AxB)=u(Av(B) AcA,BeB

Das Maf} y®v heifsit Produktmaf von pund v.

(ii) Fiir jedes M € A®B sind die Funktionen X 3 x — v(M,) € [0,00]l und Y 3 y — u(M?) € [0,00] mefibar
und gilt

(13.18) (,u®v)(M)=va(Mx)dp(x)=fyu(My)dv(y) .
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Das Produktmaf} einer Menge M € A ® B berechnet man, indem man die Mafle der Schnitte integriert.
Die Gleichheit (I3.18) heilit Prinzip von Cavalieri.

Zur Illustrierung, im Bild oben betrachten wir eine Menge M < R" x R und der Graph der Funktion
f:R" > R, x — A1(M,). Die vertikalen Schitte iiber x € R” von M und der Ordinatenmengen dieser
Funktion haben dasselbe Mass per Konstruktion. Das Mass von M ist das Integral der Funkftion f
und das ist zugleich das Mass der Ordinatenmenge von f. Das Prinzip von Cavalieri kann man auch
so aussprechen: Seien M,N € A® B, so dass v(M,) = v(N,) fiir alle x € X, so ist p® v(M) = u® v(N). Das
wurde schon von Archimedes benutzt, um das Volumen der dreidimensionalen Kugel zu berechnen. Er
betrachtete eine Halbkugel M von Radius R iiber die xy-Ebene und ein Kreiszylinder vom Radius R
mit der Hohe R mit der z-Achse als Rotationsachse. Aus dem Zylinder entfernte er einen Kreiskegel
mit der Spitze 0, der die Grundflache des Zylinders zur Basis hat; das ergibt einen Restkérper N. Man
sieht leicht, dass M, und N, dieselbe Fliache haben, somit haben M und N dasseble Volumen.

13.9.5. Beispiel.

(1) Es gilt (RP*?,B(RP*),A,4q) = (RPFI,B(RP) ® B(RY),A, ® A). Fiir die o-Algebren der Lebesgue-
meBbaren Mengen gilt L(R?) ® L(R?) & L(RPTY) aber (RP*9, L(RP*Y),A,.4) ist die Vervollstdndigung
von (RP*4, L(RP)® L(RT),A, ® Ag). Alle M € L(RP*?) haben eine Darstelung M = N UB, mit B € B(RP*9)
und N eine Lebesgue—Nullmenge. Deshalb gilt

Apqg(M) = f Ag(M)d A, (x) = f Ap(M?)dAy(y), fiir alle M € L(RPTY).
RP R4

(2) Seien A € L(R") und f : A — [0,00] Lebesgue—mefBbar. Wir definieren die Ordinatenmenge Uy =
{(x,y)eR*"1:x €A, ye[0,f(x)]}. Dann gilt

s (Up) = fA F@)dA, @ .

Das Integral entspricht unserer Vorstellung von einem Flicheninhalt zwischen dem Graphen und der
x-Achse.

(3) Wir berechnen die Oberfliche der Kreisscheibe vom Radius R in R2. Fiir f :[R,-R] — R, f(t) =
VR? -2 gilt U = BR(0). Daraus folgt mit der Substitution ¢ = R cos ¢:

_ R /2
)LQ(BR(O))=2f \/R2—t2dt=2R2f cos?pdy
-R —7/2
Aber
/2 /2
f sin2<pd<p+f coslpdp=n
—7/2 —7/2
und

/2 /2 9 /2 9
+f sin (pd(p:f sin“@de.
—n/2 —n/2

/2 /2
f cos?pdg = cos@sin’ pd @ = cos@sing
—m/2

—/2 —n/2
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/2 T —
also f cos?pdp = = und | A9(Bg(0)) = nR? ‘
—n/2 2

(4) Das Volumen der n-dimensionalen Kugel (I). Sei n € N und R > 0. Setze w,(R) := 1,(Br(0)),
wn(1) =: w, . Wir vereinbaren, dass wg = 1. Es ist klar, dass w1(R) := 11([-R,R]) = 2R. Nach dem Prinzip
von Cavalieri (I3.18) gilt

R
wn(R)zf wn_l(\/R2—x2)dx
-R
Behauptung:
w,(R)=R"w,.

Beweis durch Induktion: n =1v (da w1 =2); n—1=n:
R R n=1
w,(R) =f Wn-1 (\/ R2 —xz) dx = w”_lf (R*-x%) 2 dx
-R -R
1 n-1
=wn_1f (R*-R%)? Rdt
-1

1 n—=1
=R”wn_1f (1—t2)Tdt=R”wn
-1

Dies zeigt auch, dass
Wn=wp-1-In, neNy

wobei

1 n-1 3
I, :=f (\/l—t2) dtzf2 cos” pdp, neN

1

(Substitution [-Z,Z]3 ¢ — sin¢p =t € [-1,1] ). Es ist klar, dass
2°9
Ig=m, I1=2

und wie in ergibt sich durch partielle Integration

p 1 2 -1 (32 -1
(13.19) I, =fzcos”xdx= = cos" Lxsinx zﬂ +n—f2 cos" 2 xdx = n—In—z.
0 n -1 n Joz n
also
2n—1 2n-3 1 2n 2n-2 2
13.20 Ion="" 2000 2y, Igpai=—00 22722 I
( ) T Ton on—2 2% AT ot on-1 3!
Folglich
1 21
(13.21) I, 1I,=—Ipl1=—.
n n
Somit gilt
7
CUn=In'wn—1=In—1'In'CUn—2=7wn—2
und daher
27 2n 27 @2m)n-1 "
worr =y =2 o g = e =
2 om T am 2Am —1) 2™t om-2m—1)-2m—2)-----4 2
B (27.[)m—1 B ™
Tom 1 2T
und
27 21 27
w = Wom-1= . W —
2m+1 om—1 2m—1 om+1 2m—1 2m-3
(27.[)m 2m+1_7.[m
= w1 =
@m+1)@m-1)..3 ' @m+1)...3
SchliefBlich
(13.22) " 2l €N
. w = —_— w e m
2 2l om+1)...3" 0

Eine tiberraschende Konsequenz hiervon ist w,, — 0 fiir n — oo (Beweis?).
Wir konnen die Formel fiir wg,, und w9, +1 einheitlich schreiben:

(13.23) Wy = n €Np
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In der Tat, bezeichnen wir mit «,, die rechte Seite. Wegen der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion,
I'x+1)=xT'(x) gilt

Kn nf  T(%2+1) r'(3) I'(3) on
= . =7 = . frg—
kn-2 T (2+1) % r(2+1) IT(2) »n

Dies bedeutet, dass die Folgen (wy)nen, und (k,)nen, dieselbe Rekursionsformel gentigen. Wir berech-
nen nun:

(13.24) F(%) = foot_% e tdt = fool e~ 2sds = Z-fooe_szds = 2-ﬁ =Vn
0 0 s 0 2
wobei wir das Gauf3sche Fehlerintegral benutzt haben. (Wir werden das Gauf3sche Fehlerintegral
mit anderen Methoden in und (@3.37) berechnen.) Also
_ n% n% o 1
ey Tr) Ot OTTm T

Es folgt, dass w, =k, fiir alle n € Nj.

13.9.6. Satz (Tonelli). Seien (X,A,uw), (Y,B,v) g-endliche Mafirdume und betrachte eine A ® B-mefibare
Funktion f : X xY —[0,00]. Dann sind die Funktionen

X3x-—»fyf(x,y)dv(y), Y3y-—>fo(x,y)du(x)

messbar und gilt

f fla,y)d(pev) = f ( f f(x,y)dv(y)) dp(x) = f ( f f(x,y)d,u(x)) dv(y).
XxY X \JY Y \UX

13.9.7. Satz (Fubini). Seien (X,A,u), (Y,B,v) o-endliche MafSrdume und betrachte eine A®B—integrierbare
Funktion f: X xY —R. Dann gibt es Nullmengen N c X und M Y, so dass f(x,-) € LY ,dv) fiir alle
x€X\N und f(-,y) € LYX,dp) fiir alle y €Y \ M. Die Funktionen

X\N3x-—»ff(x,y)dv(y), Y\Mayﬁff(x,y)du(x)
Y x

sind integrierbar auf x € X \N bzw. ye Y \ M und gilt

f £, y)d(uev) = f ( f f(x,y)dv(y)) ) = f ( f f(x,y)du(x)) dv(y).
XxY X\N \JY Y\M \JX

Im Sinne der erweiterten Integraldefinition (13.12) konnen wir die Nullmengen M und N in der
obigen Formel weglassen. Wir benutzen die beide Séitze oft in der folgenden Form:

13.9.8. Folgerung (Fubini-Tonelli). Seien (X,A,u), (Y, B,v) o-endliche Mafiriume. Sei f : X xY — R
eine A ® B-mefibare Funktion. Ist eines der Integrale

f (f If(x,y)ldv(y)) dux), f (f If(x,y)ldu(x)) dv(y)
x Uy y Ux
endlich, so ist f A ® B-integrierbar und gilt

f f(x,y)d(,u®v)=f (f f(x,y)dv(y)) du(x)=f (f f(x,y)d,u(x)) dv(y).
XxY x Uy y \Ux

Wegen (RP*9, B(RP9),A,4q) = (RPT1, B(RP) @ B(RY),A, ® A4) gelten diese Sitze zunichst fiir Borel-
Lebesgue—meBbaren bzw. integrierbaren Funktionen. Weil (RP*?, L(RP*9),1,.4) die Vervollstédndigung
von (RP*4, L(RP) ® L(RT), A, ® Aq) ist, konnen wir die Séatze von Fubini und Tonelli auch fiir Lebesgue—
meBbaren bzw. integrierbaren Funktionen ausdehnen. Dabei ersetzen wir (X, A, p), (Y, B,v) mit (X, L(X),A,),
(Y,L(Y),Aq), wobei X € L(RP) sind, und Y € L(RY) und (X x Y, A®B,u®v) mit (X xY,L(X xY),A514).
In diesem Sinne formulieren wir nur den Satz von Fubini-Tonelli:

13.9.9. Folgerung (Fubini-Tonelli fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen). Seien X € L(RP) und Y €
L(R?) und sei f : X xY — R eine Lebesgue—mefibare Funktion. Ist eines der sukzessiven Integrale

f f If(x,y)ldﬂq(y)) dAp (), f ( f If(x,y)lditp(x))dﬂtq(y)
X \JY Y \UX

endlich, so ist f Ap.q—integrierbar und gilt

() [ resdipg= [ ( [ f(x,y)dﬂtq(y)) A= [ ( [ f(x,y)d/lp(x)) dAy(y).
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Bemerkung. Fir die Integrierbarkeit einer Funktion iiber einem Produktraum unterscheiden wir zwei
Fille:

(1) f ist nicht-negativ. Dann berchenen wir eines der iterierten Integrale

f ( f f(x,y)d)tq(y)) Ay, f ( f f(x,y)d/lp(x)) Ay ().
X \JY Y \JUX

Ist eines endlich, so ist die Funktion integierbar und gilt ().

(2) f wechselt das Vorzeichen. Dann berechnen wir eines der iterierten Integrale des Betrages von f.
Ist eines endlich, so ist die Funktion integierbar und gilt (*). Es ist notwendig, die iterierten Integrale
des Betrages von f zu betrachten, und nicht nur die von f (siehe Beispiel unten).

13.9.10. Beispiele.
(1) Sei K =[a1,b1]1x[ag,balx---x[an,bp]lmita; <b; (i =1,...,d). Es sei f: K — R stetig. K ist kompakt,
also gilt K € B(R™). Nach @3.14) ist f € £(K) und aus folgt

by by b1
ff(xl,...,xn)d/ln(x)zf ((f ( f(xl,...,xn)dxl)dxg)'-')dxn
K an az ai

Die Reihenfolge der Integrationen darf beliebig vertauscht werden.
(2) Seien a,b € Rmit a <b und I :=[a,b]. Weiter seien h1,hg € C(I) mit h1 < hg auf I und

A:={x,y)eR?:xe,h1(x) <y <ho(x)}

Sei f: A — R stetig. Da k1 und %9 stetig sind, ist A kompakt und somit gilt A € B(R2). Aus Satz[13.7.5]
folgt dann f € L(A). Definiere

f(x,y) ,falls(x,y)eA

FRZ =R, flx,y)=
! fy {0 ,falls (x,y) ¢ A
Wir kénnen der Satz[I3.7.5lfiir f anwenden und erhalten, dass f € £(R?). Dann ist

f Fleyd,y) = fﬂx,y)d(x,y)
A R2

Satz@f (f f(x,y)dy)dx
R \Jr

b ho(x)
a \Jhi(x)

(3) GauBsche Fehlerintegral (I). Betrachte die nicht-negative stetige (also Lebesgue-mefbare) Funk-
tion
f:10,002 =R, fx,y)=ye 107,

Wir berechnen:

(o0} [o0]
_(1+x2)y2d __ 1 —(1+x2)y2 _ 1
fo e YT T o1+an¢ y=0  2(1+a2)
13.25 ydy|d =_f L gdr=arctana| =7
( ) fo (fo f(x,y) y) x 2y 172 x 2arcanx0 1

Weil f > 0 ist, konnen wir nach dem Satz[13.9.6] von Tonelli die Integrationsreihenfolge vertauschen:

ul =f (f f(x,y)dy)dxzf (f f(x,y)dx)dy
4 Jo \Jo o \Jo
:foo (fooye—(1+x2)y2dx) dy= foo (fooe—x2y2dx) ye—dey
o \Jo o \Jo
=foo (fooe_tzdt) e_yzdy = (fooe_tzdt) (fooe_yzdy)
o \Jo 0 0
oo 5 2
() e
0

(Substitution xy = ¢, dx = %). Daraus folgt eine Auswertung des in der Wahrscheinlichkeitstheorie
wichtigen und eindimensional nicht so leicht zu berechnenden Gaufischen Fehlerintegrals:

(13.26) f e dy= vz
0 2
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Diese Methode stammt von Laplace (1778). Wir haben bereits in (6.11) das Integral mit einer kompli-
zierteren Methode berechnet. Die schonste Herleitung werden wir mit Hilfe des Satzes von Tonelli und
Transformationssatzes gewinnen (siehe (I3.31)).

(4) Wir berechnen die Integrale

1 1 1 1
([ revas)ay, [ ([ fends)dz, [ el
0o ‘Jo 0 ‘Jo [0,1]2

fiir die Funktion £ :[0,1]> — R:

x2—y2
fy) =] GEry2p @700,
0, (x,) = (0,0),

Fir y #0 gilt

1 ,2_,2 1 2 1

x° - x dx

f—y2dx=2f —de—f ——> (x®—y? =222 —x% —»?)
0 (x2+y2) 0 (x2+y2) 0 x*+y

1 D) 1
= f x ( xdx - f dx (partielle Integration)
0

x2+y2)? Jo a%+y?
B x =1l odx L dx
x2 + y2 x:O+f(; x2+y2_fo x2+y2
x =l 1
_W x:O:_1+y2.

Deshalb gilt

1, p1 g 1 )
fo (fo f(x,y)dx)dy=—2f0 13;/2 :—2arctany‘0=—arctan1=_z_

Ganz analog (vertausche x und y) ergibt sich
1, pl .
(x,y)dy|dx=~.
fo ( fo flx,y y) 1
Sei R, := {(x,y)€[0,11*: £ <x?+y? <1} fiir e > 0. Nach dem Satz von Beppo-Levi gilt:

(13.27) f |f(x,y)|d)t2=1imf )(Relfldxlgzlimf If1dAs.
[0,1]12 e—0 Ro e—0 R,

Das Integral kann fiir jedes € mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnet werden:

r

P) /2 14 1
f IfldA :f |c0s2 i rdrde =f |c0s2<p|d(p-f ar_ 2logr‘ =—2loge,
R, R¢ 0 e T £

also
[ eyl =co.
[0,1]2

Da f nicht intergrierbar ist, kann man den Satz von Fubini nicht anwenden, so diirfen die iterierten
Integrale verschiedene Werte haben.

(5) Sei

Xy

(w2 1 227 ’ 0,0 5
f:[_171]2 —’R, f(x,y): (.’)CZ +y2)2 (x y)¢( )
0, (x,y) =(0,0)

Dann existieren die beiden iterierten Integrale von f und sind gleich, aber f ist auf [-1,1]? nicht
integrierbar. In der Tat, fiir x € [-1, 1] ist die Funktion [-1,1]3 y — f(x,y) stetig und ungerade, deshalb

1 1, 1
f flx,y)dy =0, f (f f(x,y)dy)dxzo.
-1 “1VJq

Die iterierten Intergale sind ebenfalls Null.
Nehmen wir an, dass f intergierbar auf [-1,1]% wire. Dann miisste f auch auf [0,1]? intergierbar
sein; nach dem Satz von Fubini ist auch die Funktion

1
gm:ﬁfmw@
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auf[0,1] integrierbar. Wir berechnen jetzt g fiir x # 0:

fl A _xfld(x2+y2)_x[ 1 Hyzl_ 1 x

0 (x2+y2)? YZ2) (a2 +52)? 2l a24y2llym0 20 202+2°

Die Funktion x/(2x%+2) ist stetig auf [0, 1], und 1/(2x) ist nicht intergrierbar, d.h. g ist nicht intergierbar.
Widerspruch.

13.10. Der Transformationssatz. Wir erinnern uns zunéchst die Substitutionsregel in R (Satz[6.3.5).
Sei I c R ein Intervall und f : I — R stetig. Sei [a, ] ein weiteres Intervall, a < f und ¢ € C'([a, f1,1).
Dann gilt

B , @(B)
f o)’ (x)dx = fyndy.
a ()
Man beachte, dass diese Integrale eine Orientierung tragen, d.h. [ P fy)dy = - (p(a)f (y)dy. Wir

pla) »(B)

nehmen an, dass ¢'(x) # 0 fiir alle x € (@, §). Dann gibt es zwei Fille:
Ist ¢'(x) > 0 fiir alle x € («, B) d.h. ¢ ist monoton wachsend, so gilt

(B
[ rway=[ - rau,
o(a) o([a,B])
Ist ¢'(x) < 0 fiir alle x € (a, B) d.h. ¢ ist monoton fallend, so gilt

o(B)
f f(y)dy=—f Fdis.
o(a) o([a,B])

Deshalb lautet die eindimensionale Substitutionsregel:
(13.28) [ ¢eorigian=[  rau.
[a,p] o([a,B)

Das Ziel ist, die Transformationsformel der mehrdimensionalen Integralrechnung zu beweisen; sie lau-
tet:

13.10.1. Satz (Transformationssatz). Seien U,V cR" offen und ®:U — V ein Cl-Diffeomorphismus.
(i) Ist f :V —[0,00) Lebesgue-mefibar, so ist (f o®)|detJp|: U — [0,00) Lebesgue-mefibar und gilt

(13.29) fV £ dAny) = fU (f 0 D)) | det T ()| dAn(x).

(i) Eine messbare Funktion f :V — R is genau dann integrierbar, wenn (f o ®)|detJp| integrierbar ist,
und es gilt dann (13.29).

Beweis: Wir werden (i) beweisen; (ii) folgt aus (i), indem wir f = f; — f— zerlegen und die Aussage (i)
fir £, f- anwenden. Den Beweis von (i) zerlegen wir in mehrere Teiletappen.
(1) Der Satz ist Aquivalent zu einem Spezialfall.

Sei A c U eine Lebesgue-mefB3bare Menge. Wir wissen nach dem Satz dass ®(A) Lebesgue-
meBbar ist. Der Satz angewendet fiir f = 14 besagt:

(13.30) An(®(A)) =f |detJo(x)|dA,(x).
A

Umgekehrt liefert die Transformationsformel (13.29):
(i) Ist f eine einfache Funktion, so folgt aus und die Linearitit des Integrals.
(>ii) Ist f eine mefBbare nicht-negative Funktion, so wihlen wir eine monotone Folge einfacher Funktio-
nen f / f und erhalten die Behauptung aus (i) und dem Satz von Beppo-Levi.

Daher reicht es, zu beweisen.

(2) Die Aussage ist lokal.

Weiterhin geniigt es, folgende lokale Aussage zu beweisen: Jeder Punkt p € U hat eine offene Umge-
bung W so, dass fiir die Transformation @y : W — ®(W) gilt. Ist dies gezeigt, so iiberdeckt man
U durch abzahlbar viele solche offenen Mengen W, j €N, z.B. durch Kugeln mit rationalem Durchmes-
ser und Mittelpunkt. Dann zerlegt man A in disjunkte Teile A = U7 | A mit A © Wj() und benutzt,
dass beide Seiten von (13.30) o—additiv sind.

(3) Die Formel gilt fiir n = 1.
Dies ist fiir kompakte Intervalle der Fall (vgl. (13.28)). Daher iibereinstimmen die MaRe

p1:LU) = [0,00],  p1(A)=211(D(A)),

g : L) — [0,00],  pa(A) = fA 1 (x)] d A1 (x).
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auf allen kompakten Intervallen. Da MaBe von unten stetig sind (Satz[13.1.8](ii)), und [a, ) = Upenla, b+
%] gilt, stimmen beide MaB3e auch auf halboffenen Intervallen tiberein. AuBlerdem sind g und pg end-
lich auf kompakten Mengen und U 148t sich durch kompakten Mengen ausschépfen. Folglich sind beide
MaBe o-endlich. Nach dem Eindeutigkeitssatz[13.2.7] stimmen p; und pg auf £L(U) iiberein.

(4) Die Formel gilt fiir eine Koordinatenpermutation.

Vertauscht ® die Koordinaten x; und x;, so ist ® eine Spiegelung um die Hyperebene x; = x; und
detJp = det® = —1. Die Formel bedeutet also, dass 1,(A) = 1,(P(A)). Dies beweisen wir auch
Schrittweise. Die Aussage ist wahr fiir:

(1) Halboffenen Wiirfel A (offensichtlich).

(2) Offene Mengen A, denn eine offene Menge 148t sich als disjunkte abzidhlbare Vereinigung von halb-
offenen Wiirfel darstellen. Daraus folgt die Aussage auch fiir abgeschlossenen Mengen.

(3) Beliebeige Mengen A € L(U). Das folgt aus (2) und Satz[13.3.2]

(5) Die Formel fiir Komposition zweier Diffeomorphismen.

Gilt die Formel fiir zwei Transformationen ®:U — V und ¥ : V — W, so gilt sie auch fiir
die Hintereinanderausfithrung W o ® : U — W. Dies folgt aus der Produktregel fiir die Determinante

det Jyop(x) = det Jy(P(x)) - det Jp(x)

und der Aquivalenz von und (@3.29).

Aus (4) und (5) folgt, dass die Formel insbesondere fiir eine beliebige Permutation von Varia-
blen gilt. Wir kénnen also 0BdA Variablen im Bildbereich und im Urbildbereich vertauschen, ohne die
Giiltigkeit von zu verletzen.

(6) Beweis der lokalen Aussage (2) durch Induktion iuiber n.

Fiir n =1 wurde die Behauptung bereits im Punkt (4) gezeigt. Wir setzen voraus, dass die Behaup-
tung in Dimension n — 1 gilt und schlieBen auf die Dimension n.

Sei @ : U — ®(U) =V ein Diffeomorphismus und p € U. Da Jg(p) # 0, kann man nach Permutation
von Koordinaten in U und V annehmen, dass %
die Verkniipfung zweier Abbildungen:

Sei W(x1,...,%,) := (D1(x),x9,...,x,). Dann gilt

(p) # 0. Wir zerlegen nun @ lokal um p wie folgt in

o
0x1

Jy = 0 | 1 ... 0
0 0o ... 1

Also ist detJy(p) # 0. Folglich ist ¥ lokaler Diffeomorphismus um p (Umkehrsatz). Sei nun U so klein
gewihlt, dass ¥ : U — W ein Diffeomorphismus von U auf eine offene Menge W ist.

Wir bezeichnen dann mit p : W — V die Abbildung p := ®oW~! . Dann gilt offensichtlich p(y1,ys, ..., V) =
(y1,02(3),...,pn (). Wir haben also lokal um p den Diffeomorphismus @ in die Verkniipfung zweier Dif-
feomorphismen ¥ und p zerlegt, die beide mindestens eine Koordinate festlassen:

RN

w

Entsprechend Punkt (5) geniigt es somit, die lokale Behauptung (2) fiir Abbildungen ® zu beweisen,
die die erste Koordinate festlassen. Sei also

D:(t,x) eU — (t,Ds(x)) mit
@, :U; = {x e R (¢,x) e U} — R* L.

Dann gilt

(1 ] o..0
J@(t,x)—(* | J(Dt(x))
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d.h. detJo(2,x)) = det Jo,(x). Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung, das Prinzip von Cavalieri
und den Satz von Tonelli an, und erhalten

An(@(A)) Coviert fR A1 (DA d AL (B) = fR An-1(@(A)dA1(0)
=[] 1detdo @ldA-100)dn
R Ay
([ tatdetdo widiaw)due
R Rp-1
Tonelli f 1 41detJoldA,
[Rﬂ

=f |detJopldA, .
A
0

13.10.2. Folgerung (Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafles). Sei F : R® — R" eine Euklidische
Bewegung, d.h. F(x)=L(x)+xg, wobei L € O(n), xg € R*. Dann gilt: Ist A € L(R"), so ist F(A) € L(R"™) und
fiir die Mafe gilt A, (F(A)) = 1,(A).

Beispiele:
(1) Polarkoordinaten in der Ebene. Sei U = (0,00) x (0,27), V =R2\ {(x,0):x >0} und sei P: U - V,
(r,0) — (rcos6,rsinf). Dann ist P ein Diffeomorphismus, und es gilt

Tp(r.0) = C(.)SG —rsinf .
sinf rcosf

Also |det Jp(r,0)| =r. Da {(x,0) | x > 0} eine Nullmenge ist, gilt fiir jede integrierbare Funktion f : R — C
[ fendnen = [ reyndisey
R2 4

f(foP)(r,H)rd/lg(r,Q)
U

. oo 21
Fubini f ( f(r,H)rdG) dr
0 0

GauBlsche Fehlerintegral (ITI). Wir berechnen nochmal das Gauf3sche Fehlerintegral (nach Gauf}):

o] = (o) {foan)= [ ([ as)as

) o0 21
Tonelli f g‘(x2+y2)dﬂl2(x,y) =f (f g"zrdt) dr
RZ 0 0

R 2 R 2 9
= 271] e " rdr= lim 271] e " rdr (w=r°)
0 0

R—o0

R2
lim ﬂf e %du=n
R—oco Jo

-1

also

(13.31) fe_x2 dx=v7l.
R

(2) Zylinderkoordinaten in R, Polarkoordinaten in der (x,y)~Ebene und z unverindert:
¥ :(0,00) x (0,271) — R\ {(x,0,2):x >0,z e R}
w(r,p,z) =(rcos@,rsing,z) = (Pa(r,¢),z).
Die Ebenen r = Konstante in (r, ¢,z)-Raum werden in unendliche Zylinder in (x,y,z)-Raum abgebildet.
Es ist leicht zu sehen, dass detJy =r.
(3) Polarkoordinaten in R? oder Kugelkoordinaten. Wir haben in Beispiel [0.2.2]die Kugelkoordi-
naten definiert:
P3:R. x(0,2m) x (-%,1) — R®
P3(r,p,9) = (Pa(r,p)cosd,rsind) = (rcos @ cosd,rsin@cosd,rsind).
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Mit der dort eingefithrten Notationen gilt P3 = WooW1, also Jy,op,; = Jy,(V1)-Jy,. Aber det Jy, (r,¢,0) =
r und detJy,(p,,2) = p also

detJp,(r,p,9) =detJy,(r,p,9)-det Jy,(rcosd,p,rsind) =r-rcosd = r?cosd.

Sei I < [0,00) ein Intervall. Die Kugelschale K; ist die Menge K7 = {x € R" : ||lx|l2 € I}. Z.B. Kj9 ) = R",
K(O,oo) =R"\ {0}, K[O,R) = BRr(0).

13.10.3. Folgerung. Eine mefbare Funktion f : K; — C ist iiber K; genau dann integrierbar, wenn
(f o P3)(r,p,9)r? cos O auf I x (0,27) x (-5, %) integrierbar ist und dann gilt

f fdA, = f f(rcosqocos«f),rsinqocosﬁ,rsinqo)r2 cos9d As(r,p,0)
K.p Ix(02m)x(-5,%)

2n %
:ff ’ f(rcosqocosﬂ,rsinqocosﬁ,rsinqo)r2 cosddIdedr.
1Jo J-

oIS

Beispiel: Das Volumen einer Kugelschale K; c R®, mit @ =infI, b =supl, a,b € R, ist

)L3(K1)=fabf02nf_% r20058d8d¢dr= (fabrzdr)(fozﬂdq))(f_% cosﬂdﬂ)

/g s
3 bl
b3 —ad

3

1y
2 =?ﬂ(b3—a3).

-z
2

-27-(—sind)

(4) Polarkoordinaten in R". Wir definieren die Polarkoordinatenabbildung in R” durch Rekursion:

Py iRy x(0,21) x (-2, 2)"2 — R" \ {x e R" 121 > 0,x2 = 0}

P,(r,p,91,...,9n-2) = (Pp_1(r,@,91,...,9,-3)cos Op_9,rsind, _g)
Es ergibt sich P, (x) = y wobei
y1=rcos@cosdy---cos,_a,
y2 =rsingcosdi---cosI,_g,

yg =rsindicosdy---cosdy,_2,

Yn-1=rsind,_sgcosd,_g,

Yn=rsind,_g.

In Beispiel [10.2.2](6) haben wir gezeigt:
P,, ist ein Diffeomorphismus und

detdp, (r,@,01,...,9,) = " Leos91(cos92)? - - (cos 9p_2)" 2.
13.10.4. Folgerung. Sei [ :R" — C, f : K, ;, — C. f ist integrierbar genau dann, wenn (f oP,)|detJp, |

auf Ry x(0,27) x (-7, %)”‘2 integrierbar ist und

co 21w p-% 5
f:fo fof f(Pr(r,p)detdp, |d,_2...d1dedr.

e _I
2 2

Das Volumen der n-dimensionalen Kugel (II). Die Substitution y = Rx zeigt sofort, dass w,(R) =
R"™w,. AuBerdem gilt

W, = An(El(O)) = jl;” ]151(0) dﬂn

L p2n % _% n-1 n-2
=f f f f r* "cosdy---(cosVy—2)" “dIp—2...d01dr
o Jo J-

z
2

ISIE

s

= (folrn—ldr)(fo v d(p)(f% cosﬁldﬁl)...( i(COSf)n—2)n_2d1‘)n_2)
- -3

g
1
:_.27-[.11...In_2,
n

DN
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wobei I, := foE cos™ xdx. Wir wissen nach (I3.21), dass I,_1I; = 217”, k > 1 und daraus erhalten wir wie
im Beispiel [13.9.5]

7.[n/2

(13.32) wp, = TE+D

Sei I < [0,00) ein Intervall und die Kugelschale K; = {x € R" : ||x||2 € I}. Eine Funktion f : K; — R
heillt rotationssymmetrisch, wenn es g : I — R existiert, mit f(x) = g(|lx]2).

13.10.5. Folgerung. Sei g :I — R eine meflbare Funktion und sei f : Ki — R die rotationssymmetri-
sche Funktion definiert durch f(x) = g(||lx|l2).

(i) Ist g >0, so gilt

(13.33) fdAd, =nw, f g Ldai(r).
K; 1

(ii) f ist genau dann integrierbar, wenn g(r)r*~! integrierbar auf I ist, und dann gilt (I3.39).

21 pu/2 /2
f fdA, = f f f f grr" Ydedo;...do,_o
K; 1Jo —m/2 —7/2

=2n11---1n_2fg(r)r"_1 dr:nwnfg(r)r”_ld/ll(r).
I I

Beweis:

Das Volumen der n-dimensionalen Kugel (ITI). Sei f :R” — Ry, f(x) = e~ 1#1” Dann gilt:

f e—llxllzdxzna)nf e r"1dr (nach (I3:33)
n 0

95172

o) n—
= nwnf e_ssTl L_ds (Substitution: r? =s , 2rdr =ds))
0

=%wnf0 e ’s2 " ds=gI(3)

=w,I'(5+1).
AuBerdem gilt
f e~ x1? g Tonelli (f e dx)n =g,
n R
also
7[”/2
13.34 = .
(13.34) Wy F(% D

Dies ist die wohl eleganteste Herleitung der Formel fiir w,. Man kann

(1) Das GauBlsche Fehlerintegral wie in (I3.31) berechnen.

(2) F(%) wie in berechnen.

(3) (I3.32) wie oben herleiten.

(4) T'(§ +1) mit Hilfe der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion berechnen und schlieBlich (13.22)
erhalten.

13.11. Die LP-Raume. Sei (2, A, ) ein Mafiraum.

13.11.1. Bemerkung. Ist g:Q — [0,00] meBbar, so auch g? fiir alle p € R, (mit oco? := co). In der Tat,
ist (s) eine Folge einfacher Funktionen mit s,, /g so sind s”, einfacher Funktionen und s%, /" g”.

13.11.2. Definition. Sei f:Q — R meBbar. Fiir p ER, setze

1fllp o= (L|f|"du)ype[o,oo].

Fir p = oo setze:

I lloo := esssup|f]| :=inf{a €[0,00] : If| < a ,u—f.u.} €[0,00].
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13.11.3. Definition.
(1) Fir 0 < p < oo sei
LPQ,A, ) = LP(u) = {f : Q —RIf meBbar, [If |, < oo}.

Insbesondere
xl(u) ={f:Q—R: f y-integrierbar}.

(if) Sei A (1) := {f :Q—R: f meBbar, f =0 ,ufu} < PP ().
(iii) Betrachte auf £P(u) die Aquivalenzrelation f ~ g < f — g € A4 (). Setze
LP(Q,A, ) := LP(u) := LP(u)/-.

(iv) Fir f € LP(u) setze || f 1 := IIfllp, wo f ein Représentant von f in ZLP(u) ist. (Dann ist [|f ]|, offenbar
wohldefiniert!).

Wir wollen zeigen, dass fiir 1 < p < oo gilt: £ (u), LP(u) sind Vektorrdume, |- ||, ist eine Norm auf
LP(y), und L?(p) mit der zugehorigen Metrik ist vollstandig. Dafiir erst:

13.11.4. Satz (H6ldersche Ungleichung). Seien 1< p, g < oo, % + % =1, f,g:Q — R meBbar. Dann gilt
Ifgli<Uflp-ligly.

Beweis: Falls p =co: |fgl=Ifllgl <Iflllgleo p-fii, also [Ifgldu < [Ifldu-llglleo (analog falls g =
00).

Seien 1 < p, g <oo. Falls ||fll, =0, so |f|” =0 p-fi., also f =0 p-fii, also fg =0 p-fi. und die
Behauptung folgt.

Seien || fllp, llgllg > 0. Falls || £, = oo, so ist die Behauptung trivial.

Seien 0 < [|flp, llgllqg <oo. Nach der Youngsche Ungleichung8.2lgilt Va,b € [0,00]: al’P.pVa %a+%b,
also Vx € Q:

G gl _ LIFP  11g@)? Jo-dn
IFlp lglg ~p IF15  a lgld

1Iflp | 1lglg
pIfly  algld

IIfgII1<IIf||p'IIgIIq'( )=||f||p-llg||q. U

13.11.5. Folgerung (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Seien f,g:Q — R meBbar. Dann gilt
Ifglh<Iflz-liglez,

[ireian<|[ |f|2du)1/2-( i |g|2du)1/2.

13.11.6. Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien 1< p < oo, f,g:Q — R meBbar. Dann gilt

d.h.

If+glp <Iflp+Iglp-

Beweis: o Falls p=1: Klar wegen |f + g| < |f | +1gl.
o Falls p = oco: zz esssup|f + g| < esssup|f|+esssup|gl:
Linke Seite ist < a + fVa = esssuplf|, f = esssup|gl:
Klar, da aus |f| < ap—fi., |g] < fu—fia. folgt: |[f + gl < a+ pu—fi.
e Seil<p<oo. Seigq:= I%,also l+%=1.
Behauptung Inv, falls ||/ + gll, =0 oder |||, = oo oder gl , = co.
Gelte also keine dieser Aussagen. Dann auch || + g, < oo, denn |f + g[P und:

|f+g|pdu<f |f||f+g|p‘1du+f lgllf +glP du
Q =if+gly Q Q

T (11, + nen) |17 +67 7| ‘ A+l
2

ya
=lf+gl]

p_
p-o=1
=>Nf+gl, © <Iflp+lglp.

Korollar: 1 < p <oco=>
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e (i) £P(u)isteinR—VR

r

feLP(w,aeR= llafl, =lallfll,<oco v/
f.ee LP(w,aeR=NIf +gl, <Ifllp+ligly <oco .

L

e (ii) LP () ist ein R— VR (klar, da ./ (u) Unterraum, also L (1) Quart.-Raum).
o (iii) ||- Il , ist eine Norm auf L? (u).

-
Ifll, =0Klar, [Ifll,=0 = [oIfIPdu=0 =I|fP = Op~fi >f=0u—-fi. =>f=0 /.
lafll, =lallfl, klar (da af := Klasse von af, wo f Rep. fiir f).

~ MINK
If+glp= If+&llp < Wl +lglp =1flp+lglp.

—_——
Rep. firf +g(f +g so def.)
L

o (iv) Mit dp(f,8):=If —gllp ist LP(u) ein metrischer Raum. (v/).

13.11.7. Bemerkung. Hoélder, Cauchy-Schwarz, Minkowski gelten auch auf {meBbare Funktionen:
Q- IR}JV(M).

13.11.8. Bemerkung. Im folgenden betrachten wir nur die Funktionen-Klassen in L (u), also “Funk-
tionen“ auf Q, d.h. wir meinen stets Reprisentanten (eindeutig bestimmt bis auf Unterschiede auf
p-Nullmengen).

Ist ungeféhrlich, da VR-Str. und || - ||, durch Représentanten definiert (und wohldefiniert).

13.11.9. Satz (Satz von Fischer-Riesz). 1< p <oco=
(LP (u),dp) ist ein vollstdndig metrischer Raum, d.h.

(Lp(u), Il ||p) ist ein Banach-Raum.

Beweis zu Fischer-Riesz: Sei (f,,),en eine Cauchy-Folge in (LP (u),dp).
Zu zeigen: 3f € L () mit ||f, — fll, — O fiir n — oo.
e Falls 1< p<oo:
Wahle Teilfolge (fn,)nen mit [|fm = fny | p < g5 Ve € NVm = ny, (geht, da CF).
Schreibe g, := fy, — fn;,,- Dann Yn e N:

(killgll)

MNK

n n 1
Z lgnllp < Z 7 <

p

Satz tiber non. Konv. (angewiesen auf Repriasentanten der g, und (22:1 lgr I)p — (ZZ":l lgu I)p):
[1X22, Igul ||p <1, insbesondere gilt p—f.ii. (X532, 1gx1)” <oo, also X2, gy < cop—f.ii..

= ¥ g, konv. u—fii., d.h. (fn1 fnk) konv. u— £ii., d.h. (fnk)keN konv. u— fi..

Sei f : Q) — R meBbar mit f,, — fu—fi..

Behauptung:
If1—fll, — 0 und (da insbesondere || fll, < I fullp + lIfn = fl, <oo):f € LF.
Beweis:
Seie>0.Sei N so,daB [|[f¢— fmlp<eVl,m=N.
Dann Vm = N:
) FATOU
f If—fmlpdpzf lim |fn, - fIPdpy < lim 1nff |frn, —FIPdp<eP.
Q Qk—oo k—oo Q

—— ———
<ePVEk mit np=N

Also If = fmllp <€P.

o Falls p = co: Nach Definition von | - |o, ist

C:= U eQlfa@I>IfnlloctU U &€ Qlfm(x) = Fal) > I fm = frlloo}

neN m,neN
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eine p-Nullmenge. AuBerhalb von C gilt: f,(x) € R und | £ (x) — £ ()| < Il f — fnllo, also (fn(x))
CF, also konv.
=>?f :Q — RmeBbar: f,, —» fu—fi., dh. — f auBerhalb von C.

Behauptung:

1fn=Flloo— O ( insbesondere  ||flls  <oo,dh. fe€ L°°(u)).
=lfrll+fa=1flloo

Beweis:

e >0 vorgegeben, N so,dalBl ||/, — fimllco <€VR,m = N.
Dann Vn=NVx¢C:

[fn(x) = f(x)] =1ir}ln|fn(x)—fm(x)| <1ir¥ln||fn—fm||oo<£-
Also |lfn—flloo <€VR3N.

L

13.11.10. Bemerkung. Fiir f,g € L%(u) setze (f,g) := Jofgdu (... < co wegen Holder). Offenbar f,g
R-bilinear, symm., {f,f) =0, “=“ <« f =0, also (,) ein SKP. Dann zugehorige Norm /(,)z2 = |- ll2.

Korollar: (L2(u),(,)) ist ein Hilbertraum, d.h. ein VR mit einem SKP, so daB der VR mit der zugehérigen
Norm ein Banach-Raum ist.

§2.10 Konvergenz dem MaB nach

Sei (2, A, u) Mafiraum.

13.11.11. Definition. Seien f,f1,f2,... meBbare Funktionen: Q — R.
(fn) konvergiert dem Maf3 nach oder u-stochastisch gegen f, Bez.: [, £ f, wenn gilt: Va > 0V A € of mit
H(A) < oo:

,u({lfn—f| >a}nA) — 0 fiir n — oo.

(tberfl. falls p(Q) < o).
13.11.12. Satz. Sei u o-endlich, f, £ f, fn £ g. Dann f = gu—fi..

Beweis: Ist A € of mit u(A) < oo, so

1 s} 1 s}
u({f;ég}ﬂA)<u(U{|f—g|2—}nA)<Z u({lf—glz—}nA => 0=0.
keN k k=1 k k=1

-

Su(lIfn—F1z 50 A)+u({lfo—glz 55 1nA)
Wende dies an auf Folge A1,A mit U,A, =SL = uf{lf #gl}=0.

13.11.13. Satz. Falls f, — fu—Ffii. (reicht: foa — flapi—fii. YA € of mit i(A) < 00), so auch fy, = f.

Beweis: Sei y(A) <oound a > 0. Weil:
Ozu({r}i_{{.losuplfn—fl Za}nA) =u({ igg(suplfm—fl) Za}mA)
= u((Yisup|fm ~ f12 @} A) = lim p(lsup|fn ~ F12 @} A = lim p(Uf ~ £12 @)

13.11.14. Satz. f, LA f © VA e of mit W(A) endlich: Jede Teilfolge von (f;,) enthdlt eine Teilfolge, die auf
A u—fii. gegen fia konvergiert.

Beweis: “ = “: Sei Teilfolge gegeben, ebenfalls £ f = sei oBdA die ganze Folge. Zu k € N wihle nj e N
mit u({lfm NE k%}nA) < 5Vm = ny. (Geht, da ... < ,u({lfm —fl= #}nA) +u({|fnk —fl= #}nA)
und Vorauss.). Wihle (nj) auBlerdem strikt mon. steigend. Setze

1
c=NU ({|fnk+1 — fo, | = —z}nA) = 1(C) = lim p(U) =0.
leNk=¢ k l=o0 " \pzy

~~ ——
HEIS kot 15

wl"‘

Fiir jedes w € A\C ist |5, ,, (W) —fr, (W)] < k% fiir fast alle &, also ), (fnkﬂ(w)—fnk(w)) (abs.) konvergent,
also (f nk(w)) konvergiert gegen =: f *(w). f meBbare Funktion auf A\C, nach Forts. durch 0 oder auf A.
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« .. Satz2 U o, Satzl . .
Nun fnk|A _’f N_f'u' = fnk‘A _’f ﬂ(A?<oof|A ny“_f'u':”fnkm _’f\A“_f'u"

“<“ Sei u(A) <oound a > 0. Sei (fnk) eine Teilfolge von (f7,).

Voraussetzung = (fnk) hat Teilfolge, die u —f.ii., also auch p-stoch., auf A gegen f|4 kovergiert.
Also: u({lfn, — fI = a}n A) hat Teilfolge — 0.
Dies Vrr(fy | = 1(lIfn — f1 = a}n A) = 0,

Korollar: 5, £ f,7:R—Rstetig = yof,u—yof. [Klar mit Satz 3!]
13.11.15. Satz. Sei 1< p<oo, lIfn—Ffl, — 0= fn 5 f.

Beweis:

emma s.u.

L 1
wWA)<oo,a>0=>ullfn—-flzainA)<u(fn—flza) < a—pfglfn—flpdu—>0fiirn—>oo.

Auch fiir p =0 mit ||fn|A —fiall1 nach UA 22.

13.11.16. Lemma (Tschebyscheff-Markov-Ungleichung). f:Q — R mefSbar (p=2), a>0, 1< p <oo

1
= | pdlif1 = a) < —pf Pyl
a Q

Beweis:

f Iflpd,uzf Iflpduzf apd,uzap',u({lflza}).
Q {IfIza} {IfIza}

211
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14. INTEGRATION AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

14.1. Das Integral einer Differentialform. In §12.6lhaben wir das Integral einer 1-Form ldngs einer
Kurve definiert. Analog fithren wir das Integral einer n-Form auf einer n-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit.

14.1.1. Definition. Sei A € L(R"). Fiir jede n—Form w : A — A"(R™)* gibt es eine eindeutig bestimmte
f:A—-Rmitw=fdxiA... \dx,. Die Form w heilt nicht-negativ, geschrieben w > 0, falls f > 0. Die
Form w heil3t mefbar (bzw. integrierbar), falls f meBibar (bzw. integrierbar) ist. Nehmen wir an, dass w
meBbar und w > 0 oder w integrierbar ist, so definieren wir

Lw::fAfd)Ln.

14.1.2. Satz (Transformationssatz fiir n-Formen). Seien U,V cR"” offen, ® : U — V ein C>°-Diffeomorphismus

mit konstanten Vorzeichen £(®). Sei w eine mefbare n-Form aufV.

(i) Ist w nicht-negativ, so ist e(P)®* w nicht-negativ und mefbar und gilt

(14.1) fwze(d))f d*w.
|4 U

(ii) w is genau dann integrierbar, wenn ®* w integrierbar ist, und es gilt dann (I4.1).

Beweis: Seiw=fdy; A...Ady,. Dann gilt ®*w =(f o ®)detJp dx1 A... Adx, also
fw:f fd)Lnf(fofD)ldetfbld)Ln=£(<D)f(fo(l>)detJ<p dh,
14 4 U U
=E(®)f d*w. O
U

14.1.3. Definition. Sei M eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A ¢ M heifit
Lebesgue—mefbar (bzw. Nullmenge), wenn fiir jede Karte (U, ¢) von M die Menge p(ANU) c R" Lebesgue—
meBbar (bzw. Nullmenge) ist.

Diese Begriffe sind wohldefiniert, da Lebesgue-meBbare Mengen und Nullmengen in R” unter C'—
Abbildungen in ebensolche iibergehen und die Karteniibergéinge zwischen zwei Karten der Klasse C!
sind.

14.1.4. Satz. Sei A c M. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:
(1) A ist Lebesgue-mefibar (bzw. Nullmenge) in M,

(2) Fiir jedes a € A, gibt es eine Karte ¢ :U — V mit a € U derart, daf3 p(ANU) eine Lebesgue-mefibar
(bzw. Nullmenge) in R™ ist.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir Nullmengen. Der Fall der Lebesgue-mef3baren Mengen ist ganz
analog.

(1) > (2) ist offensichtlich. Zu (2) = (1): Sei ¢; : U1 — V] eine Karte. Falls AnU; = @ ist p1(A) =@
eine Nullmenge. Falls AnU; # @ sei a € AnU;. Es gibt ¢ : U — V mit a € U und ¢(A) Nullmenge
in R”. Sei W = U nUj. Die Abbildung © : p(W) — ¢1(W), © = ¢1 0 ¢! ist ein Diffeomorphismus. Der
Satz impliziert, daB O(@(W n A)) = ¢1(A N W) eine Nullmenge ist. Weil der Punkt a willkiirlich
gewihlt ist, finden wir eine Uberdekung U von A NnU; mit Kartengebiete U, so dass ¢1(ANU) eine
Nullmenge ist. Weil A c RN, besitzt A eine abzéhlbare Basis also nach dem Satz[8.6.9]von Lindelsf gibt
es eine abzdhlbare Teiliiberdeckung A NU; = Up>1(A N W) mit ¢1(A N W) Nullmenge. Dann ist auch
p1(ANU1) = Up>1901(A N W) eine Nullmenge. O

14.1.5. Satz. Die Menge L(M) aller mef3baren Teilmenge von M bildet eine g-Algebra, die die g-Algebra
der Borelmengen von M enthilt. Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

14.1.6. Definition. Sei M" c RN eine orientierte n—dimensionale Untermanigfaltigkeit und wy; die
Volumenform von M. Fiir jede n—Form w auf M gibt es eine eindeutig bestimmte f : M — Rmit w = f wyy.
Die Form w heil3t nicht-negativ, geschrieben w > 0, falls f > 0. Setze w; := f+wy und w- := f_wy. Die
Form w heillt mefbar, falls f (L(M), B(R))-meBbar ist.

14.1.7. Bemerkung. o ist meBbar <= Fiir jede Karte (U,¢) von M ist (¢~1)*w meBbar auf o(U) c R".
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Wir definieren das Integral einer mefbaren nicht-negativen n-Form in drei Schritten. Zunéchst auf
kompakte Teilmengen enthalten in Kartengebiete, dann auf beliebige kompakte Teilmengen und schlie$3-
lich auf der ganzen Untermannigfaltigkeit durch eine kompakte Ausschépfung. Fiir den zweiten Schritt

brauchen wir den folgenden Begriff.

14.1.8. Definition. Sei K c M eine kompakte Teilmenge. Eine fast disjunkte Zerlegung von K ist eine
Menge {K1,...,K,} von kompakten Teilmengen mit

(1) K=u",K;

(2) Vi#j K;nKj ist eine Nullmenge in M.

Beispiel. Sei W ein kompakter Wiirfel. Eine Unterteilung von W durch fortgesetzte Kanten—Halbierung
ist eine fast—disjunkte Zerlegung.

14.1.9. Satz. Jede kompakte Teilmenge K c M hat eine fast disjunkte Zerlegung {K1,..., Ky} mit K; cU;,
wobei (Uj, ;) sind Karten mit konstanten Vorzeichen.

Beweis: Fiir x € K wihle eine Karte (U, ¢,) mit x € U, und U, zusammenhéngend, also mit £(¢,) kon-
stant. Sei B, eine kompakte Kugel mit ¢(x) € By € ¢(Uy). Dann ist {p;'(B,)} eine offene Uberdeckung
von K. Wihle eine endliche Teiliiberdeckung {(pi_l(B D)y

Sei K| = p71(B1), und K} = ¢; 1B \Uy<; ¢; 1(B)) fiir i =2,...,m. Fiir i < j ist K| nK'c ¢;1(0B;) eine
Nullmenge. Wir setzen K; = K nK;. Dann ist {K1,...,K,} eine fast disjunkte Zerlegung von K. ]

14.1.10. Definition. Seien M" c RN eine orientierte n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und w eine
meBbare nicht-negative n—Form auf M.

(i) Sei K eine kompakte Teilmenge von M und (U, ¢) eine Karte mit konstanten Vorzeichen und K c U.
Wir setzen

(14.2) f w := () (™) w
K @(K)
Ist w = fwy, so gilt nach (12.29)

= o 1)\ /det(g;)dA, .
wa fwmv o1\ /det(g; )

(i1) Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von M und {Kj,...,K,} eine fast disjunkte Zerlegung von
K. Wir setzen

| 0= Z Ze«pl) (07D ()

L

(>ii1) Sei {K;};en eine Ausschtjpfung von M mlt kompakten Tellmengen. Definiere

f w:=1lm | w
M 1—00JK;

Ist A € L(M) eine mefibare Teilmenge, so setzen wir

fw::f law
A M

(iv) Das Volumen einer mefibaren Teilmenge-1n A € £L(M) wird definiert durch
vol(A) :=vol,(A):= f wy = f Tawy
A M

Wir setzen ein Index in vol,(A) weil z.B. vol,,(S* 1) = 0 (da S* ! eine Nullmenge in R” ist) aber
vol,—1(S™ 1) # 0 (das ist das Oberflacheninhalt der Einheitssphére).

14.1.11. Satz. Das Integral einer nicht-negativen mefbaren n-Form ist wohldefiniert.

Beweis: (i) Sei ¢ : U — V; eine weitere Karte mit e(¢1) konstant. Dann ist gooq()I1 : Vi — V7 ein
Diffeomorphismus und e(¢1 o @) = €(¢1) - €(p). Nach dem Transformationssatz[14.1.2] gilt

f((p_l)*w=6((p0<pil)f ((pO(pII)*(w_I)*w=6(<p1)6((p)f (1Y o (o™ H o
1’4 Vi 1%
=6(<p1)€((p)f ((p[l) w
\%1

weil p* (1" = (¢ Lp)* =1d* =1d. Also E((p)fv(q)_l)*w = E((p1)fv (p1H*w
1



214 ANALYSIS I-III, 2011/2013

(ii) Sei {L1,...,Lq} eine andere fast disjunkte Zerlegung von K mit L; c W; wobei (W}, ;) Karten kon-
stantem Vorzeichen sind. Dann ist {K; NL1,...,K; N L4} eine fast disjunkte Zerlegung von K; fiir jedes
i=1,...,m und daher {¢;(K; N L1),...,9;(K; N Lg)} eine fast disjunkte Zerlegung von ¢;(K;). Dann gilt

m
e(p;) _1) w= e(; f (<p‘1) w
i:zl )i lzljz Vo)

q
—1y* —1\*
lzljz E(WJ) JK LJ)(ll/‘j ) w—jglf(wj) u,j(LJ)(u/‘j ) w
(ii1) Seien K c L kompakte Teilmengen. Eine fast disjunkte Zerlegung von L induziert eine fast dis-
junkte Zerlegung von K. Daher folgt, dass [y w < [; w. Diese Bemerkung impliziert sofort, dass fiir
zwei Ausschopfungen {K;};en und {L }jen gilt

lim | o<lim | w

i—oo JK; j—oolJL;

und auch die umgekehrte Ungleichung. Il

14.1.12. Definition. Sei M" c RY eine orientierte n—dimensionale Untermanigfaltigkeit. Eine meBbare
n-Form w auf M heilit integrierbar auf M, falls

[[onceer [0 <
o -

Sei A € L(M). Wir sagen, dass w ist integrierbar auf A, falls 14 w inegrierbar auf M ist. Wir setzen

fw:zf law.
A M

Eine meBbare Funktion f : M — C heilt integrierbar auf M, falls die n-Form fwjs integrierbar ist,

Wir setzen dann

wobei wys die Volumenform von M ist. In der klassichen Vektoranalysis schreibt man dS := wy; und

ffds:f fou.
M M

ds:f o), [det(g;)dA,,.
fo | oo faettar)

Ist (U, @) eine Karte, so ist

Beispiele:
(i) Eine meBbare n—Form ist auf einer Nullmenge A integrierbar und [, w =0
(ii) Ist w integrierbar auf A € L(M) und B € L(M), B c A, so ist w integrierbar auf B.

(iii) Eine stetige n—Form ist auf einer kompakten Teilmenge integrierbar. Insbesondere ist das Volumen
einer kompakten Teilmenge endlich.

(iv) Wir berechnen das Volumen x,_1(R) der Sphére S” 1= {x e R": |x|ls = R}. Wir orientieren dabei
die Spire als Rand der Kugel Br(0). Die Volumenform 1st

1 ; —
a)sln?-1 21—2 Z(—l)J+1xjdxl/\.../\dxj/\.../\dxn

Betrachte die Parametrisierung ist

¥:(0,2m) x (—Z,2)"7% — SEI\{x e R" 121 > 0,x2 = 0}

Y(p,91,...,90-2) =Pp(R,p,01,...,90_2)
Sie ist orientierungserhaltend, da

¥ og1 = R™ (cos91)(cos 92)? -+ (cos p—2)" 2dp NdO1 N ... AdOp_s2,
und der Koeffizient von dp Ad 91 A ... AdD,—_2 positiv ist. AuBerdem ist
={xe S;‘{l :x1 > 0,x9 = 0}

eine Nullmenge in S 1’%_1 ist. Dann gilt

VOI(S?{_I)Z‘/‘(US;%—lz f Wgno1 = f \P*G)S;%—l

-1 1 -2
Sk S hA ©02mx(-2.8)"
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also
Kn-1(R) = f R" Ycos 91)(cos 92)% -+ (cos 0, _2)" 2depd ;1 ...d 0, o
02m<(-3.3)"
(14.3) Kn-1(R)=R" %1,
wobei
(14.4) Kno1:=vol(S" 1 =nw,, wobeiw, =21,B1(0))

(v) Es gilt die folgende Form des Satzes von Fubini (zwiebelweise Integration): Ist f : R” — R integrier-
bar, dann ist fiir fast alle r € R; die Funktion f iiber S ?‘1 integrierbar und es gilt:

oo o0
f Fdh, = f ( de)dr: f ( f(rx)dS)r”_ldr
R? 0 \Jsp-l 0 \Jsnt
14.1.13. Satz.

(i) Sind w1,wq integrierbar auf A € L(M) und A1,A2 € R, so ist Aiw1 + Aawe integrierbar auf A € L(M)

und gilt
f(ﬂlw1+ﬂgw2)=ﬂ1f w1+7L2f w9 .
A A A

(ii) Sei w integrierbar oder mefibar und nicht-negativ. Sei A € L(M) und A =132, A; eine Zerlegung von

A mit A; € L(M). Dann gilt
[e.0]
w= w.
fA i:z:lfAi

(iii) (Transformationssatz) Seien M, N orientiert und f : M — N ein Diffeomeorphismus mit konstantem
Vorzeichen. Dann gilt: Eine n-Form w € Q™(N) ist genau dann integrierbar, wenn f*w € Q"(M) integrier-
bar ist und dann

(14.5) fw:e(f)f ffw.
N M

Wir geben nun eine Anwendung des Integrals.

14.1.14. Satz (Satz vom Igel, Hairy Ball Theorem). Sei n gerade, dann hat jedes Vektorfeld auf S™ eine
Nullstelle.

Beweis: Sei X € X(S") d.h. X:S" — R, X(p) L p (weil T,S™ ={v € R**1:v L p}). Nehmen wir an,
X(p) wire verschieden von Null fur alle p € S”. O.B.d.A. kann dann | X(p)|| = 1 gesetzt werden. Sei
£> 0. Eine leichte Rechnung liefert [|p + eX(p)||2 = 1+ £2. Sei n(e) := (1 + £2)/2. Betrachte

fe:S" _’SZ(E)’ fe(p)=p+eX(p)

Sei w = Z;.‘;’%(—l)j“xjdxl Ao AdXI A Adx™ € QM(R™Y). Dann ist w, = wlgr positiv fiir die Orien-
tierung von S? als Rand von B,(0).

Wir berechnen zunéchst f;'w = f; w(). Dafiir erweitern wir f; auf einer Umgebung U von S™ (in-
dem wir X erweitern zum Beispiel zu X (p) = X(p/|pl)), berechnen f;w in dieser Umgebung und dann
schrinken wir wieder auf S” ein. Es ergibt sich

n+l . . —
flo=Y (W fldfIn. ndflin.. . ndfIH!
J=1

=w+eag+...+e" a, =w+elag+... +e"ay),

mit ay,...,a, glatte n-Formen in einer Umgebung von S”. Es folgt
fewlgn=w+elag+...+€"ap)lsr =(1+(go+... +£"gnle)w,

wobei gg,...,g, € C°(S™).

Behauptung: Die Abbildung f; ist ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus fiir € geniigend klein.
Der Beweis der Behauptung erfolgt in drei Schritten.

Schritt 1: f. ist eine orientierungserhaltende Immersion fiir € geniigend klein. In der Tat, man kann &g
finden, so dass fiir e <eg gilt 1 +e(go+...+€"g,) > % Damit ist /¥ > 0 und daraus folgt leicht, dass f
eine orientierungserhaltende Immersion ist.

Schritt 2: f¢ ist injektiv fiir geniigend kleine €. Ware dem nicht so, dann wiirden Folgen ¢; \, 0 und
DPr # qr € S" existieren, so dass f¢, (pr) = pr +€xX(pr) = qr + €:X(qr) = fe(qr) . Dann ware aber
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Pr=ak _ o, X(ap)-X(gp)
pr—arl ~ kTX(gn)-X(gp)"
Null konvergiert. Widerspruch.

Schritt 3: f, ist ein Diffeomorphismus fiir € gentigend klein. Im f; ist offen, weil f; lokaler Diffeomor-
phismus ist (da Immersion zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension ist). Im f; ist weiter kom-
pakt (f: ist stetig, S™ kompakt), also abgeschlossen. Aulerdem ist das Bild von f; nicht leer. Daraus
folgt, dass Imf; = SZ(e) (weil S?,(a) zusammenhingend ist). Also ist fr bijektiv und somit f. Diffeo-
morphismus, da ein bijektiver lokaler Diffeomorphismus ein Diffeomorphismus ist. Die Schritte 1-3
beweisen die Behauptung.

Die Form %wr ist die Volumenform von S? also vol(S?) = Sn %wr. Nun gilt nach (@4.3): vol(S?) = r"xp,

mit x, = vol(S™). Es folgt [, snWr = r+1x,. . Mit Hilfe des Transformationssatzes IZ.1.13(iii) erhalten wir:

n(e)" 1k, = f a)=ffg*w=f(w+£a0+...+£”+1an)=Kn+£fa0+...+£"+1fan,
S N N N Sn

Man sieht sofort, dass die linke Seite Norm 1 hat und die rechte Seite gegen

3@)
Man hat also insgesamt
n+1
(1+6>) 2 x, :Kn+£fa0+...+£"+1fan
N NG
Man sieht, dass auf der rechten Seite ein Polynom in ¢ steht. Auf der linken Seite steht nur dann ein

Polynom in ¢, wenn n ungerade ist. Fiir gerade n erhilt man einen Widerspruch, es existiert also kein
nullstellenfreies Vektorfeld. [l

14.2. Der Satz von Stokes.

14.2.1. Satz (Stokes). Seien M eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit von RN und D c
M eine glatt berandete Teilmenge. Sei w eine (n —1)-Form der Klasse €1, so dass D nsuppw kompakt ist.
Dann gilt

(14.6) f t*wzfdw
oD D

wobei 0D mit der Randorientierung versehen ist und t:0D — M die Inklusion ist.

fw:zf Fw,
oD oD

wobei ¢ : 0D — M die Inklusion ist, d.h.t* w ist die Einschdnkung von w auf dD. Der Beweis zeigt auch:

Meistens wird kurz geschrieben

14.2.2. Satz. Ist M n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, so gilt fiir alle (n —1)-Formen w
der Klasse C mit kompaktem Triger auf M:

(14.7) f dw=0.
M

Insbesondere gilt @& fiir alle (n—1)-Formen w der Klasse C! mit auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
M.

Wenn 0D = @ vereinbaren wir, dass

f wzfa)::O.
oD @

Wegen Satz[14.2.2] gilt dann mit dieser Vereinbarung den Satz[14.2.3] auch wenn oD = @.

Beweis: 1. Schritt. Wir reduzieren zunéchst das Problem zum Fall, wenn den Tréiger von o in einem
Kartengebiet enthalten ist. Dies geschiet typischerweise durch Benutzung einer Zerlegung der Eins.
Sei K := D nsuppw und sei (U1,¢1),...,({Un,p,) Karten auf M mit folgenden Eigenschaften:

o Alle (U, ;) haben konstanten Vorzeichen,

e Kc UgilUi,

o (Uj, ;) ist eine D-Karte, falls U; ndD # @.
Dies erreichen wir, indem wir fiir jeden Punkt x € 0D N K eine D-Karte (Uy,¢,) und fiir jeden Punkt
x € K\ 0D eine Karte (Uy, ;) mit U, NndD = @ und jeweils x € U, wahlen. Die U, werden dabei zu-
sammenhéingend gewihlt, also mit konstanten Vorzeichen. Wegen der Kompaktheit von K besitzt die
offene Uberdeckung {Uy}.ex eine Teilitberdeckung.
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Dann ist {Uj,...,U,,X \ K} eine offene Uberdeckung von M. Sei {A1,...,Am,Am+1} eine untergeord-
nete Zerlegung der Eins. Da Ap,4+1 =0 auf K gilt 377, 1; = 1 auf K. Wir werden beweisen, dass

(14.8) Aiw =f d(A;w), furallei=1,...,m
oD D

m m
= = /l = A/
faDw faDmKw faDmK(i:Zl ,)w faD(izzl l)w
und weiter erhalten wir

m i @3 & S
/li — /li = d/li = d/li
faD(; )wi;ww i:zlfz)(w) fDi;(a})

Nach der Leibniz-Regel gilt:

Es gilt

S dhiw)=3 (a2 nw+2; do) =d(iﬂti) Aw+(i/1i)dw
i=1 i=1 i=1 i=1

Nunist w=0und dw=0auf M\K und 37", A; =1, d( ;ilxli) =0 auf K also

m m m m
f de w)—f (Z/I )/\w+(2)ti)dw=f d( Y ) no+ (Y Ai)do
i=1 i=1 K ti=1 i=1
f dw= f dw
Diese Kette von Gleichungen zeigt, dass (14.6) aus (14.8) folgt. Wir beweisen nun (I4.8).
2. Schritt. Den Beweis von (I4.8) reduzieren wir zu einer Rechnung in R™. Der Einfachheitshalber
schreiben wir U = Uj, Ajw =1, ¢; = ¢. Wegen der Definition [14.2] gilt

(14.9) f dn = e(g) f @7 @ =ep) dg™H*
@(UND UnD)

pUn
Ist UnoD = @, so gilt n =0 auf 0D also

(14.10) f n=0.
oD

Ist U;ndD # @, so ist (U,¢ = (x1,...,x,)) eine D-karte. Laut Beispiel 12.4.8] ist das Vorzeichen der
Abbildung ¢lspny = @otsp : 0D NU — AR™ auch e(¢). Es gilt (¢lopay) ! = t(;Il) op loipn und deshalb
(@lopat) ™" = tgn 0 (@™ H* 0 (155)* . Mit (LB folgt

(14.11) f 12on = e(p) ((@lop U)_l)*t* =¢( )f Lymn ( _1)*
oDNU op'l ¢ @(DNU) lopn op™l 4 OR™ orz ¥ 7

Die Gleichheiten (14.9) (I4.10), (14.17) zeigen, dass um (14.8) zu beweisen reicht es, fiir die Form «a :=
(p~1)*n folgendes zu zeigen:

(14.12) da 0,

(14.13) f da= f
n OR"

3. Schritt. Wir beweisen nun (IZ12) und (IZI3). Sei a eine C! (n —1)-Form in R”, mit kompaktem
Tréager, suppa < [—r,r]”, fir r > 0; a hat die Form

n ; —
a=Y (-1Y*"fidxi A Adxj AL Adxy

j=1
mit f; € Gé([—r,r]"). Daher
daz(;ﬁ)dazl/\.../\dxn, da=Y fnaxj‘”
Sei je{l,...,n} fest. Nach dem Satz von Fubini gilt
ij 6fJ
(14.14) n @ An j;@n 1 f axj dxj dAn-1(x1,..., j’ %)
Der Hauptsatz angewendet auf ¢t — f(x1,...,t,...,x,) liefert
0
(14.15) fj dx;j fj dxl fiter,...,ryox0) = fi(x1,..., =1, %) =0
R 0x; —r 0x;
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weil fi(x1,...,r,..., %) = fj(x1,...,—7,...,2,) = 0. Daher verschwinden alle Integrale aus (14.14) und
| da= f %% —LdA, =0

und somit gilt (I4.12). Wir beweisen nun m Esist

14.16 d =
( ) a= Z - 6xj

Sei je{l,...,n—1} fest. Nach dem Satz von Fublm gilt

afj f]
—dA —f f d d/l e Xjyen,
- axj n R (—00,0] a xj n— l(xl xn)
und (14.15) liefert
(14.17) of; 2LdA, =0, je{l,...,n—1}.

Re 0X;

Fiir j = n gilt nach dem Satz von Fubini

0 ofn

04 09
ﬁ dxp = f ﬁ dxn = fn(x1,...,%0-1,0) = fr(x1,...,xn-1,—-1)
—00 axn -r ax
= fn(xl;- .. ’xn—l,o)
Folglich
0fn
(1418) d//"n - fn(xly---,xn—lao)dan—l(xl,---,xn—l)
rRe 0xp, Rr-1

Nach Definition des Integrals

f L*aze(w)f v a
oRn Rt

wobei 1 : R"~1 - 9R" die Parametrisierung (x1,...,x,-1) — (x1,...,%,-1,0) ist. Da s> a der duflere Norma-
lenvektor zu R” ist, ist das Vorzeichen dieser Parametrisierung das Vorzeichen der Basis (m, 6671 . 6xn - =)=
(en5e17 s ;en—l), dh (_1)n_1-

Es ist klar, dass toy =y, w*1* = (loy)* = ¢* und die zuriickgezogene Form y*a auf R*~! erhalten
wir, indem wir ,x, =0 in der Ausdruck von a ersetzen“:

vira=yra= (1" (x1,..., xn-1,00dx1 A ... AdXp_1.
Also
f Hfa :(—1)”_1f 71(—1)”+1fn(x1,...,xn_l,O)dxl Ao Ndxp_1
(14.19) o .
= [ o 1,01 5o0)
R?-

Nach (I4.16), (14.17), (14.18) und (@419 erhalten wir schlieBlich

& afj afn
= v An— A An— n yeeesdn—1, An— yeeesdn—
fn@n da JZI - ax,d fn 5, d fo (x1,..,%0-1,0)d Ap_1(x1,...,%n-1)

=f Ga
OR™
d.h. @4.13D. O

14.2.3. Satz (Satz von Gauss-Ostrogradski, Divergenzsatz). Seien M eine n-dimensionale orientierte
Untermannigfaltigkeit von RN und D c M eine glatt berandete Teilmenge. Sei X € % (M) ein Vektorfeld
der Klasse C1, so dass D nsuppX kompakt ist. Dann gilt

(14.20) f diviX)wpy = f (X,v)wap
D oD

wobei 0D mit der Randorientierung versehen ist, v das duflere Einheitsnormalenfeld von D ist und wsp
das Volumenform von 0D ist.
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15. LOSUNGEN ZU DEN AUFGABEN

Aufgabe Wir wenden den binomischer Lehrsatz:
2 In
(15.1) A+x)" =Y | |*.
k=1 k
Zu a): Setze x = 1 in (I5.J) ~~ Behauptung.

Alternativ: Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge ist 2". Diese Anzahl ist aber auch
die Summe der Anzahlen der 0-elementigen Teilmengen (d. h. (j)), 1-elementigen Teilmengen (d. h. (7)),
... , k-elementigen Teilmengen (d. h. (})), ... , n-elementigen Teilmengen (d. h. (7).

b): Wir nutzen die Formel
n n—-1
k =

(fur £ = 0 beide Glieder sind Null, weil (';l) =0 fur [ <0). Dann gilt

o (n-1 .
= Z n Eo1 nach der obigen Formel
k=1 -
nlin-1
=n . Indexverschiebung: j:=%k -1
=0\ J
=n-2"1 nach a)

¢): Setze x = —1 in (I5.3) ~ Behauptung.

d): Wir nutzen die Formel
1 (n _ 1 [n+1
E+1\k) n+1\E+1)

Damit folgt
3 1 [n - 1 (n+1
—lk— = _lk
kgo( )k+1(k) k;o( )n+1(k+1)
_ - k+1 n+1
- +1]§0( ) (k+1)
1 n+1 1
R Z(—I)J(n+ ) Indexverschiebung: j:=%k +1
n+l o

3 1
T on+1

n n+1 n+1
(0% M
S

1
= —m [O — ]_] nach C)

1
n+1

Aufgabe Wir betrachten zunichst den Spezialfall x;...x, = 1. Dann lautet die Ungleichung
x1+...+x, = n. Fur n = 1 lautet die Aussage x; =1 = x; = 1, sie ist also wahr. Induktionsschluss
n ~»n+1. Seien x1,...,%xp+1 > 0 mit x1...x,4+1 = 1. Sind alle x =1 soist x1+...+xp4+1 =n+1 und
der Beweis ist fertig. Ansonsten gibt es & € {1,...,n + 1} mit x; # 1; durch Umnummerierung oBdA
k=1,dh. x; #1. Ist nun x1 < 1 so muss ein ¢ € {2,...,n + 1} existieren mit x, > 1 (sonst gilt x, < 1
fir alle £€{2,...,n+ 1} und x1...x,+1 < x1 < 1, Widerspruch). Wir kénnen o0BdA annehmen, dass ¢ =2,
d.h. x2 > 1. Sei b = x1x9. Wegen bxs3...x,+1 = 1 (n Faktoren) folgt aus der Induktionsvoraussetzung
X1%X2+X3+...+Xp+1 >n. Nun gilt (1 —x1)(1 —x2) <0 und das ist dquivalent zu 1 —x1 —x2 +x1,x2 < 0 also
x1x2 < x1 +x9 — 1. Daraus folgt:

N<x1X2+x3+...+Xp+1<x1+x2—1+x3+...+Xp41

also
n+l<xi+...+%xp+1.
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Ist x1 > 1, so muss ein £ € {2,...,n + 1} existieren, mit x, <1 0BdA x2 < 1. Dann gilt (1 —x1)(1—x2) <0
und der Beweis folgt wie oben. Allgemeiner Fall. Setze A =x1...x,. Gibt es £ €{1,...,n} mit x, = 0 so ist

die Ungleichung trivial und die Gleichheit tritt ein, genau dann, wenn x; =... =x, = 0. Sind alle x; > 0,
soist A > 0.
Setze x}, = ,\,/— Dann ist
’ ’ X1...Xn
X = =1.
X1 Xp 1

Nach dem Spezialfall folgt x| +... +x), = n also x1 +... +x, = n VA . Dabei gilt das Gleichheitszeichen
genau dann, wenn alle x) = 1, d.h. x, = V/A.
Aufgabe (i) Die AGM- Ungleichung liefert:

Zakzn{‘/al,...an, Z—zn" .
k=1 k=1 ap aj...an

Durch Multiplikation folgt die Behauptung. Die Gleichheit tritt ein, genau dann, wenn Gleichheit in

beiden obigen Ungleichungen eintritt, also genau dann, wenn a1 =...=a,.
(ii) Zur 1. Ungleichung. Wende die Bernoulli- Ungleichung an: (1+ “T_l)" >1+n- “T_l
der 2. Ungleichung. Zur 2. Ungleichung. Die AGM-Ungleichung liefert:

=a oder p=1in

1 p
cl<—(pra+tn—-p)=1+—(a-1).
n n
wobei unter der n-ten Wurzel a p-mal und 1 (n — p)-mal vorkommt.

Aufgabe[l.8.8l (a)Fall 1: £>m.Dann () =0<(}). Fall2: k< m. Danngilt m <n,m-1<n-1,...,m—
k+1<n—-k+1und alle diese Zahlen sind positiv. Durch Multiplikation folgt m(m —1)...(m -k +1) <
n(n—1)...(n —k+1) und durch Division mit %! folgt die Behauptung.

(b) Zur 1. Ungleichung. Klar falls £ > m. Sei k < m, dann

k m m Kl n n n nk

1 (m| 1 m m-1 m—k+1<1nn1 n—-k+1 1(n
mk TRk om

denn =% [ ”T_[ fir e{1,...,k -1}, denn —% < —%.
Zur 2. Ungleichung.

—_ <1, weil <1,..., 1
n n n n
Zur 3. Ungleichung.
1 11 1 1 1 1
— m i _51. — e —
Rl 12 R 2 2 2kl
——
(k —1)-mal

(¢) Fall 1: m =1 (dann n = 2). Dann (1+ %)m =2, (1+ %)n >1+n- % =2, nach Bernoulli. Fall 2: m,n = 2.

Dann
1 m| 1 1 1 1\"
1+—| =141+ —<1+1 <1l+1+ 1+—] .
o LR PR eeu HE S )
Aufgabe [[.8.11l (a) 2+ % ist eine obere Schranke von M1, denn 2+ % 39 + 3 ... sind Kkleiner, iibrige
Elemente sogar negativ. Weil 2 + % € Mq,ist 2+ % =maxMi, also auch 2 + s = sule. -2+ %) =-51ist
untere Schranke von M1, denn —(2+ %), -2+ %), ... sind grosser, iibrige Elemente von M7 sogar positiv.

Da -5e M, gilt 5 mian, -5 =supM;j.

(b) Seien M, = {- 3, 9, 217, sqs---h, My = {5,5 oD 3, 4, ..}. M enthilt alle Summen von je einem Element
von M, bzw. Mé’ . Sowohl M}, als auch Mg haben ein grosstes Element: % bwz. 5. Also ist 5+ 1 g eine obere
Schranke von My und in My enthalten, also 5 +% = maxMs und deshalb auch 5 +% =supMs. Nun ist —%
eine untere Schranke von M3, da —% = min M, und alle Elemente von M sind positiv. —% ist auch die
grosste untere Schranke. Denn wére ein s > —% untere Schranke, so fiir n € N mit % <s-— (—%) (existiert
nach Eudoxos) wire —% + % < s. Widerspruch zur Wahl von s als untere Schranke! Also ist —% =infMs.
Da -1 ¢ M3 hat M kein Minimum.

(c) Sei f(x) =(x+a)(x+b)(x+c) . Dann gilt f(x) <0 firx < —cund -b<x<-aund f(x)>0fir—c<x<-b
und x > 0. Also M3 ={xeR:-c<x < —-boderx >a} , infM3 = —c ¢ M3 und M3 hat kein Minimum.
Ausserdem hat M3 keine obere Schranke, also kein Supremum und Maximum.
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Aufgabe (1) Induktion nach n € N. Fiir n = 1 gilt, nach der AGM- Ungleichung

b2 _ (ao + bo

2

(die Ungleichung ist strikt, da ag # bo, wegen a2 # b). Es folgt b1 > b% =aj.
Induktionsschluss n ~~ n + 1: nach der AGM- Ungleichung gilt

2
) >a0b0=b

an+bn\?
b2, == ”) >anb,=b
(die Ungleichung ist strikt, da a, # b, nach der Induktionsannahme). Also b,41 > ﬁ =anp41.
(i1) Sei I, =[an,b,]. Zu zeigen ist a, < an+1 <bp+1 <bp+1, d.h. I,11 <1,. Zuniachst gilt b,,1 = a”;b” <

b, © a, < b, und dies ist wahr, nach (i). Ausserdem a,.1 = b% > bi = ay. Berechne (wegen a, < a,+1
n n

):
a,+b, an—2a,+1+b, bp,—ay

1
|In+1|=bn+1_an+1=T_an+1= 2 2 =§|In|

Durch Induktion folgt |I,| < zi,,ll 1l also (I,,) ist eine Intervallschachtelung (da (2%) eine Nullfolge ist).
Sei {x} = nI,. Dann gilt a, < x < b, fur alle n € N. Ausserdem a, b, = b. Es folgt xa, < b < xb,, also
anp < % <b,, dquivalent % €la,,b,] fir alleneN, % e NI, = {x}. Somit gilt % =x,alsox2=b.

Losung mit dem Konvergenzbegriff: Es gilt a, — x, b, — x, n — co. Wegen x = lima, = lim% = %
folgt x% = b, also x = V/b.
(Beachte, dass 0 < a1 <a;, <b, fir alle n € N, also x > 0).

Aufgabe[1.8.15
@ () Es gilt

3+4i  (3+4i)2+1)

2-i |12-i2
2 11
= — 1—
5 5
und
3+4i 125
=1/ =— =5.
2—i‘ 25 V5
(i) Es gilt

A+ =2i=>1+i)®=2i)*=16.

(iii) Sei n € Z. Dann gilt

1 ,nedz
1+i\" (@+D%\" (2i\* , Ji ,nedz+1
(1—i BEE ‘(?) VT o1 neaze2

-1 ,nedZ+3

und [i"| = 1, letzteres fiir alle n.
(b) Seien z,weC.
(i) Eine direkte Rechnung gibt

|z+w|2+ Iz—wl2 =z+w)+w)+(z-w)zZ-w)= |z|2+|w|2.
(i1) Wir haben
lz +wl? = |2|* + 2Re zt + [w|?
< lzl? + 2]z + Jw/?
und
lz0|? = Rezw? + Im ziw? .
Damit folgt
Rezw = |zw]|

o Rezw=0und Imzw =0
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Seien z,w # 0. Dann folgt damit

—=—=>0
lw?
o zw >0
o Rezw und Imzw =0

Dies zeigt die Aquivalenz.

Aufgabell.8.161 (a) Der Tipp folgt leicht mit g — A = 1. Aullerdem gilt
22-1=-DE'+22+22+z2+ 1) =G -1 +gz+1)(z%—hz+1)

Die Gleichung z2 — hz + 1 = 0 hat Lésungen % +4/ %2 —1, wobei %2 —-1<0, alsoist
1
(= §(h+iv4—h2)

eine Lésung von z2 — hz +1 =0, daher auch von z° -1 =0.

(b) Wegen (5 =1 gilt |¢| = 1 und |¢¥| = |¢|* = 1 fiir alle % € N. Die angegebenen Punkte liegen also auf dem

Einheitskreis. Sie sind paarweise verschieden: { #1= (2 #{,(3 #(2,(* #(3. Wirez.B. (2=1 (o (3=

(el*=0®)soauch *=¢{"2=1/2=1also{ =¢3/{? =1. Ware {3 =1, so {2 = {5/¢3 = 1, Widerspruch.
Dasvon 1,(,...,0* gebildete Fiinfeck ist regelméssig wegen |(k+1 —(kl =|- 1||(|k =|¢—1| unabhéngig

von k. Es gilt:

'f;__ll" =1{+1]
=\ (A+OA+0
=\/1+(+{+1
=V2+h=y/1+g= \/;
=g.
Aufgabe (a) Wegen 1 1.1 hat man die Teleskopsumme

E(E+1) k Ek+1

—1, n—oo.

| no11
,;1k(k+1)_,;(5_k+1

(b) Fiir n = k + 1 schreiben wir

n+1

nt 1 n

a -k-D! (n—k)-(n-1)-n
Der erste Faktor ist nach oben beschrankt durch 1. In der letzten Bruch hat der Nenner % + 1 Faktoren
der Grossenordnung von n und wir werden damit der Zihler n* kontrollieren. Wir betrachten n so dass
n—k> g dh.n>2k>k+1und schatzen ab

k

nk 1 n*
0<— = .
n! (n—Fk-1)! (n—-k)---(n-1)- n
—_—— ——— SN
<1 >z >% >g
nk B 2k+1
< nk+l T p
(%)

und damit folgt die Behauptung.

(c) Fiir n gross genug ist ¢ < 1. Sei daher £ € N, so dass % < L. Fiir n > % gilt dann
n 2 k 2
a”_ak ﬁ a<ak (1)”_k_(2a)k 1
n! k! jokrd k! Rl 2n?

2

. eine Nullfolge ist und (Zg!)k eine Konstante, folgt die Behaup-

wobei § < % wegen j >k > 2a. Da (2%)%!\1

tung.
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(d) Man rechnet leicht nach, dass

. . Vn(n+1-n)
lim va|va+1-vn|=lim ~———
n—oo ( ) = n+1++yn
. 1
= lim —5.
n—oo 1
1+-+1

Aufgabe2.5.3] (a) Beweis mit vollstindiger Induktion iiber n € N :
(TA)n=1::x1=1€(0,2) wahr v
Induktionsschritt, n ~~n + 1:
(IV): Sein n € N und es gelte x, € (0,2).
Induktionsbehauptung: dann gilt x, .1 € (0,2).
(IS): %, €(0,2) > 2<%, +2<4=2>0<V2 <V, +2<V4=220<x,41 <2V
Dabei wurde die Monotonie von x — /x benutzt.
(b) x, € (0,2) = x, liegt zwischen den Nullstellen von x? —x —2 = 0 (d.h. zwischen —1 und 2) also
x%—xn—2<0:x,% <xp+2 =xfl+1; da x,, x,+1 > 0 folgt x,, <x,+1 fir alle n e N.
(¢) (x5)nen monoton (nach (b)) und beschrankt (nach (a)). Monotonieprinzip ~ (2 )nen konvergent.
Sei x = I}Lngo Xn. Da x, > 0 impliziert das Vergleichsprinzip dass x = 0. AuBlerdem x = nh—Ivlc}o Xn+1. Durch
Limesiibergang in xr2l 1= 2+x, folgt

x? = lim 2, = lim (2+x,) =2+ lim x, =2+x.

n—oo n—oo n—oo

SchlieBlich x% =2 +x, also x2 —x —2 =0, also x = —1 oder x = 2. Da x = 0, folgt x = 2.
Aufgabe (a) Monotonie: Fiir alle n € N gilt x, < x,41:
IA)n=1:x1=2<1+V2=xo.
(IV) Sei n € N und gelte x,, < x,+1 fur dieses n.
(IS) Es gilt xp12 =1+ /xns1 Ig/ 1+ /%p =%p+1. Mit dem Induktionsprinzip folgt die Behauptung.
(b) Beschranktheit: Fir alle n e N gilt 2 < x,, <4:
(TA)n=1:2<x1=2<4.
(IV) Sei n € N und gelte 2 < x,, <4 fir dieses n.
(IS)Esist2<1+v2 Yis VEn = Xni1 Y4 V4 = 3 < 4. Nach dem Induktionsprinzip ist die Behauptung
bewiesen.
(c) Nach (a) und (b) existiert wegen des Monotonieprinzips

tetig

= lim xp = Ii — lim1+yanY = 1

0= Jim o = Jim o1 = lim (L V)" ST L Vi
Nunistx=1+\/a_c©x—1=\/E:>x2—2x+1=x©x2—3x+1=0©x=%J_r %— =%i g=%(3i\/5).
Da 3- /5 <4 und damit 1(3 - v/5) < 2 gilt, aber alle Folgenglieder > 2 sind, muss x = 2(3 + v/5) der

Grenzwert der Folge sein.

Aufgabe Man zeigt zunéchst durch Induktion, dass x, > 0 fiir alle n € N. Fiir n € N gilt nach der

AGM-Ungleichung
a / a
(k—1x, + xk—l) =k x]:i_l'xk—_l = %
n n
also

(15.2) xn > Va

fiir alle n > 2, daher ist die Folge nach untern beschrinkt. Weiter kann die Rekursionsformel folgen-

Xn+1 =

Bl

dermaflen geschrieben werden:
1 a Xn—a
(153) Xn+l = E (k - l)xn + xi"i—_l =Xp — Kﬁ_l
und daher x,+1 < x,, fiir alle n = 2. Somit ist die Folge (x,),>2 monoton fallend. Nach dem Monotoniekri-
terium ist (x,),en konvergent. Sei x = lim,, .o x,. Nach dem Vergleichskriterium und nach (I5.2) folgt
x > ¥/a > 0. Durch Limesiibergang in der Rekursionsformel (I5.3), so bekommt man
3
X —a k

= e = .
x=x P x“=a
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Fiir £ ungerade hat x* = @ die einzige Losung x = ¥/a. Fiir k£ gerade hat x* = a zwei Losungen, also
x € {-¥a, {/a}. Da x >0 folgt aber, dass x = ¥/a. Der Grenzwert der Folge (x,), ist also x = ¥/a.

1

1 fir alle £ € {0,1,...,n} es gilt

1
AufgabeZB7 (a) Da (Z) —<
n

n nt o k=0
(b) Wir rechnen
n " (n|l 1l n>m n|1
1+—| = > —
( n k;o (k) n* k;o (k) nk
1 1nkn-1) 1 nn-1)---(n-m+1)
=1+—+—= +.o.+—
1! 2! n-n m! n---n
1 1 1 1 1 m-1
=l+—+—=|1-—|+...+—(1-—]--- (1~
1! 2! n m! n n

fir alle meNmit2<m <n.
(c) Limestibergang auf der rechten Seite von (b) beziiglich n:

1+—] >1l+—+=+...+—=xp,.

e= lim
n 1 2! m!

n—oo

1)”(b) 1 1 1

Limesiibergang beziiglich m auf der rechten Seite gibt uns dann

e> lim x,,.
m—00

Betrachten wir den Limes in der Abschétzung in (a), so bekommen wir

e < lim x,
n—oo
also insgesamt e = lim,, .o, x5,.
Aufgabe2.5.8] (a)Fiir m > n gilt
0<xm—2xm
_ 1 1.1 ( 1, 1 - 1
T+ T m!l ol i+l e+ D@R+2) T (n+D(+2)--m

1 1 1 1 )
<= + o+
nl\in+l (n+1)2 (n+1)m—"
geom.<Reihe 1 1 1- (ﬁ)m_n

! oL
n! n+1 1 —

(b) Die Aussage folgt direkt aus lim,;, oo x, = €.

(c) Da 6!6 = 4320 > 10?, haben wir e — x6 < g5 < 755 und daher ist xg = 2,718....

(d) Angenommen e = 7 mit p,q €N teilerfremd. Da nach (c) e € (2,3), ist ¢ = 2. Setze n = q, dann gilt
nach (b):

Multiplikation mit q! gibt

! ! 1
O<p(q—l)!—(q!+q—+...+q—)<—<1
1! q! q

und wir erhalten einen Widerspruch, da p(q —1)! - (q! + '{—; +...+ Z—:) € Z. Also ist e irrational.
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Aufgabe (a) Sei x, := -, mit n € N. Da fiir alle n e N: —5 < —, ist die Folge streng monoton
fallend. Dann gilt

1 1
supx; = sup E:an =—,
n

1

k>n
limsupx, = hm n Supx; = lim — =0,
n—oo Pr>n n—oon

1
inkazinf{gzk>n}=0,

k>n

liminfx, = lim infx; = lim 0=0.
n—oo n—ook>n n—oo

(b) Sei (x5,)nen eine beschiankte Folge in R.

(i) Sei C € R eine obere Schranke von (x,)nen, d.h. Vn e N:x, < C. Betrachte die Folge (¢, )nen, wobei
cp = infy >, x, =infA,, wobei A, :={x : k > n}. Da Ap41 € Ay, gilt ci11 2 cp, fiir alle n €N, das heifit,
(¢n)nen ist monoton wachsend. Aullerdem ist ¢, < x, < C fir alle n € N. Das Monotonieprinzip zeigt,
dass (¢, )nen konvergent ist und

lim ¢, =supc, = sup inf x;, = 11m1nfxn =:c.
n—oo n>1 n>1r2n

Wir zeigen, dass ¢ ein Haufungswert ist von (x,),en. Sei dafiir € > 0. Da lim,, ., ¢, = ¢, gibt es ein n(e),
so dass fir alle n > n(e): ¢, € (¢ —€,c + €). Insbesondere infA,, = ¢, < c+¢. Nun ist infA, die grofite
untere Schranke von A;, somit gibt es & = k(n) > n mit ¢ — € < ¢, <xp <c+¢. Insgesamt

In(e)Vn > n(e)dk=k(n) >n:xpe(c—¢c,c+e).

Es folgt, dass die Menge aller & € N, fur die x;, € (¢ — €, ¢ + €) gilt, unendlich ist. (Denn wére sie endlich,
dann hitte sie ein Maximum m. Fir n > max{n(¢),m} gibt es aber 2 > n > m mit x; € (c—¢,c+¢).
Widerspruch.) Somit ist ¢ = liminf, . x, ein Hiufungswert von (x,),en.
Sei nun ¢’ < liminf, .oox, = ¢ und sei € > 0 mit ¢’ + £ < c. Wegen lim, .. c, = ¢ existiert ein n(e), so
dass fiir alle n > n(e) gilt ¢, >c—¢. Dac, =infA,,, gilt x, > ¢, >c—¢c. Esgilt also {n eN:x, <c' +¢}c
{1,2,...,n(¢e) — 1}. Folglich gibt es nur endlich viele n € N mit x, € (¢’ —¢,¢’ + £) und somit ist ¢’ kein
Haufungswert von (x,)nen.

>i1) (=) Sei (x)nen konvergent mit [ =lim, .., x, und sei € > 0. Es gibt n(¢), so dass fiir alle n > n(e)
gilt x, e(l—¢,l+¢€)also A, :={xp : k> n}c(l—¢,l+¢). Folglich sind infA,,sup A, €[l —¢,l +&] und daher
gilt

limsupx, = hm supA ell—e,l+¢], sowie
n—oo

liminfx, = hm infA,ell-¢,l+€].
n—oo

Da € > 0 beliebig ist, folgt liminf, .nx, =1 =limsup,_ . %n-

(<) Seil =liminf, .. x, =limsup,,_. . %, und € > 0. Dann existiert n(e), so dass fiir alle n > n(e) gilt
supA,,infA, € (I —¢,l +€). Wegen infA,, > x, < supA, folgt auch x, € (I —¢,l + ¢). Somit ist (x,)nen
konvergent und hat den Grenzwert [.

Aufgabe 2.5.101 Zu (a,),: Wir haben lim,, o, 2+ - L = limy, oo =1 ” 1 =1und

sin(')=0, ne4z
s1n(7” =1, ned4z+1
sin(22)=0, nedzZ+2
s1n(7” = nedzZ+3
Die Teilfolgen (@4n)n, (@4n+1)n, (@4n+2)n, (@4n+3)n, sind also konvergent und ihre Grenzwerte sind 0,
-1, 1. Somit sind 0, —1, 1 Haufungswerte von (a,),. Sei a ein Haufungswert von (a,), und (an,)
eine Teilfolge, die gegen a konvergiert. Dann enthilt die Menge der Indizes {nj : £ € N} unendlich viele
Indizes aus einer der Mengen 47, 4Z + 1, 4Z + 1, oder 4Z + 3. Folglich besitzt (a,,); eine Teilfolge die
gegen 0, —1 oder 1 konvergiert, also gilt a € {0,—1,1}. Die Menge der Haufungswerte von (a,), ist also
{0,—-1,1}.
Zu (by,),: Wir haben
ne2z: cos(nm)=1=b, =(1+1)"
{n€2Z+1 : cos(nm)=-1=b,=(1-1)"
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Nun gelten lim,, o, (1+ %)n =e und
1\" -1\" 1 1 1
i (1) < (7)< L
n nmee (Fh)T nmee(1+h)" e
Die Teilfolgen (a2,), und (a2, +1),, sind also konvergent und ihre Grenzwerte sind e und % Wie oben

zeigt man, dass e und % die einzigen Hiufungswerte sind.

Aufgabe (i) 1. Fall: Sei (xp+1 — %) (Yn+1— yn) — x €R, n — oco. Fiir £ > 0 beliebig, gibt es ng € N,
so dass fur n = ng

(15.4) x—E<M<x+£ und y, >0.
Yn+1—Yn

(y») monoton steigend ~ y,+1 — v, = 0 also (I5.4) impliziert

X =) Yns1=Yn) <Xn+1—%pn <X+ E)Yns1—Yn)

= Y = Wns1—Yn)S Y, Xnr1—%n < Y, (X+E)Yn+1—Yn)

Jj=no Jj=no Jj=no
= (= &)Yn = Yng) <Xn—%ny <&+ Yn—Yng) 1:¥n
x x X
:(x—e)(l—ﬂ)+ﬂ <= <(3¢+£)(1—M)+ﬂ
Yn Yn Yn Yn Yn

no fest und y, — 00 = x,4/yn » ¥no/¥n — 0. Durch Limesiibergang fiir Teilfolgen von (x,/y,) die gegen
liminf(x,/y,), limsup(x,/y,) konvergieren,
x—€< liminfx—n slimsupx—" <x+e¢
Yn Yn
€ beliebig = liminf(x,/y,) = limsup(x,/y,) = x, d. h. (x,/y,) konvergiert und lim(x,/y,) = x.
2. Fall: (x,+1 — %)/ (yn+1—¥n) — 00 , n — co. Fiir M > 0 beliebig, gibt es ng = n(M) € N sodass fiir n = ng
gilt xp+1—yn > M(yp+1 — y»). Durch Summation von ng bis n wie oben,

Xn—%ng >MYn—Yny) |:yn>0
x x x
SIS T 1= 22 S liminf Y > M5 1im P = o
Yn Yn Yn Yn Yn

3. Fall: (x,,+1 — x,)/(yn+1— yn) — 00, n — 0o behandelt man analog.

(11) Fur Xn = an Yn =n ~>

- 0, O<ac=<1
lim 2270 imeta-1) =
Yn+1—Yn 1.

=>lim— =

a” 0, O0<ac<l
n

oo, a>1.
FﬁI‘xn:]_P+2P+...+np’yn=np+l gllt
Xn+l1—Xn _ (n+1)p _ np—{—(}{)np_l.}_... 1 Xn 1

= = — => .
Yn+1=Yn (n+DPH—pptl (P Ypp  (PIhpp-1 4. p+l yn p+l

+ +.-.+ p— +-.-+ +.-.+
Letztlich (1 +x Fn+1) = (01 *n) =X,+1 also lim nroorAa limx, .
(n+1)—-n n
Aufgabe 2.5.13] (i) Wir zeigen limsup ¥a, < limsup a;rtl =:a. Falls a =00 OK. Falls a € R sei £ >0

vorgegeben. Es gibt hichstens endlich viele Glieder von (a,+1/a,) grofler als a+¢, d. h. es gibt ein ng €N
mit a(’;—;l < a+e¢ fiir alle n = nyg.

Sang+1<(@+8)an,, apy,+2<(@+e)any+1<(a+ 6)2an0
Durch Induktion a, .+, <(a+¢€)Pay, fir p €N, oder a, < (a+€)""a,, fir n = ng. Es folgt:
Ya, = V(a +E) g, = {‘/(a +&) Map,(a+e).
Nun gilt: limsup(x,y,) < limsupx, limsup y,, also

limsup {/a, <limsup {/(a+¢&)™a,,(a+€e)=a+¢

weil {/(a+¢€)"™a,, — 1,n — oco. Da € > 0 beliebig ist ~» limsup ¥/a, < a.
(ii) (a) Wéahle a,, =n!.
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' oanyy (+ DML AL (n+ 1) 1\n
b = — = - — = = ]_+ —_ — — .
by an n!’ a, (n+1)Y nn nn ( n) ¢ n—oo

o "Wn+D! "Vt D! non+l 1

— Z.e-1=1, n — oo (nach (b)).

(

Yn! n+1 Yn! n e
Aufgabe3.5.1]
(a)
n+1
”( l)k 1_(_%) 1 3 "
I - =2 n-w
AU T ()
(b)
n 1 n—ll n—llk 1 1
—_— _—= _ —1 —1:— —
};:2413—1 k:14k k:0(4) 1_% 3, n o0
(c)
no4 noq no1 1
—=4- — =4 - -1|—-4- -1|=1, n—oo
k;sk %5}2 (;;)(5) ) (—% )
(d)
nok249k+5 M k(E—1)+3k+5
nok(k—1) nop no1
= +3-Y —+5.}Y =
,;2 E! k;k! k;kv
noo1 nooo1 noq
= +3 +5 —
,;2(1@—2)1 k;(k—l)! k;k!
—e+3e+5(e—1)=9% -5, n—oo0
da
n 1 n—21 n 1 n—ll no1 no1
= -, = T - = __1'
22(/@_2)! onx k;(k—l)! J;J! k;kl kg‘ok!
(e)
© 1 o 1
k; 4k2-1 k; (2k —1)(2k +1)
oy (i)
2 4 \2k-1 2k+1
_l.(;_ 1 )
T 212.1-1 2n+1
1(1_0)_1
=5 n — oo
0
3 oLy (B )
S kk+1)(E+2) 2 SR+l B k42
_11 1 )
2121 (m+1)(n+2)
11 1
—>—.(——O):—, n — oo
2 (92 4

Aufgabel3.5.2) (a) Die Reihen} > % und Y, > CD® gind konvergent, daher auch die Reihe ¥, > (% +=

n
Sie ist nicht absolut konvergent, da allein die Partialsummen fiir gerades n gréBer gleich

1 1 11(1
1

S+ o4+ —=—(1+=+...+
2 4 n 2 2

n
2

sind, was unbeschrankt ist.
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(b) Es gilt fiir n > 2
4% +2n-3| 4n?+2n+3 1 A+t
3n4 - 7 \3n4—n3—7_n2 g3-1_ 14
n n
4+

< 2, also auch |a,| < %

+ 2,3
Wegen - - 3, n — oo, es gibt ng €N, so dass fiir alle n > ng gﬂt '1' 72
4

Das MaJorantenknterlum impliziert, dass die Reihe Reihe absolut konvergent und damit auch konver-
gent ist.

(c) Es gilt

Anil n+D"1 4"n) e+ 1 1\* e

= . = =—|1+=-| —--<1

an 4ntl(p+ 1) nn 4nn 4 n 4

daher konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut; insbesondere konvergiert die Rei-

he.
(d) Es gilt

Varl-yn _ 1 11
n Ca(Vn+1 +/n) n\/ﬁ_n3/2

Nach dem Majorantenkriterium ist die Reihe konvergent und absolut konvergent.

0<

Aufgabe3.5.31 (i) Setze xo, := 3n fiir n e N und x9,,41: 2n+1 fiir n € Ng. Wir wenden das Wurzelkrite-
rium an:

1 1 %
\/ lxon| = 3n ﬁa 2’H\/l |x2n+1] = (5)2 !

also %/|xg,| — % und Vixon+1l — %, n — oo. Die Folge (¥/]x,)nen hat also genau zwei Haufungswert

und limsup,, .o, Vx| = % < 1. Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe absolut konvergent.

(ii) Setze xg, := a™b” fiir n € Ng und x9,4+1 := a® 15" fiir n € Ng. Wir wenden das Wurzelkriterium an:

2, 2,
Vlxonl = V1a"b| = v/|abl,
1 n+l n
2 xomr1l = la™ 10| 3T = |q| 2071 |b| 2T — \/]ab.

Daher haben wir ¥|x,| — v/lab|, n — co. Ist nun IabI% < 1, was Aquivalent ist zu |ab| < 1, so ist die
Reihe absolut konvergent. Ist [ab| > 1, so sind unendlich viele Folgeglieder im Betrag mindestens 1 und
die Reihe ist nach dem Wurzelkriterium divergent.

coe . . . npl . . . . naul
(iii) Wir betrachten die Reihe },,>¢ Zn—ﬁ und wenden das Quotientenkriterium mit a,, := znﬁ' an:

z(n+1)!n"
T+ D nd

|z F

Ty e

Daraus folgt absolute Konvergenz fiir |z| < e und Divergenz fiir |z| > e. Fiir |z| = e ist wegen (1 + %)” <e

An+1

,h — 00.

an

auch |#2+L

Aufgabe Induktion nach n € Ny.
n=0:Istxe IR>0, dannist ag := [x] € Ng. Wegen 0 <x—ag < 1ist 0 < 10(x—ag) <10 = a; := [10(x—ag)] €

{0,1,2,...,9 und 0< 10(x —ap) —a1 <1 =>0< x—ao — 5§ < 75

n—n+1: NachIVist 0< 10n(x— ") <1=0< 10" (x— X}, 25 ) < 10. Dann folgt mit ap.r =
L10n+1( Zk 0 10k)J € {0 ]_ 2 9} dass

0<10”+1( i—kk) ans1 <1

> 1 fiir alle n € N und daher ist die Reihe dort divergent.

" a a 1
= ng—gol—(fk—#;ll<w.
Zur Eindeutigkeit:
Hat eine weitere Folge (b,), >0 die beiden Eigenschaften (a) und (b), dann folgt b9 = |x] = ¢ und durch
Induktion, falls ¢ = ag,...,bp-1 = a,-1, folgt

n—1
0<10"x— Y a,10"* <1 = y—1<b,<y
k=0

-~

=y
Im Intervall (y — 1, y] befindet sich nur eine ganze Zahl, namlich |y]. Daraus folgt b, = a.
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Aufgabe Wir setzen fo =1, so dass fr+1 = fn + fn-1 fir alle n € N (sonst Induktionanfang auch
fir n = 2 nétig).

(@n=1:fo-fig=1-g= _é =(-1)1g7! (siehe Aufgabe [[.8.16) fiir die Eigenschaften der Zahl g insbe-
sondere 1—g=—§).
n—1~»sn: Esgilt
fn+1_fng=fn—1+fn_fng
=fn-1+fn(l-g)
—fn 1_&
8
1
=__(fn_gfn—1)
8

I! (_g—l) . ((_l)n—lg—(n—l))
- (_1)ng—n X
Daher

fn+1 ' 1 1 _
—g|=FIfnr1-8fnl=F8"<g" =0, n—oo

f fu BN S

wegen g > 1. Somit folgt’[;—zl—»g, fiir n — oo.

(b) n =1:ist klar. n~ n+1: Es gilt

1 _
xn+1=1+—I¥1+ fn :1+fn+2 fn+1:fn+2'
Xn fn+1 fn+1 fn+1
Damit folgt x,, — g fiir n — oo nach (a).
(c) Es gilt
i :i frio— 1
1fefree po1 kfk+1fk+2
i 1
k=1 fkfk+1 fk+1fk+2
1 1
f1f2 fn+1fn+2
1
=1-————1, n—oo.
fn+1fn+2

Aufgabe3.5.6 (a) Wegen e/ =lim, .o, X} _, % gibt es ein N € N, so dass fur alle n > N

i Izlkze\z\_§:@<§
k! kRl 37
k=N+1 k=0

Mit der Abschitzung aus[1.8.8](b) folgt fiir allen > N +1

n ElA n k n k
A ER Sl [ [P s
L k) k k3

k=N+1 n k=N+1
(b) Es gilt
%(z__ni)<§: i_niuk:g“@ 1 n-l n-k+l -0
o k \k:() k! \k|n* izo k! L
=1 -1 -1

00 k

fiir n — oo. Es folgt
N n)zk zk)
+ ——— ||+
,;0((k nk k! Py

n k
(1) - DR P

Sei € > 0. Nach (a) konnen wir ein N € N finden, so dass je der erste und dritte Summand < g sind fir
n > Ni. Nach der ersten Rechnung in (b) finden wir ein Ng € N, so dass der zweite Summand < £ 1st fiir
alle n > No. Mit N := max{N1,N3} folgt die Behauptung.

Aufgabel3.5.71 (i) Wegen 1,, = n! haben wir

vn>N
X

no(n Zk e Zk
Z(k)__kzok_!

E=0 nk




230 ANALYSIS I-III, 2011/2013

klk! 1.1

k koy Lelk g

d 2* = — 2" = E F11,1(2).
£>0 k}ok!k! 0k’1

(i) Es gilt () = As(s =D+ (s—k+1) = (-1)* 52 und daher

Dk
y (s)zk: y St ) S y COLe e ien).

k>0 k >0 k! k>0 k!l
(iii)) Wegen 2, = (& + 1)! gilt
(—1)k zk+1 _ 1,1,

=z S QP =zF112(-2).
kgo E+1 £>0 k12p

Aufgabe (i) Sei ¢ : Q — R mit ¢(1) =a > 0 und @(r+s) = p(r)e(s) fir alle r,s € Q. Wir untersuchen
schrittweise unterschiedliche Eigenschaften der Funktion, die aus obigen Bedingungen folgen.
e Mit r=1und s =0 gilt a = (1 +0) = p(1)p(0) = ap(0) Da a # 0, folgt ¢(0) = 1.
e Ist s=—r, dann 1= ¢(0) = p(r —r) = p(r)p(-r), also ¢(r) # 0 und p(-r) = (¢(r))~! fiir alle r € Q.
e Mein zeigt durch Induktion, dass fiir alle r € Q und alle n € N gilt ¢(nr) = p(r)". Fir n € Z mit
n <0 gilt also p(nr) = (@(=nr))~! = (@)™~ = ()", also @(nr) = (p(r)" fiir alle n € Z (*).
e SeineN. Firr= % in () folgt dann

1 1 1
a=¢1)=pn-—)=(p(=)" = @(=)=an = ¥a.
n n n

e Fiir m € Z haben wir daher
(—)—(tp(—))m—(a")m an,

das heifit ¢(r) =a” fiir alle r € Q.

Dabei haben wir dem Beweis aus der Vorlesung gefolgt, dass exp(r) = exp” fiir alle r € Q.

(ii) Sei @ e Rund Ba(2) = Y >0 (Z)z” Wir untersuchen zunichst das Konvergenzverhalten der Reihe
fiir unterschiedliche @ und unterscheiden nun die folgenden Fille:

(@eNg) Fiir n > a+1ist () =0, daher ist Ba(2) = ¥,>0(;)2" (= (1+2)%) ein Polynom in z € C. (Als
solches hat es den Konvergenzradius co.) Ist 8 eine weitere natiirliche Zahl (oder = 0), dann
konvergiert B, p(z) ebenfalls absolut fiir alle z € C.

(@ ¢No) In diesem Fall ist (77) # O fiir alle n und es gilt

() _a@-D-(a-n+1) (n+1)! o+l
(nil)_ n! a@-1)--(@a-n+a-n) a-n’

Der Konvergenzradius ergibt sich also aus der Formel

(2)
R=lim — = lim |n+1|:
n—oo ( a )| n—oo |a — n|

n+1l

Die Binomialreihe konvergiert also in {|z| < 1} absolut fiir alle a € R.
Fiir Produkte absolut konvergenter Reihen gilt der Satz iiber das Cauchy-Produkt, das heif3t, fiir alle
a,peRund ze{zeC:|z| <1} gilt

By (2)Bg(z) = ( ( )
0<k+l=n
) Bo(2)Bg(2)

Wir zeigen nun fiir alle a, § € R, dass

Bwﬁ(z)—n;( Zﬁ) ( ( )(

fiir alle z mit |z| < 1. Die Behauptung ergibt sich also aus der Identitét

P(a,B,n):= (a;ﬁ)—ki (Z)(?) Lo.
=0

Hierbei unterscheiden wir wieder mehrere Fille:
1.Fall Sei a,f €No. Es gilt (1+2)%*F = (1+2)%(1+2)P firr alle z € C. Die Koeffizienten von 2" sind (*}/)
auf der linken Seite und Y7_ (}) (‘? ) auf der linken Seite. Durch Koeffizientenvergleich der
Polynome sind diese beide Koeffizienten gleich. Die gewiinschte Identitit golgt also in diesem

Fall.



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 231

2.Fall Sei €Ny fest. Dann ist @ — P(a, ,n) fur alle n € Ny ein Polynom in a € R, das aufgrund des
ersten Falles fiir alle a € Ng verschwindet, fiir jedes n € Ny. Ein nicht-triviales Polynom hat aber
nur endlich viele Nullstellen, daher ist nur P(a, ,n) = 0 fiir alle a € R moglich, fir jedes n € Ny.

3. Fall Sei a € R fest. Dann ist § — P(a,f,n) fir jedes n € Ny ein Polynom in  und wie eben argu-
mentiert man, dass P(a,B,n) = 0 fur alle f € Ny und alle n € Ny und folglich ist wieder nur
P(a,B,n) =0 fir alle 8 € R moglich, fiir jedes n € Ny.

Insgesamt folgt fiir alle n € N und alle a,f € R, dass P(a, 8,n) = 0 und daher

BMﬁ(z):f(“;ﬁ)z":f( Y (:)(f))z%Ba(z)Bﬁ(z).

n=0 n=0\0<k+Il=n

(ii1) Sei nun x € R mit |x| < 1 und definiere ¢, : R — R durch ¢,(a) := By (x). Es gilt ¢,(1) = Zi:o (rll)x”
1+ x > 0 und nach (i) gilt auch @,(a + B) = px(a)p.(B) fur alle a,B € R. Wendet man (i) an auf die
Einschrankung (¢,)lg : Q <R — R der Funktion ¢, auf die rationalen Zahlen, so folgt fiir alle « € Q, dass

Ba(x) = (p)lgla@) = (1+x)%.

Aufgabe 3.5.111 Mit der Eulersche Formel (3.12), der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
und mit dem Tipp gilt

cos(z + w) +isin(z + w) = exp (i(z + w))
=exp(iz)-exp(iw) = (cosz +isinz)-(cosw + i sinw)
=coszcosw —sinzsinw + i(cosz sinw + sinz cosw)
Analog gilt
cos(z + w) —isin(z + w) = exp (—i(z + w))
=exp(—iz)-exp(—iw)=(cosz —isinz)-(cosw — i sinw)
=coszcosw —sinzsinw — i(cosz sinw + sin z cosw)

Hier wurde benutzt, dass cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz. Addiere bzw. subtrahiere die Gleichungen ~~
1. bzw. 2. Behauptung.
(b) Berechne

1 1 1
cos?z+sin?z = Z(exp(2iz) +2+exp(—2i2)) + E(exp@iz) —2+exp(—2i2)) = Z(2 +2)=1.
i

(a) . .
cos2z % cos?z —sin’z = 2cos’z — (coszz +sin? z)= 2cos?z -1
also
z z 1l+cosz L 92 z 1-cosz
cosz =2cos>=—1 ~ cos>= = ~ sin?= =1-cos?= = ———=
2 2 2 2 2 2
(c) Es gilt
(@) z+w z-w . z+w . zZ—w
oSz = COS cos —sin sin
2 2 2 2
(@) zZ+w —z+w | z+tw . —z+w
cosSw = cos cos —sin sin
2 2 2 2
z+w z-w | z+w | zZ—w
=cos cos +sin sin
2 2 2 2
Addiere die Gleichungen ~~ 1. Behauptung. Auflerdem
. (@) z+w | z—w+ L z4w zZ—w
sinz = cos sin sin cos
2 2 2 2
. (@) z+w | —z+w+ L zZHw —z+w
sinw = cos sin sin cos
2 2 2 2
z+w . z—w s z+w zZ—w
= —cos sin sin cos
2 2 2 2

Addiere die Gleichungen ~~ 2. Behauptung.
Aufgabe (a) Sei zg € C und € > 0. Fiir z € C gilt

3 3 2 2 2 2 2
[2° =zl = |z — 20l [2° + 220 + 25| < |2 — 20l (2| + |2]- |20 + |20]7) = |2| — |20l(|2] + |20])
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und |z| = [z—zg+20| < [2—20|+|20] also (|z|+]|20]?) < (|z—z0|+220])?. Fiir § < 1 gilt |z—z¢| <6 = (|z]-|2z0]) <
1= (2| +120/*) < (1+2[z0])*. Wathle 6 = 6(¢,20) := min {1, 5= }. Dann gilt

128 = 23| < |2 — 2011 +2l201)? < Qlzol+1)2 =¢

£
(2]z0] +1)2
fir alle |z —z¢| <.

(b)Z. z. T ey V6 >0 Jz = 2()mit |z]| <6 und |f(2) — f(0)| = €9. Wahle g9 = 1. Sei § > 0 beliebig. Wihle

n€ N mit £ <5 und setze z(5) = +. Dann gilt |+ — 0| < 6 aber |f(2) - f(0)| = If (2)| = 4 = 1= 1.

(¢) Sei £ >0. Wahle 6 = . Fiir |2] <& gilt |£(z) = £(0)] = |f(2)] = Bezl2 < 22 _ || < ¢ (weil |Rez| < 2] ).

2] 2]

Aufgabe (a) Die Funktion f ist stetig in 0 und unstetig auf R\ {0}:
Wir weisen die Stetigkeit von f in 0 mit Hilfe der e-6-Definition nach. Sei dazu ¢ > 0. Wahle 6 :=
min{e, 1}. Fiir |x] <8 <1 und x € Q gilt |f(x) — £(O)| = |f(x)| = |x|*> < |x| < € (da x| < 6§ <1 = |x]? < |x| und
auAVYerdem |x| < & < ¢). Fiir |x| <6 mit c € R\Q gilt [f(x)—f(0)|=]0-0]=0< €. Also ist f stetig in 0.
Seinun x € R\ {0}. Ist x € Q, so ist f(x) = x2 #0. Wiahle (x,,), in R\ Q. mit x, — x. Dann gilt f(x,) =0 fur
alle n €N, also f(x,) /~f(x) =x2 #0. Somit ist f nicht stetig in x. Ist x e R\ Q und x # 0, so ist f(x) =0
und fiir eine Folge (x,), in Q mit x,, — x gilt f(x,) = x% — x2 #0 = f(x). Daher ist f nicht stetig in x.

(b) Die Funktion g ist stetig auf R. Fiir x # 0 gilt die Potenzreihendarstellung (Reihendarstellung des
Cosinus):

x2n—1 x x3

g(x)=nz::1(—1) @n)! = —E + Z —...=:P(x),

wobei die Potenzreihe auf R konvergiert. Sie ist insbesondere stetig auf R und P(0) = 0 = g(0). Insgesamt
gilt g(x) = P(x) fiir alle x € R und damit ist g stetig auf ganz R.

(©
Es gilt p(x)=n fur x € [n— %,n + %), @ ist also stetig auf
R\(Z+ %) als eine auf (n— % ,n+ %) konstante Funktion. In

) Z+% ist sie unstetig: Fiir alle 2 > 1 gilt (p(n—%—%) =n-1,
X > also L )
-_F 1T A 2 k}iﬁrgo(p(n—g—g)=n—1;én=(p(n—§).

(d) Fir x € [n— %,n + %) ist w(x) = |n — x|. Die Funktion v ist stetig auf R\ (Z + %), da w'(n—%,n+%)
fiir alle n € Z mit der Einschriankung der stetigen Funktion x — |n — x| auf jedes Intervall (n — %,n + %)
iibereinstimmt. Stetigkeit von v gilt auch in Z+ J: Es gilt y(n— ) =ln—(n— 1) = 3. Farx e [n- 3,n)
gilt

(x) ( 1) | | L
—yln—=|l=llx-nl-=|=|n-x-=]|.
LA U 2
Firxeln-1,n-3)gilt
(x) ( 1) lx—(n—1)| L +1 L + L L
—yln—=|l={lx-(n-D|I-=|=|x—n+1l-=|=|x—n+=|=|n—-x—=
Vi myinTy 2 2| 7" e 2
Sei nun € > 0. Wihle § := min{e,%}. Gilt ‘x— (n— %)| <9,
so ist x € (n — 1,n) also nach obiger Rechnung
1 1
‘w(x)—w(n—g)‘=|n—x—§|<6<£. 4
Somit ist y stetig in n — % fir alle n € Z. Insgesamt ist v '
1 A T= =4 4. )
alsostetigaquR\(Z+%)u(Z—§):[R. R  AREE:
——
=z+1 Graph won
Alternative Losungwege (fiir Stetigkeit in Z + %)z
Man kann auch einseitige Grenzwerte errechnen und vergleichen:
1 1 1
lim w(x) = lim [x—n+1] =|——+1| = =yn-2),
x/n—% x/‘% 2 2 2

lim y() = lim le—nl = [~ 2| = = =y -2)
1 X)= 11 X—nl=|—=|==-= n——).
x\n—% x\% 2 2 2
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Da diese iibereinstimmen, folgt, dass v in n— 5 stetlg ist, fiir alle n € Z. Oder:

lim () - 1//(n——)|— lim (n—x—%(=0,

x—vn—§ x—n—3

alsolim,_,_1y(x)=y(n- .

Aufgabe £.6.3] (a) Ist z € C, so gilt exp(z)exp(—z) =exp0 =1 # 0 und daher exp(z) # 0 fiir alle z € C.
Fiir x € R gilt daher exp(x) = exp (% + £) = exp(£)® > 0 und falls x > 0, ist die Folge (Zr ’,‘e—]j)ne,\‘ streng
monoton steigend, also gilt exp(x) > 1. Seien nun x,y € R mit x < y. Dann gilt

exp(y) = exp(y —x +x) = exp(y — x) exp(x) > exp(x).
>1 >0
(b) Sei u € C mit |u| < 1. Dann gilt
LIS N S
_ Z _— u|
k ip 2k

§2
o2

lexp(u)—1-u| <

Il M8
IGF

ul<1

oy
_lul 2 2-
5 17

lul<1
< |u|2

Daraus folgt mit u := w —z, so dass |w—z| < 1:
lexp(w —2)—1—(w—2)| < lw -2/
= lexp(w) — exp(2) — (w — 2)exp(2)| < |w — z|*|exp(2)|.
(c) Falls |w —z| <1 (*), so folgt
lexp(w) — exp(2)| < |exp(w) — exp(z) — (w — z) exp(2)| + [(w — z) exp(2)|
< w2 + 1w~ 2Dl exp(2)
< 2w~ zllexpa).
Fiir € > 0 gilt daher |exp(w) —exp(2)| < € fiir [w —z| <& := min{l, 2e+p(z)}

Aufgabe (a) Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, exp(z + w) = exp(z) - exp(w), im-
pliziert durch Induktion exp(nz) = exp(z)" fiir n € N. Daraus folgt mit nz = w: exp(w) = exp(%w)n. Ist
w € R, so exp(w) > 0 und exp(%w) ist die n-te Wurzel von exp(w)' exp(lw) = Vexp(w). Also exp(7'w) =

exp(%w)m = Y/exp(w)™. Fiir w = logx ~~ xn =3 exp(logx = ({¥/x)™ und das ist genau die Definition
159

(b) Es gilt
(xy)? = exp(zlog(xy)) = exp(zlogx + zlog y) = exp(zlogx) - exp(zlogy) = x7 - y*
also
2* T = expl(z + w)logx] = exp(zlogx + wlogx) = exp(zlogx)exp(wlogx) = x*x*
und
(x*y?

= exp(zlog(x®)) b exp(zalogx) = x%*
wobei (x):x® = exp(alogx) also log(x®) = alogx. Aullerdem

x> 1=log(x)>1log(1) = 0= blog(x) > alog(x) = exp(blogx) > exp(alogx) = xb > x®
und

0
x<y=logx <logy S alogx <alogy = exp(alogx) < exp(alogy) = x* < y“.

Aufgabe
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e lim,_glogx: Um den Limes zu erraten, betrachte eine partikuldre Folge x, = e~

ANALYSIS I-III, 2011/2013

" —0,n— oo.

Dann ist logx, = —n — —oco. Wir zeigen, dass lim,_.glogx = —oco mit der Umgebungs-Definition:
Zu zeigen ist also:

VCeRIc>0Vxe(0,c):logx € (—o0,C).

Wegen logx < C & x < ¢€ gilt also die Aussage mit ¢ := e€.

lim,_ o logx: Fir x,, = e — 00, n — oo gilt logx,, = n — co. Wir vermuten daher, dass lim,_.,,logx =
00. Zu zeigen ist:

VC eR3IceRVx € (c,00): logx € (C,00).

Wegen logx > C < x > ¢€ gilt also die Aussage mit ¢ := e€.

lim, (1 +x)% : Wir benutzen das Folgenkriterium. Sei (x,) eine Folge reeller Zahlen mit x,, — 0,
n — oo. Wir schreiben

log1+xn

1
log(1+x,)*n —e @

1
(L+x,) =e

Sei y, :=log(1+x,), also x, = e’ — 1. Es gilt y, — logl = 0 aufgrund der Stetigkeit der Loga-
rithmusfunktion, also

lim log(l—+xn): lim Yn =1,

n—oo Xn n—oo e¥n — 1 -
da lim,_.o %5 = 1. Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt
1 logl+xn 1
(1+x,)* =e = —e =e,n— o00.
Somit ist lim,,_o(1+ x)% =e.
limy .o (1+ %)y: Sei (y,) eine Folge reeller Zahlen mit y, — oo, n — oco. Fur fast alle n € N gilt
yn # 0. Wir kénnen daher ObdA annehmen, dass y, # 0 fiir alle n € N. Sei x,, := yin — 0. Es gilt

1) 1
1+—) =(1+4+x,)n —e
n

fiir n — oo nach der vorigen Aufgabe. Somit gilt

lim (1 + %)y —e.

y—00
limy_ooa®: Wir schreiben a* = el°8¢" = ¢¥108¢ Qej (x,,) eine Folge mit x, — oo fiir n — co. Dann
gilt
oo ,fallsloga>0<a>1
lim x,loga =<0 , falls loga=0a=1
n—oo

—-oo ,fallsloga<0<e0<a<l.
Wegen lim, ., e’ =co und lim, . _o, ¥ =0 folgt mit y, := x,loga,
oo ,fallsa>1
lim ¢*1%8% = lim e’ ={1 , fallsa=1

n—oo n—oo
0 ,fallsO<a<l.

Somit haben wir insgesamt
oo ,fallsa>1
lima*=<1 ,fallsa=1
X—00
0 ,fallsO<a<l1.
lim,_._a®: Sei (x,) eine Folge mit x, — —oco fiir n — co. Dann gilt y, := —x,, — oo fiir n — co.
Mit lim,—.coa™ =lim,.coa ™" =limy_.o (%)y und der vorigen Aufgabe folgt
0 ,fallsa>1
lim ¢*=¢1 ,fallsa=1

X——00
oo ,fallsO<a<l.
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e lim,_gx®: Sei (x,) eine Folge reeller Zahlen mit x,, — 0 fiir n — co. Da der Logarithmus nicht
fiir negative reelle Zahlen definiert ist, diirfen wir x, > 0 fiir alle » annehmen. Wir setzen x{, =

a . . . .
108 = alogxn —. p%n Dann haben wir lim,—co y» = —oo und daher lim,_.oo x% =lim,_.coe” =0.

Es folgt lim,_ox® = lim,_e®%8% =lim,_._,e? = 0.
alogx

e lim,_,,x%: Analog wie oben gilt lim,_ ., x% =lim,_. e = 00.

e lim,_gx%logx: Sei (x,) eine Folge reeller Zahlen mit x, — 0 fiir n — oo und x, > 0 fiir alle n;

setze y, := —logixy, also x, = e~ und x%logx, = — % . Wegen y, — oo fiir n — oo gilt — 2% — 0
fiir n — co. Es folgt lim,_gx%logx = 0.
o lim,_o IZ‘(’;x: Mit y :=logx — —oo fiir x — 0 folgt wie oben lim,_.o 12’% =limy . o S5 = oo.

o lim,_o(anz™+...+ag):Sei P(z)=a,z"+...+ag mita, #0. Ist n =0, so gilt P(z) = ag fiiralle z €

C, also lim, .o P(2) = ao. Fiir n > 1 schreibe P(2) = 2" (ap + 2L + ...+ 22). Dalim, .o (@ + 22 +... +

an #0und lim,_ ., 2" = oo, folgt lim, ., P(z) = co.

Aufgabe (a) Sei z € Upep Q). Dann gibt es ein 19 € A mit z € Q). Da Q) offen ist, existiert ein
€>0, so dass B.(2) cQy, cUjepn Q1.

Seinun (), _, eine endliche Familie offener Mengen. Sei z €, _, Q.. Da (2, offen, gibt es ;> 0, so
dass B, (z) c Q, fiir alle k. Setze ¢ :=min{ey,...,e,} > 0. Es folgt B.(2)c ﬂzzl Q.

Es gelten duale Aussagen uiber abgeschlossene Mengen. Namlich, der Dirchschnitt einer beliebigen
Familie abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen und die Vereinigung einer endlicher Familie abge-
schlossener Mengen ist abgeschlossen. Dies sieht man, indem man in den obigen Argumenten A ; := 0Q,
und damit Myep Az = C(Uren Q1) und Up_1 Ak = E(ﬂzlek) betrachtet.

(b) (=): Angenommen, es gibt (a,), in A, so dass a, — a, wobei a € CA =: Q. Da Q offen ist, existiert
ein € > 0, so dass B.(a) c Q und fast alle a, liegen in B.(a). Widerspruch zu a, € A.

(<): Sei a € Q:=(A. Angenommen, fiir alle € > 0 gilt B.(a)n A # @. Dann wihle a1 € Bi(a)nA,as €
B%(a)nA,... ,Qn GB%(a)nA. Es folgt a,, — @ und a, € A fiir alle n € N und wegen a ¢ A bekommen wir
einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Aufgabe Abgeschlossenheit von D: Sei z € CD, also z ¢ D und z ist kein Haufungspunkt von D.
Dann gibt es ein £ > 0, so dass B.(z) enthilt hochstens endlich viele Punkte von D. Ersetze € durch das
Minimum der Absténde von z zu diesen Punkten. Mit diesem neuen ¢ enthilt B.(z) keinen Punkt von
D. Es folgt fiir alle w € B.j9(2): Bgo(z) € Be(2) enthilt keinen Punkt von D, also w ¢ D und w ist kein
Héufungspunkt von D = (D. Also gilt B,2(z) < CD, daher ist CD offen und D abgeschlossen.

Minimalitét von D: Sei A abgeschlossen mit D c A. Sei z ein Haufungspunkt von D und (z,), eine
Folge in D mit z,, — z, fiir n — oo. Wegen z,, € A fiir alle n und der Abgeschlossenheit von A muss
dann auch z € A gelten. Also folgt D c A. O

Aufgabe (a) Sei zg € D und € > 0 vorgegeben. Wihle eine Umgebung U von zg, so dass f|y stetig
ist. Dann gibt es > 0 mit f(Bs(z9) NU) € B:(f(29)). Da U eine Umgebung von z( ist, gibt es §’ > 0 mit
Bsi(z0)ND c U also auch ein 6’ € (0,5) mit dieser Eigenschaft. Dann B/(z9)ND = Bg/(29)NU < Bs(z9)NU,
also f(Bs(z0) ND) < f(Bs(z0) NU) < Be(f (20)).

(b) Fiir jedes z € D existiert j mit z € D;. Da D; offen ist, so ist sie eine Umgebung von z. Nach
Voraussetung ist f|p; stetig. Die aussage folgt also aus (a).

(c) Nein. Gegenbeispiel: Seien D1 :={z:Re(z) >0} und f; : D1 — C, f1(z) =1, sowie Dy :={z : Re(z) < 0}
und fo:Dg — C, fo(z):=0. Da D1nDg = @ gilt f1 = fo auf D1 N Da. Sei f wie in der Aufgabenstellung.
Dann ist D; offen aber Dy abgeschlossen und f hat Unstetigkeitsstellen, beispielsweise in z = 0, denn
f(2)=1-+0=F(0). 0
Aufgabe Sei zg € UJ" ; D =: D und € > 0 gegeben. Weil fip, stetig ist, gibt es zu jedem % mit
20 € Dy, ein 6y, > 0, so dass f(Bs,(z0) N Dy) < B.(f(20)). Fiir diejenigen & mit zo ¢ Dy, gibt es, weil Dy,
abgeschlossen ist, ein 65, > 0 mit B, (20) N Dy = &, also ebenfalls f(Bs,(20) N D) € B:(f(20)). Setze nun
6 =min{d1,...,0%}. Dann folgt

fBs(zo)nD)=f ( U (Ba(ZO)ODk)) c f(U(Bak(ZO)ﬂDk)) cB(f(20)
k=1 k=1

und damit die Behauptung. Falls nicht alle D; abgeschlossen sind, funktioniert das Gegenbeispiel aus
Aufgabe (c).

Aufgabeld.6.11) Sei x € [a,b] beliebig. Es gibt eine Folge (¢,) in Qnla,b] mit g, — x, n — co. Da f und
g stetig (also auch folgenstetig) sind, gilt f(x) =1lim, o f(gr) =lim,_ g(qn) = g(x).
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Aufgabe Benutze Satz[3.3.8l oder Ubung[3.5.8/(i) und Ubung[£.6.11]
Aufgabe (a) Sei m >0 und a € [-m,m]. Es gilt
|(0¢)‘ _ ‘ ala—1)---(a—k+1)

k k!
< lal(lal+1)---(la|+k-1)
= k!

mm+1)---(m+k-1)
= k!
_(m+k—1)!_ m+k-1
T (m-1%R! k ’
Weil
(i) | ktm
(m+}§e—1) - E+1 ’ o0,

ist der Konvergenzradius der Potenzreihe Y5> (™ +,f _1) |x|* gleich 1.
(b) Sei m > 0. Es gilt

k

a€g[-m,m]

sup Ifp(@)l < (””k_ 1)|x|k

und die Reihe aus (a) konvergent ist, ist die Reihe ¥ > fz normal konvergent. Da a — f3(a) stetig ist,
ist @ — Bo(x) Tp >0 (§)x* stetig.

(c) Betrachte die Funktionen[-m,m] 3 «a A (1+x)*und[-m,m]3«a LA B (x), fur x € (—1,1) fest. Beide
Funktionen sind stetig und nach Aufagbe [3.5.8]gilt f(a) = g(a) fiir alle a € [-m,m]N Q. Nach Aufgabe
[4.6.17] folgt, dass f(a) = g(a) fiir alle a € [-m,m]. Nun kann man m beliebig gro3 wihlen, also haben
wir (1+x)* = B,(x) fiir alle a € R.

Aufgabed.6.14 (a) Fir t € R gilt |e’!| = |exp(it)| = |cost+isint| = Vcos2t+sin®t =1 .
(b) |n¥| = nfes > n® fir n > 1, wenn s’ € Q mit 1 < s’ < Res. Wir wissen schon, dass die Reihe Y1 n=s
konvergiert. Sie ist auch eine Majorante fiir 3., .1 n™°. Letztere ist also absolut konvergent.

(c) Es gilt
1

Ri 1+
s€eD.=In’|=n"*>n"" = |fulp, < e

also Y ,>1lfxllp, hat die konvergente Majorante },>1 # Somit ist Y ,>1fxllp, konvergent, d.h.
> n>1fnlp, konvergiert normal. Aus dem Satz[4.2.6]folgt, dass 3.7, f|p, ist stetig, und somit ist auch

(Ip, stetig.
Fiir s € C mit Res > 1ist B Res-1 (8) € D ges-1; folglich ist {|p

2

Re

., stetig, also { ist stetigin s.
2

Aufgabe 4.6.151 Wir konstruieren eine Intervallschachtelung I, =[a,,b,] mit f(a,) <y < f(b,) und

bn—ap = I’Z;f. Setze Ig = [a,b]. Sei I,, gegeben, ¢, = %. Definiere

_Jlan,cal falls y < f(cn)
T [cn,bn] sonst

Sei x = lim a,, = lim b,,. Dann f(x) = lim f(a,)= lim f(b,)= f(x)<yund f(x)=y.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Aufgabe Stetigkeit in (a) und (b) ist klar (da Einschriinkungen stetiger Funktionen stetig sind-
Satz[4.1.3).

(a) Wir zeigen, dass sinh : R — R streng monoton wachsend ist: Da exp : R — R, streng monoton
wachsend ist (Satz[4.3.4), gilt fiir x < y:
. 1 1 .
sinh(x) = 2 (exp(x) - exp(—x)) < E(exp(y) - exp(—y)) = sinh(y)

(es ist exp(x) < exp(y), exp(—x) > exp(—y)). Insbesondere ist sinh : R — R injektiv. Wir zeigen, dass sinh :
R — R surjektiv ist; sei y € R. Weil exp : R — R, surjektiv ist und streng monoton wachsend, gibt es x1 >0
mit %(exp(xl) —1) > |y| also auch

1
sinh(x1) = = (exp(x1) — exp(—x1)) > |yl
2 ——
<1
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und sinh(—x1) = —sinh(x1) < —|y|.
Zwischenwertsatz[4.3.1] ~ es gibt x € [—x1,x1] mit sinh(x) = y.
(b) Fiir x = 0 gilt

also ist das Bild von cosh g, in [1,00] enthalten. Es gilt cosh0 = 1. Sei y € (1,00) und wéhle x1 >0 mit
exp(x1) > 2y. Dann auch cosh(x1) = %(exp(xl) + exp(—x1)) > %exp(xl) > y. Zwischenwertsatz [£.3.7] ~ es
gibt x €(0,2x1) mit coshx = y ~» das Bild von cosh | ) ist (1,00).

Wir zeigen, dass cosh : [0,00] — [1,00] streng monoton wachsend ist. Voriiberlegungen: 1<u <v =
u+%<v+%,dennv+%—u—%=v—u—% <v-u-*3*“=0.

Alsofir 0=sx <y :1<exp(x)<exp(y) und

= cosh(y).

1
cosh(x) = 5 (eXp(x) + 5

) < 1 (exp(y)+

exp(x) exp(y)

Andere Moglichkeit: Benutze sinh(x) = %(exp(x) —exp(—x)) > 0 fiir x > 0 also sinh? 10,001 Streng monoton
wachsend und cosh?(x) = 1 + sinh®x.

Aufgabeld.6.191 (a) Es gilt p(0) =ag <0. Fir x =1 ist

1+t
P) = anx” —lan-1la" "t =...—laol = anx” = (an-1l+... +laghx™ 1 >0, falls x > lan-1l+... +laol .
an
Insbesondere gibt es x1 > 0 mit p(x;) > 0. Da p stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz: Es existiert
x €[0,x1], p(x) =0. Dieses ist >0 wegen p(0) <O0.
(b) Sei f :[0,00] — R, f(x) = exp(x) —x2—2. Es gilt £(0)=—1< 0. Fiir x >0 ist f(x) > % —x%2-2>0 falls
x >max{l, %} Insbesondere gibt es x1 > 0 mit f(x1) > 0. Da f stetig ist, folgt mit dem Zwischenwert-

satz, dass es x € [0,x1] existiert, mit f(x) = 0. Wegen f(0) <0 ist x> 0.

Aufgabe Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Falls f monoton fallend, betrachte man g:=—f.
(a) Die Menge {f(y) | ¥ € (a,x)} ist von f(x) nach oben beschrinkt. Damit existiert [ := sup{f(y) |y €
(a,x)} und I < f(x). Wir werden zeigen, dall [ = f(x-).
Sei (x,) eine in (a,b) gegen x € (a,b) konvergente Folge fiir die gilt Vn e N: x, <x.
Behauptung: (f(xy)), . konvergiert gegen /.
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Nach der Definition des Supremums gibt es ein y € (a,x) mit [ — e < f(y). Da
(x,) konvergiert gegen x, gibt es ein n(e) ab dem fiir alle n = n(¢) gilt y < x,, < x. Aufgrund der Monotonie
von f gilt dann auch f(y) < f(x,),und dal—¢ < f(y) gilt auch [ —¢ < f(x,). AuBlerdem ist f(x,) <, damit
natiirlich f(x,) <[ + ¢, also folgt:

—e<flxp)—-l<e = |f(xp)-ll<e

Damit konvergiert (f(x,)) gegen [ =: f(x—). Der Beweis fiir f(x+) =inf{f(y) | ¥ € (x,b)} verlduft analog.
(b) Richtung ,—“: Sei f stetig an der Stelle x € (a,b). Fiir jede Forlge (x,) in (a,b) mit Grenzwert x gilt
daher, dass (f(x,)) den Grenzwert f(x) besitzt, so also auch die Spezialfille davon mit x, < x bzw. x, > x
fir alle n, damit ist f(x—) = f(x+) = f (x).

(b) Richtung ,<=*: Sei f(x—) = f(x+). Nach 2a gilt:

f(x—)=sup{f(y) |y €(a,x)}

fx+)=inf{f (y) | y € (x,b)}
Da f monoton wachsend, gilt damit f(x—) < f(x) < f(x+), folglich f(x) = f(x—) = f(x+).
Sei (x,,), x, € (a,b), konvergent gegen x. Sei Nc :={neN|x, <x}, N>:={neN]|x,>x}und N=:={n¢€
N |x, =x}. Dann ist N= N. UN- UN_-. Sei € > 0. Dann existiert es n1(¢) derart, dass aus n > n1(¢) und
neNg,

[f(xn) = FO) =1f(xp) - fx-) <€.
folgt. (Die Menge {n > n1(e)}NnN< konnte leer sein, wenn N. endlich ist.) Analog existiert es ng(¢) derart,
daB3 aus n > ng(e) und n€ N,

[f(xn) = F) =f(xp) - flx+) <€.

folgt. (Die Menge {n > na(e)} N N< konnte leer sein, wenn N> endlich ist.)
Wegen N =N< UNs UNz gilt nun |f(x,) — f(x)| < € fiir n > max{ni(¢),na(e)}.
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(c) Fiir jede Unstetigkeitsstelle x von f gilt f(x—) # f(x+). Betrachte zu diesen x nun die Intervalle
I,:= (f (x—),f(x+)), welche damit nichtleer sind. Da f monoton, sind diese Intervalle I, alle disjunkt:
Seien x1 < x2 zwei verschiedene Unstetigkeitstellen und y € (x1,x2), es gilt wegen Monotonie:

fx1+) =inf{f(2) | z € (x1,b)} = f(y) < sup{f(2) | z € (@, x2)} < f(x2—).

Damit sind alle ¢; € I, kleiner als alle tp € 1,,.

Nach Satz (Dichtheit von Q in R) enthilt nun aber jedes Intervall I, eine rationale Zahl g,
und da alle I, disjunkt sind, sind alle g, voneinander verschieden. Die Menge der rationalen Zahlen ist
abzéhlbar, und da jeder Unstetigkeitsstelle eine andere rationale Zahl zugeordnet werden kann (d.h.
die Abbildung ist injektiv), ist die Menge der Unstetigkeitsstellen demnach auch abzihlbar. [l

Aufgabe5.7.3) (a)
ML
DS

PO

S ot it

(b) Sei D :=1[0,1]. Fur alle £ hat man |f3llp = Zik Da Y31 Zik konvergiert, konvergiert nach dem
Majorantenkriterium auch Y5> [Iflp und nach Satz[4.2.4 konvergiert Y >1 fz punktweise. Satz[4.2.6]
ist ihre Summe ist stetig, da alle f}, stetig sind.

(c) Weil g in x¢ differenzierbar ist, gibt es laut Definition der Differenzierbarkeit eine Funktion
r: I — R, die stetig ist in x9 und f(x) = f(xg) + r(x)(x — xo) fiir alle x € I erfiillt (siehe auch Satz[5.6.7).
AuBerdem gilt r(xo) = f(xg). Nun ist

_ r(bp)(bn —x0) —r(as)a, —xo)

dn = bp—an
_buzxo g, X0=an _r(an){ <max{r(an),r(bn)}
b,—an b,—an > min{r(a,),r(b,)}
Ly Nl
€[0,1] €[0,1]
wegen
bp—x0 x0—ay _1
bp—an bp—ay ’
Damit folgt aber
Idn = f'(x0)| < max{lr(a,) - f'(x0)l,1r(bn) = f'(x0)} — 0, n — oo.
—0 —0
(d) Setze =tdn
fbr)—flan) & frlbn)—frlay)
bp—an _kg:l bp—an ’

Weil f,, - und erst recht alle f; mit 2 <7 - auf[a,,b,] linear sind, gilt d,, ; € {+1} fiir alle £ mit 1 <k < n.
Fur & > n ist f(by,) = fr(a,) (denn dann sind a,,b, € g—f), also d, ;. = 0. Daher gilt
f(bn) - f(an) L

= dn’kZilili...il.
bp—an k=1 _
n Summanden

Dies ist gerade, falls n gerade ist und ungerade, falls n ungerade ist. Die Zahlen a, und b, erfiillen
die Bedingungen aus (a). Wéare f also in x( differenzierbar, so miisste die Folge der w also
konvergieren. Widerspruch. O

Aufgabe (i) Nach der Quotientenregel gilt

alcx+d)—clax+b) _ ad—bc
(cx +d)? ~ (cx+d)?

fix)=
(i1) Nach der Produktregel gilt

folx) = 1-log(x)+xé =1+log(x)
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(iii) f3(x) = x* = *1°8@ ynd damit nach der Kettenregel
f3(x) = exlog(x)- (1 +1og(x)) = x* - (1 +log(x))
(iv) Nach der Kettenregel gilt

1 1 .9, 1 . sin(x) - cos(x)
— . (1 2.2 =
— 2( +sin“(x)) sin(x) cos(x) T+ (o)

(v) Nach der Quotientenregel und dem Tipp.

falx)=

p cosh(x) - cosh(x) — sinh(x) - sinh(x) 1
f5(x) = 3 = 3 .
cosh®(x) cosh”(x)
Zweiter Teil der Aufgabe: Sei x € R\ {0}. Dann gilt
f@-ro _ )0 *<0
x-0 x—zxz_l ,x>0.
X

Daher: f ist in 0 genau dann differenzierbar, wenn x*~! — 0 fiir x — 0*. Aquivalent dazu ist, dass
|x*~1| — 0 fiir x — 0*. Es gilt |x* 71| = |e{z~ D108 = oRe()-Dlog®) ynq figr x — 0*:
—o00 ,Re(z)>1
(Re(z) - 1)log(x) — < 0 ,Re(z)=1
fo's) ,Re(z) <1

also insgesamt, fiir x — 0%,

0 ,Re(z)>1
e(Re(z)—l)log(x) {1 , Re(z) -1
oo ,Re(z)<1

und daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 525 Laut Beispiel 5.2.6] (2) gilt (x?) = zx*~! fiir alle x € R* und z € C. Screibe f(x) = % =

sinx-x~2. Da sinx differenzierbar ist und v« differenzierbar auf (0,00], ist f differenzierbar und die
Ableitung ist (Produktregel):

p 1 3 . _1
f(x)= —Ex 28inx+x" 2 cosx
Offenbar ist also auch f' differenzierbar, also ist die zweite Ableitung (Produktregel und Linearitét):
f'(x) = §x_g sinx — lx_% cosx — lx_% cosx—x "% sinx
4 2 2
3

_5 D _3
= Zx 2—x 2|SInx—Xx 2cCOSx

Setzt man dies nun in den linken Term der Behauptung ein, erhalt man:

1 1
@) +=f'(x)+ 1——2)f(x)
x 4x
(3 _5 _1) ) _3
= Zx 2 —x 2|sInx—x 2cCos
1( 1 _3 . _1 )
+—|——x 2SInx+x 2COoSx
x\ 2
1 _1
+ l_ﬁ sinx-x 2
X
(3_§ 11 .5 _1 l_é).
=|-x 2—x 2——=x 24+x 2——Xx 2|SInXx
4 2 4
3

_3 _3
+(—x"2+x"2)cosx

=0
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ANHANG A. VORBEMERKUNGEN ZUR AUSSAGENLOGIK UND MENGENLEHRE

Die grofien Fortschritte, die in der
Mathematik seit der Antike
gemacht worden sind, sind zum
wesentlichen Teil mit dadurch
bedingt, dass es gelang, einen
brauchbaren und

leistungsfihigen Formalismus zu
finden.

Hilbert&Ackermann

A.1. Aussagenlogik. In der Mathematik beschiftigen wir uns mit Aussagen iiber mathematische Ob-
jekte.

A.1.1. Definition. Eine Aussage ist ein sprachlich und grammatisch richtiger Ausdruck, von dem
eindeutig feststeht, ob er wahr (richtig), bezeichnet w, oder falsch, bezeichnet f, ist. Wahre Aussagen
nennen wir Sdtze. Wahr und falsch heifien auch Wahrheitswerte.

A.1.2. Beispiel. A: 3 ist eine gerade Zahl.“ f
B: ,Es gibt unendlich viele Primzahlen.“ w (Satz von Euklid)

Die Klasse aller Aussagen zerfillt also in zwei disjunkte Teilklassen, die Klasse der wahren und die
Klasse der falschen Aussagen. Die Zweiwertigkeit besagt dabei lediglich, dass man von jeder Aussage
entscheiden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Aussagen, deren Wahrheitswert nicht bekannt ist, nennt
man Vermutungen. So ist z.B. unbekannt, welchen Wahrheitswert die Goldbachsche Vermutung hat:

Jede gerade Zahl > 4 lisst sich als Summe von zwei Primzahlen darstellen.

Aussagenvariablen stehen fiir nicht weiter spezifizierte Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen.
Wir bezeichnen wahre Aussagen mit T und falsche Aussagen mit L.

A.1.3. Definition (logische Verkniipfungen, Formel). Aus den Aussagenvariablen werden mit Hilfe
von logischen Verkniipfungen kompliziertere Aussagen, genannt Formeln, aufgebaut. Die logischen
Verkniipfungen sind:

Verkniipfung | symbolisch | umgangssprachlich
Verneinung - non ; nicht
Konjunktion A und
Disjunktion Y oder
Implikation = wenn , dann
Aquivalenz o genau dann, wenn

Im folgenden bezeichnen wir Aussagenvariablen mit A,B,... und definieren die folgenden Formeln:

Formel symbolisch umgangssprachlich
Verneinung -A non (A); nicht A
Konjunktion AAB A und B
Disjunktion AvVB A oder B
Implikation A=>B aus A folgt B; wenn A, dann B
Aquivalenz A<oB A &quivalent mit B; A genau dann, wenn B

(i) Die Formel —A bezeichnet die Negation (das Gegenteil) von A. Wenn A eine wahre Aussage ist,

dann ist 7 A eine falsche Aussage; ist A eine falsche Aussage, so ist A eine wahre Aussage.

(ii) Die Formel A A B bezeichnet die Konjunktion der beiden Aussagen A und B. Die Formel A A B
ist dann und nur dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.

(iii) Die Formel A v B bezeichnet die Disjunktion von A und B. Die Formel A v B ist dann und nur
dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen A und B wahr ist. Insbesondere ist
A v B wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr sind. Man spricht auch vom inklusiven Oder
im Gegensatz zum exklusiven Oder.
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(iv) Die Formel A = B bezeichnet die Implikation von A und B. Die Formel A = B ist richtig, wenn
A falsch (ex falso quodlibet) oder A und B richtig sind. Die Formel A = B ist falsch, wenn A
richtig und B falsch ist.

(v) Die Formel A < B bezeichnet die Aquivalenz von A und B. Die Formel A © B ist dann und nur
dann richtig, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben, d.h. wenn A und B beide richtig
oder beide falsch sind.

A.1.4. Bemerkung. Eine Formel ist nicht einfach wahr oder falsch. Thr Wahrheitswert hangt davon
ab, ob die Aussagenvariablen, die in der Formel vorkommen, wahr oder falsch sind. Das ist dhnlich wie
in der Algebra. Der Ausdruck (x + y)z hat keinen Wert. Erst wenn wir z.B. x gleich 2, y gleich 3 und z
gleich 4 setzen, wird der Ausdruck zu (2 + 3)4 und hat den Wert 20.

A.1.5. Bemerkung. Wir benutzen nur die Symbole ,=“ und ,,<“. Fir ,A“ und ,,v“ benutzen wir ,und“,
woder®.

A.1.6. Bemerkung (Bedeutung der Implikation). Nehmen wir an, dass der Professor zu den Studenten
sagt: ,Wenn Sie die Probleme korrekt 16sen, bekommen Sie den Schein.“ Falls die Studenten zeitgerecht
die Probleme korrekt l6sen und den Schein bekommen, hat der Professor die Wahrheit gesagt. Dies ist
der Fall ,wahr = wahr“. Under welchen Bedingungen wiirde man sagen, dass der Professor gelogen
hat? Ganz klar: wenn die Studenten die Probleme korrekt losen, aber keinen Schein bekommen. Das ist
der Fall ,wahr = falsch“. Was kann man sagen, wenn die Studenten die Probleme nicht korrekt l6sen?
Entweder bekommen sie den Schein (falsch = wahr) oder sie bekommen sie keinen Schein (falsch =
falsch). In keinem der beiden Fille kann man sagen, dass der Professor gelogen hat.

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgende Konventionen:
o Das duBlerste Paar von Klammern wird weggelassen.
o Die Bindungsstérke der logischen Verkniipfungen nimmt ab in der folgenden Reihenfolge:

[bindet stark] = A Vv = < [bindet schwach]

o Eine logische Verkniipfung mit niedriger Bindungsstéirke hat kleinere Prizedenz.
o Die Konjunktion (A) und die Disjunktion (V) sind linksgeklammert, die Implikation (=) ist rechtsgeklam-
mert.

Die nachstehenden Formeln werden daher wie folgt geklammert:

“AAB ist (mA)AB undnicht —(AAB),
AANB=>CvD ist (AAB)=(CvD).

A.1.7. Definition. Die Zuordnung von Wahrheitswerten wahr oder falsch zu Aussagenvariablen A, B, ...
heiit eine Belegung dieser Variablen. Die Wahrheitswerttabelle einer Formel gibt fiir alle Belegun-
gen der Einginge A,B,... die Belegung des Ausgangs an. Eine Wahrheitswerttabelle fiir eine Formel
enthilt fir jede Aussagenvariable, die in der Formel vorkommt, eine Kolonne, und in den Kolonnen
werden alle moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten eingetragen.

Aus den Definitionen konnen wir die folgenden Wahrheitswerttabellen bilden:

A|-A
w| f

w
A|B|AAB|AvB|A>B|AoB
w | w w w w w
w|f| f w f f
f|lw f w w f
fl1r| fr f w w

A.1.8. Definition. Eine Formel, deren Wahrheitswert fiir alle Belegungen der Aussagenvariablen im-
mer falsch ist, hei3t Kontradiktion. Eine Formel, deren Wahrheitswert fiir alle Belegungen der Aus-
sagenvariablen immer wahr ist, heillt Tautologie oder allgemeingiiltige Formel. Zwei Formeln A
und B heiflen logisch dquivalent, wenn die Formel A < B eine Tautologie ist.
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A.1.9. Satz (Aussagenlogische Gesetze). Die folgenden Formeln sind Tautologien:

(A.D AvT
AvlieA
AV A (Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten)
a2 (A A-A) (Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch)
—(nA) o A (Gesetz von der doppelten Verneinung)
(AAB)ACeAANBAC),
(A.3) (AvB)vVC » Av(BVvC) (Assoziativgesetze)
AVvBAC)o(AVB)A(AV(),
Aa4) AANBVC)s(AAB)V(AAC) (Distributivgesetze)
“(AAB)o (mAv-B),
(A.5) “(AVB) <& (mAA-B) (De Morgansche Regeln)
(A.6) (A=>B)e (nAVB)
Abschlussregeln:
A=>(AvB), A=>B=>A), (AAB)=>A (Abschwdichungsregeln)
(A=>B)A(B=>C))=>(A>C) (Kettenschlussregel)
(A.7) ((A=>B)ANA)=>B (Abtrennungsregel, modus ponens)
(A.8) (A>B)< ("B=>-A) (Kontrapositionsgesetz)
(A.9) (A=>B)(AAn-B=1)

(A=>B)AB=> A (Gesetz zum modus tollens).

Ein Beispiel zu den de Morganschen Regeln: Die Negation von ,Ich bin schon und ich bin reich” ist
»Ich bin nicht schon oder ich bin nicht reich®. Die Aussage =B = —A heif3t Kontraposition von A = B.

Beweis: Betrachten wir z.B. die Abtrennungsregel. Wir konnen sie beweisen, indem wir die Wahr-
heitswerttabelle erstellen.

A|B|A=>B|AAA=>B)| (AAN(A=>B))>B
w|w w w w
w|f f f w
flw w f w
flr] w f w

Da in der Kolonne fiir die Formel (A.7) immer der Wahrheitswert w steht, ist die Formel eine Tautologie.
Eine andere Moglichkeit ist, die Formel mit Hilfe der aussagenlogischen Gesetze zu einer Tautologie zu
transformieren. Es ist

(AA(A=>B))=> B i4q. (AA(-A vV B))= B (nach (A.6))

(AAN(mAVB))=> B 4q. (AA-A) V(A AB))= B (nach (A.4)

((AA-A)V(AAB))= B idq. (LV(AAB))= B (nach (A.2))

(LV(AAB))=> B 4q. (AAB)= B (nach (A1)
Weil (A AB) = B eine Tautologie (Abschwichungsregel) ist und (A7) damit dquivalent ist, ist auch (A7)
eine Tautologie.

Wir erstellen die Wahrheitstabelle zum Kontrapositionsgesetz:

A|B|A=>B | B|A| B=>-7A|(A=>B)e(-B=>1A)
w | w w f f w w
w|f f w | f f w
flw w f w w w
flr w w w w w
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Da in der Kolonne fiir die Formel (A.8) immer der Wahrheitswert w steht, ist die Formel eine Tautologie.
]

A.2. Pradikatenlogik.

A.2.1. Definition. Seien X71,...,X; Mengen. Eine k-stellige Aussageform oder Pradikat mit freien
Variablen aus X7i,...,X}, ist ein sprachlicher Ausdruck A(xi,...,x;), der endlich viele Variablen x; €
X1...,x € X}, enthilt und zu einer Aussage wird, wenn alle Variablen mit Werten belegt werden. Eine
Aussage ist per definitionem eine 0-stellige Aussageform.

A.2.2. Beispiel.
o A(x): ,Es gibt eine rationale Zahl x, fiir die gilt: x? = 2. (falsch)
o B(x,y,z): ,Fur alle reellen Zahlen x, y und z gilt: (x-y)-z=x-(y-2).“ (wahr)

Eine Quantifizierung von Variablen erzeugt aus einer Aussageform eine solche niedrigerer Stel-
lenzahl.

Quantor umgangssprachlich symbolisch

Generalisierung fir alle x Vx:A(x,...)
(fiir jedes x, fir beliebiges x)

Partikularisierung es gibt (mindestens) ein x Ix: Alx,...)
(es existiert (mindestens) ein x)

verstarkte Partikularisierung es gibt genau ein x Flx: Alx,...)
(es existiert genau ein x;
es gibt ein und nur ein x)

A.2.3. Beispiel. Obige Aussagen kénnen dann wie folgt geschrieben werden:
o Ix:xeQAx?=20der IxeQ:x2=2.
o VaVyVzeR:(x-y)-z=x-(y-2).
Andere Aussagen, die Quantifizierungen enthalten:
Gruppenaxiome:
VxVyVz:(x-y)-z=x-(y-2)
JeVx:e-x=x-e=x

Vxdy:x-y=y-x=e

A.2.4. Satz (Pradikatenlogische Gesetze.).

Kommutativgesetze
VxVy:A(x,y,...)o VyVx: Alx,y,...)
Jxdy : Alx,y,...) o dyIx: Ax,y,...)
Va:(A(x,...)AB(x,...)) © (Vx: A(x,... ) A(Vx : (B(x,...)
Jx: (Alx,...)VB(x,...) © (Fx: A(x,...)) v(3x : (B(x,...))
De Morgansche Regeln
Vx:A(x,...) o 3x:0A(x,...)
—dx:A(x,...) o Vx:A(x,...)
Abschwdchungsregeln

FxVy:A(x,y,...)=> Vydx: A(x,y,...)
Ax:A(x,...)=>3Ax: Alx,...)

A.2.5. Bemerkung. Um zu zeigen, dass Vx : A(x) = B(x) falsch ist, zeigen wir, dass die zugehorige
Verneinung 3x : 7(A(x) = B(x)) wahr ist. Wir sollten also ein x finden, so dass A(x) = B(x) falsch ist,
d.h. mit A(x) wahr und B(x) falsch. Solch ein x heifit Gegenbeispiel zu Vx : A(x) = B(x).

A.2.6. Bemerkung. Die Reihenfolge der Quantoren ist wesentlich, d.h.
(A.10) xVy:Ax,y,...) > Vydx: Ax,y,...)
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ist falsch. Zum Beispiel fiir A(x,y):y = x? ist

(A.11) Vy>03xeR:y=x>

wahr und besagt, dass alle nicht-negativen reellen Zahlen eine Quadratwurzel haben. Dagegen ist
(A.12) IreRVy>0:y=x>

falsch und besagt, dass es eine reelle Zahl x gibt derart, dass die Quadratwurzel aller nicht-negativen
reellen Zahlen x ist! Ahnlich fiir A(x,y):x <y; Vy3x: A(x,y) ist wahr (z.B. x =y — 1) aber IxVy : A(x,y)
ist falsch und besagt, dass es eine kleinste reelle Zahl gibt.

Die Aussage Vy3dx : A(x,y) bedeutet also, dass fiir alle y ein von y abhéngiges x existiert. Dagegen
ist x in IxVy : A(x,y) fest und héngt von y nicht ab.

A.2.7. Bemerkung. Die Quantoren sind nicht einfache Abkiirzungen, sondern ,sprachliche Elemente
der Logik®, die syntaktisch richtig benutzt werden sollten. Eine Aussage uiber x steht hinter Vx bzw. Jx.
Nur bei Beachtung dieser Vorschrift kann man obige Regel systematisch zum Negieren von Aussagen
benutzen.

A.3. Beweistechnik. In der Mathematik werden neue wahre Aussagen (d.h. Siatze) mittels des des
logischen SchlieBens aus bereits als wahr bekannten Aussagen hergeleitet. Haufig erscheint ein Satz
in der Form ,Wenn A, dann B, d.h. A = B oder Vx(A(x) = B(x)). Dann heifit A (bzw. A(x)) die Voraus-
setzung, und B (bzw. B(x)) die Behauptung des Satzes. Zum Beispiel:

(A.13) Ist n € N ungerade, dann ist n2 ungerade.

Der Satz hat der Form A = B, wobei A:“n € N ungerade“ und B:“n? ist ungerade“. Wir nehmen an,
dass die Voraussetzung A auch die Zusammenfassung (Konjunktion) aller bekannten wahren Aussagen
(Satze) enthilt, auch wenn das explizit nicht geschrieben ist. Zum Beispiel gibt es Sitze, in denen nur
die Konklusion B explizit vorkommt, etwa:

(A.14) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Dieser Satz gehort genau genommen auch zum Typ A = B; dafiir bezeichnen wir mit A die Zusam-
menfassung aller bekannten wahren Aussagen und mit B die Behauptung des Satzes (hier B :“Es gibt
unendlich viele Primzahlen®.)

Die Umkehrung des Satzes A = B bzw. Vx(A(x) = B(x)) ist die Aussage B = A oder Vx(B(x) > A(x)).
Zum Beispiel ist die Umkehrung des Satzes (A.13):

(A.15) Sei n € N. Ist n? ungerade, dann ist n ungerade.

Ein Beweis eines Satzes ist eine Herleitung der Konklusion aus aus der Voraussetzung und aus den
schon bewiesenen Sitzen vermoge der Abschlussregeln. Ein Beweis kann entweder direkt oder indirekt
gefiihrt werden.

Ein direkter Beweis einer Aussage A = B liegt vor, wenn es endlich vielen Zwischenbehauptungen
Aq,...A, gibt, so dass die Implikationen A = A1, A1 = Aq, ..., A, = B wahr sind. Der Beweis hat die
Form einer Schlusskette A => A1 => Ay > ...=> B.

A.3.1. Beispiel. Beweis von (A.13): Definition: n € N heit ungerade genau dann, wenn es % € Ny gibt
mitn =2k +1.
Ist n € N ungerade, so gibt es nach Definition % € Ny mit n = 2k + 1. Dann ist n% = (2k + 1)2 = 42 +
4k +1=2(2k2 +2)+1 auch von der Form 2m + 1 mit m = 2k2 + 2 € Ny, also nach Definition ungerade. [
Oder formaler:

neNungerade: o dkeNy:n=2k+1
>n?=2k+1)2 =4k% +4k +1=22k% +2)+ 1
:>EIm€N0:n2=2m+l

<:n? ungerade.

A.3.2. Beispiel. Dies ist ein komplizierteres Beispiel. Zu zeigen ist:

(A.16) Firalle x,y,zeRmitx<yund y <z gilt x < z.
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Beweis: Formal sieht der Satz so aus: Vx,y,z € R: (x < y) A(y < 2) = (x < 2). Die Voraussetzung ist
(x,y,2 € R)A(x < y) A(y < 2z) und die Behauptung (x < z). Aus den Voraussetzungen folgt, dass die
folgenden Aussagen wahr sind:

(A.17) y<z:©(y<zvy=2z) (nach Definition),
(A.18) x<yAy<z=>x<z (Transitivitit),
(A.19) X<YyANy=z=>x<z.

Nach machen wir eine Fallunterscheidung.
Fall 1: Es ist y < z: Wir benutzen und erhalten x < z.
Fall 2: Es ist y = z : Wir benutzen (A.J9) und erhalten x < z.
Also ist in beiden Fillen x < z, und die Behauptung ist bewiesen. ]

So schreibt man tblicherweise einen mathemathischen Beweis. Die Aussagenlogik taucht nicht explizit
auf, wir haben sie jedoch stillschweigend benutzt. Nehmen wir als Besipiel den Fall 1. Fiir Aussagen-
variablen A,B,C gilt die Tautologie

(A.20) (ANBAA=C)=>C

Seinun A:,y <2z B: x<y“ C: ,x <z“ Wir wissen nach (A.18), dass BA A = C wahr ist. Wenn A
wahr ist, dann ist auch (A A (B A A = C) wahr. Wegen (A.20) ist auch C wahr. Genauso behandelt man
den Fall 2.

Wir haben hier (teilweise) die Struktur des Beweises mit Hilfe der Schlussregeln klar gemacht. In
den meisten mathematischen Texten ist diese Struktur jedoch nicht explizit angegeben (das wiirde
diese Texte mindestens dreimal so lang und unlesbar machen). Aber fiir Anfanger ist es sinnvoll, die
logische Struktur mancher Beweise zu untersuchen.

A.3.3. Aufgabe. (i) Beweisen Sie (A.20). (ii) Geben Sie die logische Struktur des gesamten Beweises von
Satz[A.3.2]an.

Ein indirekter Beweis hat zwei Varianten: Beweis durch Kontraposition und Beweis durch Wider-
spruch (reductio ad absurdum).

Der Beweis durch Kontraposition (Beweis durch Umkehrschluss) beruht auf dem Kontrapositi-
onsgesetz (A.8). Wenn ein Satz in der Form A = B vorliegt, gewinnen wir einen Beweis des Satzes,
indem wir einen direkten Beweis von =B = A geben.

A.3.4. Beispiel. Beweis von (A 15): Zu zeigen: A = B, wobei A : ,n? ist ungerade“, B: ,n ist ungera-
de“. Dann ist =B : ,n ist gerade“ und —A : ,n? ist gerade®. Offensichtlich ist =B = = A wahr. Also gilt
auch A = B.

A.3.5. Beispiel. Zu beweisen:

A.3.6. Satz. Wenn es in einer Schule 733 Schiiler gibt, dann gibt es in einem Jahr mindestens 3 Schiiler,
die ihren Geburtstag am gleichen Tag feiern.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Kontraposition. Wir bezeichnen

A: In einer Schule gibt es 733 Schiiler.“

B: ,Es gibt in einem Jahr mindestens 3 Schiiler, die ihren Geburtstag am gleichen Tag feiern.“

Zu zeigen: A = B. Wir beweisen die logisch dquivalente Aussage =B = —A, d.h. wir nehmen an, =B
wire wahr, und leiten daraus einen Widerspruch zu A her.

=B: ,Es gibt hochstens 2 Schiiler, die ihren Geburtstag am gleichen Tag feiern.“

= ,Es gibt hochstens 2 x 366 = 732 Schiiler in der Schule.“

= ,Es gibt nicht 733 Schiiler in der Schule.“: = A ]

A.3.7. Beispiel. Zu beweisen:

A.3.8. Satz. Sei (mindestens) eine von zwei ganzen Zahlen n und m nicht durch 3 teilbar. Dann ist auch
die Summe oder die Differenz von n und m nicht durch 3 teilbar.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Kontraposition. Um die Kontraposition der Aussage zu bilden,
ist es hilfreich, die Implikation als logische Formel zu schreiben:

3mv3m=>3m+n)v3 fm—-n).
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Unter Benutzung der de Morganschen Regel erhélt man die zugehérige Kontraposition:
3lm+n)A3l(m—n)) =3ImA3|n.

Um diese Implikation fiir beliebige ganze Zahlen zu zeigen, geniigt es den Fall zu betrachten, in dem
die linke Seite wahr ist. (Andernfalls ist die Implikation sowieso wahr.) Gelte also m + n = 3k und
m—n =3ko mit k,kg € Z. Addition der beiden Gleichungen ergibt: 2m = 3(k + k(). Die rechte Seite davon
muss also durch 2 teilbar sein. Da 2 und 3 teilerfremd sind, ist £+%( durch 2 teilbar, also m = 3(k+£¢)/2.
Damit ist also m durch 3 teilbar. Subtraktion der Gleichungen ergibt 2n = 3(k—k(). Wie oben kann man
schlie3en, dass n = 3(k — k()/2, also ist auch n durch 3 teilbar. O

Der Beweis durch Widerspruch beruht auf dem Gesetz (A.9). Wenn ein Satz in der Form A = B
vorliegt, gewinnen wir einen Beweis des Satzes, indem wir eine Implikation A A =B = 1 beweisen,
wobei L eine falsche Aussage ist. Wir nehmen also =B mit als Voraussetzung auf und leiten mit Hilfe
der Abschlussregeln daraus einen Widerspruch her, d.h. eine falsche Aussage, z.B. (x e M und x ¢ M)
oder (@ =b und a # b).

A.3.9. Beispiel. Wir beweisen:
A.3.10. Satz. /2 ist irrational.
Beweis: Die Konklusion ist B :“v/2 ist irrational.“ Das Gegenteil ist B :“v/2 ist rational.“ Die folgende
Schlusskette gilt:
x =2 ist rational :<> 3p,q € Z,q #0:x = p/q
= 3dp,qe€ Z,q #0und (p,q)=1:x=pl/q
(A.21) = 3p,q€Z,q#0und (p,q) =1:2=x2 = p%/¢®
= 3p,qeZ,q #0und (p,q)=1:2p% = ¢
=3p,qeZ,q#0und(p,q)=1:2|pund?2|q.
Die letzte Implikation zeigt man so:
2p?2=¢? =2¢> =2l¢g=3FkeZ:q=2k =
=4k’ =4k’ =¢?=2p* = 22 = p? = 2p> =2p
= 2|qund 2|p.

Die letzte Behauptung von (A.21) (3p,q € Z,q #0und (p,q) = 1:2|p und 2|q) ist offensichtlich falsch.
Wir haben also gezeigt, dass "B =— L wahr ist. Das ist aber nur moglich, wenn —B falsch ist (siehe
Wahrheitswerttabelle der Implikation), d.h. wenn B wahr ist. O

In der Praxis wird man die Voraussetzung, Behauptung usw. nicht explizit angeben und bezeichnen.
Ein normaler Beweis beginnt mit ,Nehmen wir an, x = v/2 wire rational“ und fihrt fort, bis man die
falsche Aussage ,dp,q € Z,q # 0und (p,q) = 1: 2|p und 2|¢“ hergeleitet hat. Dann schreibt man einfach
»Widerspruch®, und der Beweis ist vollbracht!

A.3.11. Bemerkung (Was bedeuetet 0.B.d.A.?). Anstelle von

x =2 ist rational : & 3p,q € Z,q #0:x = p/q
=3p,qeZ,q#0und(p,q)=1:x=pl/q

schreibt man einfach ,x = v/2 ist rational :< 3p,q € Z,q # 0 : x = p/q. 0.B.d.A. kann man annehmen,
dass (p,q) = 1“. Mit ,0.B.d.A.“ ist gemeint, dass eine Einschriankung (z.B. des Wertebereichs einer
Variablen) nur zur Vereinfachung der Beweisfithrung vorausgesetzt wird, ohne dass die Giiltigkeit der
im Anschluss getroffenen Aussagen in Bezug auf die Allgemeinheit darunter leidet. Man muss sich also
klar machen, dass der allgemeine Fall aus dem schon bewiesenen Spezialfall folgt.

In unserem Beispiel muss man die Implikation beweisen:

(A.22) 3p,qeZ,q#0:x=p/q—=3p,q€ Z,q #0und(p,q)=1:x=plq

Beweis von (A.22): Wir wissen nach der Definition des g.g.T., dass p = (p,q)p1, ¢ = (p,q)q1 Wobei p1,q1 €

_ ; _p_W®yp1 _p1
Z,q1#0und (p1,q91)=1. Dann gilt r = = oon = a

vollsténdig gekiirzt. Dann kann man p; und g1 weiter mit p, ¢ bezeichnen.

. Mit anderen Worten, wir haben den Bruch Zi
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A.3.12. Beispiel. Definition: Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl mit genau zwei natiirlichen Zahlen
als Teiler, ndmlich 1 und sich selbst.

Primzahlen sind also 2,3,5,7,11,...

Fundamentalsatz der Arithmetik: Jede natiirliche Zahl l4sst sich als Produkt von Primzahlen schrei-
ben. Diese Produktdarstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Wir beweisen:

A.3.13. Satz (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen p € N.

Beweis: Bezeichnen wir die Menge der Primzahlen von N mit P ¢ N. Nehmen wir an, P wire endlich,
P={p1,...,pr}.Sein:=p;1...pp+1€eN;dan>pjfiralle j=1,...,k,ist n ¢ P. Der Fundamentalsatz der
Arithmetik besagt, dass es eine Primzahl p € P mit p|n gibt. Weil p eine der Zahlen p1,...,p}, ist, folgt
plpi...pr und dann p|n—pj...pr = 1. Wenn aber p|1 gilt, muss p = 1 sein. Widerspruch zur Definition
der Primzahlen. Die Menge P muss also unendlich sein. ([l

Fiir weitere Beispiele und eine ,,Gebrauchsanleitung zur Formulierung mathematischer Gedanken
mit vielen praktischen Tipps“ siehe das Buch [3]]. Eine Geschichte des Beweisbegriffes findet man auch
in "“The History and Concept of Mathematical Proof™.

A.4. Mengenlehre. Die Mengenlehre dient heute weitgehend als Grundlage der Mathematik, und
viele fundamentale Begriffe und Methoden lassen sich auf die Mengenlehre zuriickfithren.

Der Begriinder der Mengentheorie ist Georg Cantor (1845-1918). Er hat die Mengenvorstellung
folgendermaflen ausgedriickt:

,Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,,Elemente” von M genannt werden) zu
einem Ganzen®.

Es handelt sich um eine ,naive“ Definition. Was bedeutet ,Zusammenfassung“ oder ,,Objekt unse-
rer Anschauung®? Diese Vorstellung fithrt zu Kontradiktionen, den sogenannten Russellschen Antino-
mien. Um diese Antinomien auszuschlieBen, wurden mehrere Wege vorgeschlagen (Russell, Zermelo—
Fraenkel, Godel-Bernays).

Zermelo (1871-1953) hat das erste brauchbare Axiomensystem der Mengenlehre formuliert. Ohne
in Details zu gehen, beschreiben wir kurz sein Vorgehen. Wir setzen voraus, dass es zwei Typen von
Objekten gibt, Elemente und Mengen. Diese Objekte konnen Eigenschajften haben oder zueinander in
bestimmten Beziehungen (Relationen) stehen. Die Relation x = y bedeutet, dass die mit x bzw. y be-
zeichneten Objekte identisch sind; die Negation dieser Relation wird durch x # y ausgedriickt. Ist X
die Menge, so bedeutet die Relation x € X, dass x ein Element der Menge X ist oder zu X gehort; die
Negation dieser Beziehung wird mit x ¢ X bezeichnet.

A.4.1. Definition. Sind X und Y Mengen, so bedeutet X c Y, dass jedes Element von X Element von
Y ist. Ist X c Y, so sagt man, X sei eine Teilmenge von Y oder X seiin Y enthalten oder Y umfasse
X; man schreibt auch Y o X. Die ,,c“~Beziehung heifit Inklusion. Fir die Negation von X cY schreibt
man X ¢Y. Wenn X und Y Mengen sind, fiir die X cY und X #Y gilt, so spricht man von einer echten
Teilmenge (X ist echt enthalten inY).

Offenbar gilt
XcX,
XcYundY cZ)=—=XcZ

A.4.2. Extensionalititsaxiom. Umfangsgleiche Mengen sind gleich; mit anderen Worten: Zwei Men-
gen sind genau dann gleich, wenn sie aus denselben Elementen bestehen.

Daraus folgt
XcYundYcX)eX=Y

Dementsprechend zerfallen fast alle Beweise von Gleichheiten zwischen zwei Mengen X und Y in zwei
Teile; zuerst hat man X cY und dann Y < X zu zeigen.

Wir geben nun ein wichtiges Mittel zum Bilden von neuen Mengen aus gegebenen Mengen an. Das
nichste Axiom besagt, dass eine Aussage tiber Elemente einer gewissen Menge aus dieser eine Teil-
menge aussondert, ndmlich die Teilmenge derjenigen Elemente, fiir die die Aussage wahr ist.


http://www.math.wustl.edu/~sk/eolss.pdf

248 ANALYSIS I-III, 2011/2013

A.4.3. Aussonderungsaxiom. Zu jeder Menge X und jeder Aussageform E(x) mit freien Variablen aus
X existiert eine Menge Y, die genau aus den Elementen von X besteht, fiir die E(x) wahr ist (zutrifft).

Die Menge Y ist nach dem Extensionalitdtsaxiom eindeutig bestimmt. Schreibweise:
Y ={x € X : E(x)trifft zu}.

A.4.4. Definition. Sind X, Y zwei Mengen und gilt Y < X, so ist die Menge {x € X : x ¢ Y} eine Teil-
menge von X, die sogenannte Differenz von X und Y oder das Komplement von Y beziglich X, in
Zeichen X \Y oder (xY (oder auch CY, wenn kein Missverstéindnis zu befiirchten ist).

Sind zwei Mengen X,Y gegeben, so existiert eine Menge, die genau aus denjenigen Elementen be-
steht, die sowohl zu X als auch zu Y gehoren, ndmlich {x € X : x € Y}; sie wird Durchschnitt von X
und Y genannt und mit X NY bezeichnet.

Ist X eine Menge und x € X, so bedeutet {x} die Menge, deren einziges Element x ist.

Um unserem Vorgehen Substanz zu geben, setzen wir voraus:
A.4.5. Existenzaxiom. Es gibt eine Menge.

Als logische Folgerung ergibt sich aus diesem Axiom, dass eine Menge ohne irgendein Element exis-
tiert. Hat man namlich eine Menge X, so wende man das Aussonderungsaxiom mit der Aussage ,x # x“.
Das Ergebnis ist die Menge

(A.23) Ox ={xeX :x#x},

gennant die leere Teilmenge von X. Es ist bemerkenswert, dass jede beliebige Eigenschaft auf Elemente
von @x zutrifft.

A.4.6. Aufgabe. Betrachte die Aussage: “Alle Menschen iiber 200 Jahre sind Hochleistungssportler.“ Ist
diese Aussage wahr oder falsch?

Ist E eine beliebige Eigenschaft, so gilt x € x = E(x) fiir jedes x € X, da x € @x eine falsche Aussage
ist fiir jedes x € X.

Sind X und Y Mengen, so zieht x € @x stets x € @y nach sich; mit anderen Worten, es gilt ¢x < ¢y,
ebenso ¢y < ¢x, also @x = @y. Alle leeren Teilmengen sind somit einander gleich und werden daher
einfach mit @ bezeichnet.

A.4.7. Definition. Die Menge @ heifit die leere Menge. Zwei Mengen X und Y heiflen disjunkt falls
XnY =9.

Das Paarmengenaxiom stellt sicher, dass jede Menge auch als Element einer Menge vorkommt und
dass es zu je zwei Mengen stets eine dritte gibt, in der sie beide als Elemente enthalten sind. Das Axiom
hat einen technischen Charakter.

A.4.8. Paarmengenaxiom. Zu je zwei Mengen X, Y gibt es eine Menge Z, welche genau X und Y als
Elemente besitzt.

Wir schreiben Z = {X,Y} und fiir {X,X}, die Einermenge von X, abkiirzend {X}. Nach dem Exten-
sionalitdtsaxiom ist stets {X,Y} ={Y,X}; {X,Y} hat also nicht die Eigenschaft eines geordneten Paares
von X und Y. Eine Menge Z, deren Elemente Mengen sind, wird Mengensystem gennant.

A.4.9. Vereinigungsmengenaxiom. Zu jedem Mengensystem Z gibt es die Menge Y der Elemente der
Elemente von Z.

A.4.10. Definition. Die Menge Y heilit Vereinigung von Z. Schreibweise:
Y=Uz=Ule:2€2}.

z€Z
Sind X und Y zwei Mengen und Z = {X,Y} so wird u{z : z € {X,Y}} durch X UY bezeichnet. Folglich ist

XuY ={a:aeX oder acY}.

Sei x,y € X. Die Vereinigung {x} U {y} wird mit {x,y} bezeichnet; 4hnlich schreibt man {x,y,z} fur {x}u
{ylu{z} usw.

A.4.11. Potenzmengenaxiom. Zu jeder Menge X gibt es die Menge Y aller Teilmengen von X, die
sogenannte Potenzmenge von X; wir bezeichnen diese mit P(X).
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Offenbar ist @ € P(X) sowie X € P(X). Die Relationen x € X und {x} € P(X) sind dquivalent, ebenso
Y cX undY € P(X).
Beispiel: Fiir X ={1,2,38} ist P(X) = {@,{1},{2},{3},{1,2},{1,8},{2,3}, X }.

A.4.12. Definition. Je zwei Objekten x,y entspricht ein neues Objekt, das geordnete Paar (x,y); die
Relation (x,y) = (x',y') ist dquivalent der Relation (x = x’ und y = y'); insbesondere gilt (x,y) = (y,x)
genau dann, wenn x = y ist. Das erste (bzw. zweite) Element eines geordneten Paares z = (x, y) heil3t die
erste (bzw. zweite) Projektion von z, in Zeichen x = pry z (bzw. y = pry 2).

Sind X,Y zwei (nicht notwendig verschiedene) Mengen, so gibt es eine (eindeutig bestimmte) Menge,
deren Elemente genau die geordneten Paare (x,y), x € X und y € Y sind. Sie wird das kartesische
Produkt (oder einfach Produkt) von X und Y genannt und mit X xY bezeichnet.

A.4.13. Definition. Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y von der Menge X in die Menge
Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein Element f(x) € Y zuordnet. Wir schreiben auch
[:X—-Y,x— f(x). Der Graph der Funktion f : X — Y ist die folgende Teilmenge von X xY:

(A.24) Graph(f) ={(x,y) e X xY : y = f(x)}.
Zwei Abbildungen f,g: X — Y sind gleich, wenn f(x) = g(x) fir alle x € X, d.h. Graph(f) = Graph(g).

Der Graph einer Abbildung charakterisiert die Abbildung vollstdndig. Eigentlich ist es korrekt zu
denken, dass die Abbildung ein Graph ist! Eine formalere Definition einer Abbildung verlauft daher so:

A.4.14. Definition. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung von X in Y ist eine Teilmenge G c X x Y,
gennant funktionaler Graph, mit folgender Eigenschaft: Zu jedem x € X gibt es einund nurein y €Y, so
dass (x,y) € G. Dieses y bezeichnet man dann als f(x) und erhilt eine ,,Abbildungsvorschrift“ f : X — Y,
x— f(x).

A.4.15. Beispiel. (i) f :R — R, x — x2. (ii) Fiir beliebige X,Y und y € Y hat man die konstante Abbildung
vom Wert y, namlich f: X — Y, x — y. (iii) Fiir beliebiges X hat man die identische Abbildung Idy :
X-X,x—x.

A .4.16. Definition. Sei f:X — Y eine Abbildung.

(i) Die Menge X heifit der Definitionsbereich, die Menge Y der Wertebereich von f.

(>i1) Fiir x € X heifit f(x) das Bild von x unter f oder, wenn f klar ist, einfach das Bild von x. Es heif3t
auch der Wert von f auf x oder an der Stelle x.

(ii1) Die Menge {f(x) : x € X} c Y heif3t das Bild oder die Bildmenge von f.

(iv) Fur A c X heifit f(A)={f(x):x € A} das Bild von A unter f.

(v) Fiir Bc Y heiit f~1(B) = {x : f(x) € B} c X das Urbild von B unter f. (Es kann f~1(B) = ¢ sein.)

A.4.17. Definition (Einschrankung). Sei f :X — Y eine Abbildung und A c X. Dann bezeichnen wir
mit |4 : A — Y die Abbildung, die jedem x € A den Wert f(x) € Y zuordnet. Also f|4 :A — Y, x— f(x).
f1a heilit die Einschrdnkung (oder Restriktion) von f auf A. Ist A # X, so gelten f und f| also als
verschiedene Abbildungen, obwohl sie mit jedem x € A ,,dasselbe machen®.

A.4.18. Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f : X — Y eine Abbildung.
(i) f heil}t injektiv, wenn eine der folgenden, zueinander 4quivalenten Bedingungen erfiillt ist:
a) Vxi,x9 € X (x1 #x2 = f(x1) # fx2)),
b) Vx1,x2 € X (f(x1) = f(x2) = x1 = x2).
(i1) f heilt surjektiv, wenn f(X)=Y.
(ii1) f heift bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist, d.h. wenn jedes y € Y das Bild genau eines
x € X ist.

A.4.19. Definition (Umkehrabbildung). Sei f: X — Y bijektiv. Zu jedem y € B gibt es also genau ein
x € X mit f(x) = y. Wir bezeichnen dieses x mit £~ 1(y) und haben damit eine Abbildung f™1:Y — X
definiert, welche Umkehrabbildung von f heifit. Die Umkehrabbildung existiert nur fir bijektive
Abbildungen f: X — Y.
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