WS 19/20 Marinescu/Zielinski

Analysis I - Klausurvorbereitung

1. Aufgabe
Beweise mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

- 1
Z k= ZnQ(n +1)2.
k=1

2. Aufgabe
Die Folge (z,,),ecn sei rekursiv definiert durch

=1 , Tptl = V2 +x, .
(a) Beweise, dass (z,,),en durch 2 nach oben beschrankt ist.
(b) Beweise, dass die Folge (z,,),cn streng monoton wachsend ist.
(c) Beweise, dass (z,),eny konvergent ist, und bestimme ihren Grenzwert.
Losung Aufgabe 2:

(a) (Beweis mit vollstiandiger Induktion tiber n € N)
LAn=1:2,=1€(0,2) v
I.S.n~n+1:
Wir zeigen: Falls z,, € (0,2), dann gilt auch z,,,; € (0,2). Es gilt

= Tn+1
2, €(0,2) =22<z,+2<4=0<V2< Vo, +2<Vd=2V

Dabei wurde die strenge Monotonie von = — /x benutzt.
(b) Nach (a) gilt z,, € (0,2) fir allen € N; z,, € (0,2) = 22 <2z, <z, +2 =
12 < x%H =, < T, (da beide > 0).

Alternativ: Betrachte 22 — 22 ., =22 — 2z, — 2 = (2, + 1)(x, — 2) < 0 (die

n+

Gleichung 2? —  — 2 = 0 hat Nullstellen —1 und 2). Also z,, < z,; fiir
alle n € N.

(¢) (z,)neny monoton (nach (b)) und beschrankt (nach (a)). Monotonieprinzip
~ (Zn)nen konvergent. Sei x = lim z,. Wegen x, > 1 impliziert das
n—o0

Vergleichsprinzip dass x > 1 > 0. AuBlerdem x = lim z,,.;. Durch

n—oo

Limesiibergang in 22, = 2 + z,, folgt

2= lim 22, = lim 2+x,) =2+ lim 2, =2+x
n—00 n—00 n—r00

SchlieBlich 22> — 2 — 2 =0, also x = —1 oder z = 2. Da x > 1, folgt = 2.

(bitte wenden)



3. Aufgabe
Bestimme alle Hiaufungswerte der Folgen mit den Folgengliedern

() a, = 2\/_ o 1 (i) @, = V2 + cos(nm) .

n+1 n—+ 2
Losung Aufgabe 3:
(1) Es gilt
22 ga2n—1 2 %+‘2—%_> .
Qop = 1 1 i, n 9]
a1 2n+2 T2+ 242

(i1)

und

2/2n — -2 2 1 22
gy = ————— " 4”1n— \/———2—2' Ly, n— 00.
2n 2n + 1 n o n 2+

Sei nun (a,, )r>1 eine konvergente Teilfolge von (a,),>1. Dann 11egen un-
endliche viele gerade oder unendlich viele ungerade Zahlen in (n;);>1,

also gibt es eine Teilfolge von (a,, );>1, die auch Teilfolge von (as,), bzw.
(a2n—1), ist und somit gegen i oder —i konvergiert. Da (a,, ); nach Vo-

3=

raussetzung konvergent ist, muss a,, — i oder a,, — —i gelten, also
gibt es auller i und —i keine weiteren Hiaufungspunkte.

Zunéchst ist cos(nm) = (—1)". Daher zerfillt die Folge (a,) wie oben
vollstandig in die beiden Teilfolgen (as,) und (ay,1) mit

= X2+ (-1 = X241, Ao = V24 (=1 = N2 -1

Aber /2 "2% 1. Wir schlieBen asp, —3 2 und A2n+1 "% 0. Insgesamt
folgern wir wie bei (i): Die Folge zerfillt vollstéandig in zwei konvergente

Teilfolgen, also sind deren Grenzwerte die einzigen Haufungspunkte.
Die Folge (a,), hat also die beiden Haufungspunkte 2 und 0 und die Teil-
folgen (as,), bzw. (a2,.1), konvergieren gegen diese Haufungspunkte.

(bitte wenden)



4. Aufgabe
Zeige, dass die Reihe

k1 K
2D

k>2

konvergiert, aber nicht absolut konvergiert. Bestimme eine Zahl N € N so,
dass jede Partialsumme s, um hochstens 1/10 vom Grenzwert der Reihe ab-

weicht, falls n > N ist.

Losung Aufgabe 4:

Wir wollen das Leibnizkriterium anwenden. Setze a;, = kQ—’il Dann gilt a;, —
0, kK — oo (Polynom von Grad 1 durch Polynom von Grad 2). Es ist also noch
zu zeigen, dass die Folge (ax), monoton fallt. Wir rechnen

k+1 k
B (IS S N &N
B+ DR -1 —k((E+1)7—1)
B k(k+2)(k+1)(k—1)
(PR —k—1)— (K +2k?)
kR +2)(k+1)(kE-1)
K+ k+1

T kk+2)(k+ 1)(k—1) <0,

da alle Ausdriicke im Zahler und Nenner dieses Bruches positiv sind, weil
k > 2. Die Folge fillt also streng monoton. Eine Anwendung des Leibnizkri-

teriums liefert die Konvergenz der Reihe. Da
k k 1

—>__
E2—1" k> k

und die harmonische Reihe )", + divergiert, divergiert auch die Reihe ), _, |a|
nach dem Minorantenkriterium. lee Reihe ist also nicht absolut konvergent.

Sei s der Grenzwert der Reihe. Nach dem Leibnizkriterium gilt |s—s,,| < a,41.
Zu finden ist also N € Nmit ay,; < 1/10 also

N+1 1 ,
s

—

S(N+1)—10(N+1)—1
< (N —4)% - 26

(mit quadratischer Ergdnzung). Die Funktion f : R — R, f(z) = (v — 4)* — 26
ist nicht-negativ fiir x € (—o0, x;]U[x2, >0), wobei z; = 4—+/26 und x5 = 4++/26

sind die Nullstellen von f. Wir konnen also /V die kleinste ganze Zahl grofler
als z, wihlen. Da 5 < /26 < 6, gilt 9 < z, < 10. Die Aussage ist also fiir
N = 10 erfillt.

(bitte wenden)



5. Aufgabe
Zeige, dass die Reihe

k+1
Z(_l)k ok

k=0

absolut konvergiert. Beweise anschlielend fiir die Partialsummen s, der
Reihe durch vollstéandige Induktion die Darstellung

1
S0 =g (4—1—(—1)” 3712:5) ., neN

und nutze dieses Resultat zur Gewinnung der Summe s der Reihe.
Losung Aufgabe 5:

Sei a := (—1)" £, Dann gilt

k+2 2% k+2 1
— — =, k—o00.

k41 _ ) _ 1
2k+1 k41 2 k41 2’

Qg

Mit dem Quotientenkriterium erhalten wir, dass die Reihe absolut konvergiert.
Die Formel fiir die Partialsummen zeigen wir mit Hilfe einer vollstdndigen

Induktion: Fiir £ = 0 haben zeigen wir den Induktionsanfang mit

0
1 k+1
94+5_1:§

k=0

Im Induktionsschritt sei die Darstellung nun fiir n € N korrekt (Induktionsvo-
raussetzung) und wir folgern damit die Formel entsprechend fiir n + 1:

1 3N+ 5 i1+ 2
Spt+1 = Sp T Ong1 = § (4+ (_1) on ) + (_1) ! on+1
1 a1 61+ 10 a1 In + 18
= (1 T )
1 wi13(n+1)+5
Es gilt lim,_,o 2 = 0 (Polynom durch Exponentialfunktion mit Basis > 1).
Also folgt
- k+1 1 3n+5\ 4
Z ) + limsn:lim—<4—l—(—1)” nr ):—.

=0

(bitte wenden)



6. Aufgabe
Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Reihen:

Y3

W 3w W Y see

n=1

Losung Aufgabe 6:
(a) Erste Losung: Sei a,, := ng — # 0. Es gilt
3
P N BT, (n+12 tn+l )
n—00 | Ap41 n—00 n°+n

als Quotient zweier Polynome dritten Grades mit jeweils Leitkoeffizient
1. Somit ist R = 1.

Zweite Losung: Man benutzt die Cauchy-Hadamard Formel. Es ist R =
1/q wobei

. " . 1
q = lim sup = lim sup

1
n—00 nd+n n—oo vV n3+n

Wir bestimmen diesen Grenzwert nun in zwei Varianten.
Erste Variante (durch elementare Umformungen): Wegen n < n? fiir alle

n € N gilt
1< Un3+n< V203 =2Vn3. (%)
Aber lim = 1 und lim,, ,,, /n = 1 also auch 1 = 11mn_>oo(\/ﬁ)3 =

lim,, oo \; und damit lim,,_,. /2 V/n3 = 1. EinschlieBungsprinzip in (x)
~ limy, oo VR2+n=1~¢g=1~ R=1.
Zweite Variante: Es gilt V/n3 + n = ¥/n3 /1 + . Wir wissen, dass V/n3 —

1 fiir n — oo. Wir berechnen lim,, ., x,, wobei z,, := /1 + # Schreibe

1 021 73
N 1 1\~ 1 o .

wobei y, = (1+ #)nQ — eund z, = -5 — 0. Dann gilt fiir n — oo

Ty =y = e logyn _y 01 — 0 —

fiirn - cound damit ¢ =1~ R =1.

(b) Sei a,, : = 37 %H) # 0. Es gilt
n+1 2
lim In | _ lim Mzg
n—00 | Uy n—00 3”(271 —+ 1)




somit ist R = 3.
Alternativ kann man die Cauchy-Hadamard Formel benutzen. Es ist
R =1/q wobei

g = limsup ¢

‘ = lim sup = lim sup
n—oo

1 1
3”(271 + ].) n—00 \n/ 3”(2% + ]_) n— 00 3 \n/ 2n + 1 '

Esgilt 1 < /2n+ 1 < V/3n = /3 ¢/n, lim,_o V3 =1 und lim,_,o, /n =1
also lim, .., v/2n+ 1 = 1, wegen des EinschlieBungsprinzips. Also ¢ =
1/3und R = 3.

Man kann alternativ lim,, . (2n+ 1)% berechnen, indem man so umformt

2nﬁ
1 0
(1—1——) ] —1l-e=1,n—00.

3=

(2n + 1) = (2n) o

7. Aufgabe
Fiir s € R betrachte die Potenzreihe Z %, z € C.
n>1

(a) Bestimme den Konvergenzradius.

(b) Seis > 1. Zeige, dass die Potenzreihe normal konvergentin {z € C||z| < 1}
ist.

Losung Aufgabe 7:

(a) Es gilt

18
:(n—l— ) —-1, n—o00
ns

Qn

Apy1

somit ist R = lim,,, |an/an1]| = 1.
(b) Sei D = {z € C||z| < 1}. Es gilt

n n

2" _ 1
= Sup = —
|z‘§1 nS nS

z

nS

z

nS

= sup
D |2]<1

also hat die Reihe Y 7 |%||p die Majorante Y >, L. Da s > 1 ist die

Majorante konvergent, also ist nach Majorantenkriterium auch } "> | ||%
konvergent.

D

(bitte wenden)



8. Aufgabe
Untersuche folgende Grenzwerte auf Existenz und bestimme sie gegebenen-
falls:

I VAVEET-E), g SV

z]0 T

Losung Aufgabe 8:
Esist firz >0

Ry — x 1
z(Ve+1—+/zx)=Va2+z—x= = = )
vl V) Viid+arx4+z Vit axzdz 1+LX41

Es gilt lim, % = 0. Aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion erhalt man

1 1
lim /- +1=4/lim —+1=1,
T—00 X T—00 T

also z(vVr +1— a) =3 1.
Fir = > 0 ergibt die Deﬁnltlon des Cosinus mit Hilfe der Cosinusreihe

k zk

cos(v/z) — 1 Zk o(— )k(\/g;)) —1 _ Zﬁo(—l)k@ -1 Zk (= ) @Rt

T T T T

— Z(_ '

> =;Pmﬂ@%ﬁ=mw

Die Potenzreihe P hat den Konvergenzradius co hat und somit auf ganz R

stetig ist. Um dies einzusehen, kann man mit a;, := ((21112 ; 7 0 rechnen:

‘ 2k + 2).

=(2k+4)(2k+3) 00, k— 0.
Ak+1

also R = limy_,o, |ax/axs1| = co. Der Stetigkeit von f impliziert

VD=L P == () =1 20

Zweite Losung mit Hilfe des Satzes von 'Hospital: Seien f,g : [0,00) — R,
f(x) = cos(y/z) — 1, g(x) = x. Diese Funktionen sind stetig auf [0, c0) und dif-
ferenzierbar auf (0, 00): cos ist differenzierbar auf R und = — /z differenzier-
bar auf (0, 00) (Vorsicht: aber nicht auf [0, 00)!) also ist auch z — cos(y/x) dif-
ferenzierbar auf (0, co) als Verkettung differenzierbaren Funktionen. Ausser-
dem gilt ¢'(z) = 1 # 0 und f(0) = ¢(0) = 0. Es gilt nach Kettenregel fiir
x> 0:

F'(@) = (cos(v/z) — 1)/ = (cos(v/a))' = cos' (V) (v/z) = —

WJMW)



Wir betrachten , '
Pla) _ _lsnva) 1
J@) " 2 a 2
mit der Substitution y = /= (beachte \/z — 0, x — 0) in den bekannten
Grenzwert

. siny
lim =

y—0 Yy

1.

Die Bedingungen des Satzes von von ’Hospital sind also erfiillt. Es folgt, dass

limM:limM: imM:_l.
2\0 T N0 g(z)  2\o0 ¢'(x) 2

Andere Moglichkeit: Substitution \/z =y ~ 2 =y> und 2 — 0 ~ y — 0 also

lim cos(y/z) — 1 i S98Y 11
z—0 T y—0 y? 2

(wie oben, entweder Cosinusreihe oder 'Hospital, die Rechnungen sind aber
einfacher, da keine Wurzel dabei ist).

9. Aufgabe

Zeige: Die Gleichung z(x + 1)(x + 2)(z + 3) = 20 hat genau eine positive reelle
Losung .

Loésung Aufgabe 9:

Existenz: Bekommt man mit Hilfe des Zwischenwertsatzes fiir die stetige
Funktion (Polynom!) f: R — R, f(z) = x(z + 1)(z + 2)(z + 3),da f(0) =0 < 20
und f(1) = 24 > 20.

Zur Eindeutigkeit: f ist streng monoton wachsend auf [0,0), da =z > y =
r+1>y+1=...=2+3 > y+ 3, was durch Multiplikation f(z) > f(y)
ergibt (falls y > 0; Ungleichheitszeichen bleiben erhalten falls alle Faktoren
> 0 sind!). Also ist f injektiv auf [0, o0), d. h. es gibt hochstens eine Losung.

10. Aufgabe

Sei f: R — R, f(z) = 2° + 2°. Bestimme die lokalen und globalen Extrema
von f.

Losung Aufgabe 10:

Als Polynom dritten Grades ist f differenzierbar auf R. Grenzwerte an den
Endpunkten: lim, , o f(z) = —o0, lim,_,» f(z) = co. Wegen dieser Grenzw-
erte in —oo und +oc gibt es keine globalen Extrema.

Es gilt f'(x) = 32® + 2z, fiir alle € R. Die Gleichung f'(z) = 0 hat die
Losungen z; = —2, z, = 0. Es gilt f(—3%) = 5 und f(0) = 0.

Erste Variante:

Als Polynom zweiten Grades mit Leitkoeffizient 3 > 0 ist f'(z) > 0 & = €
(—o0, 21| U[xg, 00). In & € (21, x2) ist f'(z) < 0 und dort f daher streng monoton
fallend. Die Funktion f hat somit in z = —% ein lokales Maximum und in
x = 0 ein lokales Minimum.

Zur Veranschauung kann man sich eine Variationstabelle wie folgt aufstellen:



T —00 —% 0 00
fl@) |00 /5 N\ 0 )
f(z) + 0 - 0 +

(diese ist ohne obige Rechnungen und Begiindungen fiir eine Losung nicht
ausreichend!)

Zweite Variante:

f ist als Polynom zweimal differenzierbar. Wir haben f”(z) = 6z + 2 und
F(a) = 6-—(%) 42 = B 10 < und f"(z) = 2 > 0. ~ f hat in
x = —2 ein lokales Maximum und in z = 0 ein lokales Minimum.

11. Aufgabe
Entscheide durch Ankreuzen, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.
Losung Aufgabe 11:

Jede beschriankte Folge ist konvergent.
Jede unbeschriankte Folge ist divergent.
Jede konvergente Folge ist beschrinkt.
Jede divergente Folge ist unbeschrankt.

Wenn lim a, = a # 0, so gilt a,, # 0 fiir fast alle n € N.

n—oo

DDHD DH*—u

Jede beschriankte Folge in C hat eine konvergente Teilfolge.

Wenn f stetig in z ist, so ist | f| stetig in z,.
Wenn |f| stetig in xz ist, so ist f stetig in x.
Ist f differenzierbar in x,, dann ist f stetig in z,.

Ist f nicht differenzierbar in xy, dann ist f unstetig in z.

e N N R NI AN R NN R

S8 7]

f : (a,b) — R differenzierbar in z, und f'(z) =0
= g ist lokales Extremum von f.

Wenn f: D — R (D C R) differenzierbar ist und
f'(x) =0 fur alle z € D, dann ist f konstant.

<] @
=

Der Satz von Rolle ist auf f : [0,1] = R, f(z) =1+ 2z — 2?2,
anwendbar.
1 —cosz B 1

lm —— = —.
z—0 22 2

N
O



