WS 19/20 Marinescu/Zielinski

11. Blatt zur Analysis I
Abgabe: 13.01.-14.01.20 in den Ubungen

1. Aufgabe (12 Punkte)
Fir jedes n € N definieren wir eine Funktion f, : [0,1] — R wie folgt: Ist
1 <m<2"und z € [ 2], so sei f,(z) := x — -+ fir ungerades m und
fn(x) := F& — o fiir gerades m. Man iiberzeugt sich leicht, dass f,, wohldefiniert
und stetig ist.

(a) Skizziere fi, f5, f3, fs1 und Eizl fr-
(b) Zeige, dass [ := ) .-, fix : [0,1] — R existiert und stetig ist.

(c) Seig: I — Rin xzy € I differenzierbar. Seien a,, — xo und b, — z, Folgen
in I mit a, < 29 < b, und a, < b, fiir alle n. Zeige: d,, := g(bgzigian) N
g (xg) fur n — oc.

Tipp: Mit g(x) = g(xo) + r(x)(z — x) liegt d,, zwischen r(a,,) und r(b,), warum?

(d) Sei nun f : [0,1] — R wie in (b) und z¢ € [0,1]. Zu jedem n € N sei
a,, b,] ein Intervall der Form [+, 2] (wie oben), das z, enthalt. Zeige:
LOn)=Slan) jot fiir gerades n gerade und fiir ungerades n ungerade, und f

ist in z( nicht differenzierbar.

2. Aufgabe (12 Punkte)
Berechne jeweils die Ableitung der folgenden Funktionen:

, ‘ _d ar +b .
(i) fl.R\{c}er—>6$+d€(C,mlta,b,c,dE(C,,c#O
(16) fo:Ry >z —xlogx eR

)

(1ii) f3:Rys>z—a2"€eR
)
)

w) fu:Ro>xz—1o 1+sin’z e R
(iv) f. gV :

sinh

(v) f5:=tanh = R—R,

COS

—x

wobei cosh z = €t~ und sinhz = <=¢
Tipp: cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Sei z € C, und sei f : R — C definiert durch f(z) := 0 fiir <0 und f(z) := z*

fir z > 0. Zeige: f ist genau dann im Punkt 0 differenzierbar, wenn Rez > 1

gilt.

(bitte wenden)



3. Aufgabe (12 Punkte)

(a) Sei D C C, und sei D die Vereinigung von D und der Menge aller
Haufungspunkte von D. Beweise, daB D die kleinste abgeschlossene
Menge ist, die D umfasst.

(Zu zeigen ist: D ist abgeschlossen, und jede abgeschlossene Menge
A C C, die D umfasst, umfasst auch D.)

(b) Seien D;,...,D,, C Cund seien f; : D, — C (1 < k < m) stetige Funk-
tionen mit der Eigenschaft f;(z) = f;(x) fir alle x € D, N D;. Man kann
also f : U,_, Dx — Cdurch f(z) := fi(x) fiir 2 € Dy, definieren. Zeige:
Wenn Dy, ..., D, offene Mengen sind, so ist f stetig.

(¢) Kann man in (b) die Voraussetzung iiber die Offenheit der Mengen D,
fortlassen?



