SS 20 Marinescu/Zielinski/Schiirr

6. Blatt zur Analysis 2
Abgabe: bis zum 20.05.2020 um 23:59 Uhr bei ILIAS
Aufgaben 1 und 2 sollen abgegeben werden. Es gibt die Moglichkeit, die
Aufagbe 3 abzugeben und zuséatzliche Punkte zu holen.

1. Aufgabe (6 Punkte)
Finden Sie die Stetigkeitsstellen folgender Funktionen:
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2. Aufgabe (6 Punkte)
(a) Zeige, dass U(n) = {A € M,,.,(C) | AA* = E,,} eine kompakte Teilmenge

von M, (C) ist; dabei sei E,, die Einheitsmatrix und A* = 4 = (a;;) fur

A = (ai;).

(c) Seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y bijektiv und stetig.
Zeige: Ist X kompakt, so ist / ein Homéomorphismus.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei C°([a, b]) der Raum der auf dem Intervall [a, b] stetigen reellwertigen Funk-
tionen versehen mit der Supremumsnorm || - | ., in der C°([a, b]) vollstiandig

ist. Sei k : [a, b] x [a,b] — R eine stetige Funktion und A : C°([a, b]) — C°([a, b])

gegeben durch
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(1) Zeige: A ist stetig und hat die Operatornorm
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wobei 1 die konstante Funktion mit Wert 1 ist.
(2) Zeige: Fiir |A| < 1 hat die Gleichung f—Af = g fiir jedes g € C°([a, b]) genau
eine Losung. Stelle diese mit Hilfe der geometrischen Reihe fiir (Id — A)~! dar.
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Die zu lésende Gleichung in (2) heifit Fredholm-Gleichung nach Erik Ivar
Fredholm (1866-1927). Die geometrische Reihe wird in diesem Fall auch Neu-
mannsche Reihe genannt nach Carl Gottlieb Neumann (1832-1925).

(bitte wenden)



4. Aufgabe
Sei X ein metrischer Raum und K < X kompakt. Sei (U;),c; eine Familie
offener Mengen in X mit K < | J,_, U; . Zeige:

(a) Es existiert » > 0, so dass es zu jedem z € K ein i € [ mit B,(x) < U, gibt.

Bemerkung: Eine solche Zahl r heisst Lebesguezahl der Uberdeckung (Us)ier
von K.

(b) Zu jedem r > 0 gibt es endlich viele z, ..., z; in K mit
K < By(x1) u...u By(xy).

Bemerkung: Dies zeigt, dass (folgen)kompakte Teilmengen metrischer Rdume
die Heine-Borel Uberdeckungseigenschaft haben.



