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9. Blatt zur Analysis 2
Abgabe: bis zum 17.06.2020 um 23:59 Uhr bei ILIAS

Aufgabe 4 soll abgegeben werden. Es gibt die Möglichkeit, die Aufagben 2
und 3 oder 5 abzugeben und zusätzliche Punkte zu holen.

1. Aufgabe
Sei U Ă Rn offen. Der Laplace-Operator ∆ : C2pU,Rq Ñ C0pU,Rq ist definiert
durch ∆f :“ B11f`. . .`Bnnf . Wir betrachten nun U :“ Rnzt0u und die Funktion
r : U Q x ÞÑ }x}2 “

a

xx, xy P R.
(a) Berechne die Gradienten gradpr2´nqpxq und gradplog rqpxq.
(b) Zeige: ∆pr2´nq “ 0; im Falle n “ 2 gilt ∆plog rq “ 0.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Sei f P C2pR2,Rq und P : R` ˆ R Q pr, φq ÞÑ pr cosφ, r sinφq P R2 die Po-
larkoordinatenabbildung. Zeige, daß mit F :“ f ˝ P P C2pR` ˆ R,Rq gilt:
´

B2

Br2
F `

1

r2
¨
B2

Bφ2
F `

1

r
¨
B

Br
F
¯

pr, φq “
`

∆f
˘

pP pr, φqq.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei k P N. Wir betrachten die Abbildung C Q z ÞÑ zk P C sowie die zugehörige
Abbildung f : R2 Ñ R2, die sich daraus nach der üblichen Identifikation von
C mit R2 ergibt. f ist ein R2–wertiges Polynom, und somit ist insbesondere
f P C8pR2,R2q.
(a) Sei P die Polarkoordinatenabbildung und F :“ f ˝ P . Berechne F pr, φq.
(b) Zeige ∆fi “ 0 für i “ 1, 2.
Hinweis: Benutze Aufgabe 2 und Vorsicht: P ist nicht surjektiv.

4. Aufgabe (12 Punkte)
Sei D Ă Rn eine offene Menge. Eine Abbildung F “ pF1, . . . , Fnq : D Ñ Rn

heißt Vektorfeld. Für ein differenzierbares Vektorfeld F heißt die Funktion
divF :“

řn
i“1 BiFi Divergenz des Vektorfeldes F .

(a) Sei u : D Ñ R differenzierbar. Zeige, dass divpuF q “ xgradu, F y ` udivF .

(b) Berechne div
`

x
}x}2

˘

für alle x P Rnzt0u.

(c) Seien f, g : D Ñ R zweimal stetig differenzierbar. Zeige:

∆f “ div grad f und
∆pfgq “ f∆g ` g∆f ` 2xgrad f, grad gy.

(d) Sei h : R` Ñ R zweimal stetig differenzierbar. Zeige, dass

∆hp}x}2q “ h2 p}x}2q `
n´ 1

}x}2
h1 p}x}2q für alle x P Rn

zt0u.



5. Aufgabe (2 Punkte)
Eine Funktion f P C 2pUq auf eine offene Menge U Ă Rn heißt harmonisch
wenn ∆f “ 0 auf U .
Sei U “ Rnzt0u, h : R` Ñ R zweimal stetig differenzierbar und f : U Ñ R,
fpxq :“ hp}x}2q (f heißt rotationssymmetrisch).
Zeige, dass f harmonisch ist, genau dann, wenn hprq “ a ` br2´n, falls n ‰ 2,
oder hprq “ a` b log r, falls n “ 2.


