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Aufgabe 1

10 Punkte
Sei V' ein R-Vektorraum, dimV = n. Sei {e1,...,e,} eine Basis und w = ef A... Aej.
Fiir v € V definiere vow € A"~ 'V* durch v_w(v1, ..., v, 1) := w(v,v1,...,v,_1) (inneres

Produkt von w mit dem Vektor v, man schreibt auch i,w = vw).

(a) Der duale Vektor zu v € (V,(-,-)) ist definiert durch v*(u) = (v,u), u € V. Zeigen

Sie, dass
VA (i (€5, Ao AES)) Fin (VA (eh, A NES)) = (v o) elh AL Nep,
=lvl?
fir alle & = 0,...,n und geordneten Multiindizes o = (a,...,qp) € N’(‘j mit oy <
ay < ... < Q.
(b) Nehmen wir an, dass {ey, ..., e,} Orthonormalbasis fiir ein Skalarprodukt ist. Zeigen

Sie, dass V — A'V*, u s w" = (u,-), ein Isomorphismus ist, und es gilt
w* A (vaw) = (u, v)w,
insbesondere w' A (vw) = ||v]|*w.
Aufgabe 2

(a) Sei w = fdx + gdy € Q'(R?) eine geschlossene 1-Form auf R2. Bestimmen Sie die
Losungsmenge der Gleichung dor = w, wobei o € C°(IR?).

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung dn = y dx A dy, wobei n € Q(R?).
(c) Seiw € Q'(R?\ {0}) die 1-Form

_ xdy—ydx
a2 g2

Beweisen Sie, dafi w geschlossen aber nicht exakt auf R?\ {0} ist. Geben Sie eine
(moglichst grofie) offene Teilmenge U C R? \ {0} an, auf der w exakt ist.

Aufgabe 3
Das Mobiusband M C R? ist definiert als Bild der Funktion

fi(=1,1) xR —R3, f(t,9) = (200819 —|—tcosgcos.19,251n79 + tcosgsinﬂ,tsing) .
Zeigen Sie, da3 M nicht orientierbar ist.

(bitte wenden)



Aufgabe 4
Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit.

(a) Seien A, B C M, wobei A abgeschlossen, B kompakt und A N B = (). Zeigen Sie,
dass es f € C°°(M) gibt mit kompaktem Tréger, so dass f|4 =0 und f|p = 1.

(b) Sei f € C®°(M,RF). Zeigen Sie, dass eine offene Menge W > M in RY und F €
C>®(W,RF) existiert, so dass F|y = f. Falls M abgeschlossen ist, zeigen Sie, dass
W =R gewihlt werden kann.



