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Aufgabe 1 10 Punkte
Seien U C R? offen, f € C2(U,R) und P : Ry x R 3 (r,¢) — (rcos¢,rsing) € R? die
Polarkoordinatenabbildung.

(a) Zeigen Sie, dass fiir F:= fo P € C?(P~Y(U),R) gilt:
ok 1 02 1 9
(5r2F 4 5 gl + 1 52 F) (1) = (MNP0

(b) Zeigen Sie A(log|lz|l2) = 0 fiir alle 2 € R?\ {0}, wobei |z|2 = /(z,z), und
A(Re zF) = A(Im 2¥) = 0 fiir alle z = 21 +izo € C, k € N,

Aufgabe 2
Sei 7 : [a,b] — R? ~ {0} eine glatte Kurve.

(a) Zeigen Sie, dass es glatte Funktionen r, 9 : [a,b] — R gibt, mit
~y(t) = (r(t) cosI(t), r(t) sind(t)) .

Anleitung:
Sei r(t) = ||v(t)||. Wahle 9, € R mit v(a) = (r(a) cos Vg, 7(a) sind,) und definiere

o) = 0,4 [ M

(b) Zeigen Sie, dass ¥(b) — J(a) = fvw, wobei w die Windungsform ist. Die Zahl

1
W(%O):%/W
y

heifit die Windungszahl von v um 0.

(¢c) Zeigen Sie, dass W (~,0) € Z, wenn v geschlossen ist (y(a) = v(b)).
1. Berechnen Sie W (v,0) fiir v : [0,1] — R?, 4(t) = (cos(2nxt),sin(2nnt)) .

Aufgabe 3

Sei B(R™) die o-Algebra der Borelmengen des R™. F(R™) bezeichne die abgeschlossenen
Mengen der R™, K(R™) die kompakten Mengen des R™ und Q,, die Menge der Quader im
R™. Beweisen Sie, dass B(R") = A,(F(R")) = A,(K(R")) = Ax(Qn).

(bitte wenden)



Aufgabe 4
Sei (X, A, p) ein Mafiraum und

At ={FCX|3dJA€ A IN C Ny€ A mit u(Ng) =0, sodal E=AUN} (%)

Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung @ : A* — [0,00], G(E) := p(A), mit E = AU N wie in (*) ist
wohldefiniert.

(b) EFec At <— 3E1,E2€.Amit FEi C ECEy und,u(Eg\El):O.



