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Funktionalanalysis

3. ﬂ'bung

Abgabe: Dienstag, 26.04.2011, bis 10:00 Uhr
(in den rechten oberen Kasten fiir Ubungsblatter im Keller des MI)

Aufgabe 1:

Sei H ein Hilbertraum und K C H eine abgeschlossene und konvexe Menge. Nach dem
Projektionssatz existiert fiir jedes u € H ein eindeutig bestimmtes v € K, so dass ||[u—v|| =
Helf( ||lu — wl|; wir definieren damit P (u) := v. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Pk : H— H ist eine “Projektion”, d.h. Pk (Pk(u)) = Pk(u).

(b) Fiir jedes v € K und jedes v € H gilt (u — Px(u),v — Pk (u)) < 0.
Hinweis: Es gilt [[u — Px(u)| < |[Ju — w|| fiir jedes w € K (warum?). Diskutieren
Sie nun fiir w(t) := (1 —t)Px(u) + tv, t € [0,1], die Funktion ¢ — [lu — w(t)||? in der
Nahe von t = 0.

(c) Fiir alle uy,us € H gilt || Pi(u1) — Pr(u2)|| < ||ug — ugl|-
Hinweis: Nutzen Sie (b) zweimal, mit u; bzw. uy anstelle von u und jeweils geeignet
gewahltem v, und verwenden Sie auch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

(5 Punkte )
Aufgabe 2:
Fiir z = (21, 72) € R? sei
2 2\ 3
2]y = || + |wal, Nzl o= (o™ + f22l™) s o)l o= max{]a:], |22}

Fiir p =1,2,00 und A € R?*? ist die zugehorige Operatornorm definiert durch

, [ Az,
Al == = _max [Aa],.
ver2\{0} ||Zll,  2€R2, Jall,=1
: o 1 -1 o )
Finden Sie fir A := 11 und p = 1,2, 00 je einen Vektor y € R?\ {0}, so dass

1Al lyll, = l[Ayll, gilt, und geben Sie |||, an.
(5 Punkte )



Aufgabe 3:

(a) Sei H ein reeller Hilbertraum und a,b € H \ {0} mit (a,b) = 0. Wir definieren
den linearen Operator T' : H — H mit Tz := (z,b)a + (x,a)b. Zeigen Sie, dass
171 = llallljo]l gilt.

(b) Berechnen Sie ||T||, wenn T': L*(0,7) — L*(0,7) durch

(Tu)(x) := sinx/ u(t) cost dt + cosx/ u(t)sint dt
0 0

gegeben ist.
(5 Punkte )

Aufgabe 4:
Es sei (a,b) C R ein beschranktes offenes Intervall und u € C'(a,b). Ferner sei

: ;
ey = 310 O] by = ([ (WOP P at) " fix 1< < o0
€(a, a

Zeigen Sie die folgenden Abschiatzungen (wobei Sie stets annehmen diirfen, dass die je-
weilige rechte Seite endlich ist):

(a) |u(z)] < f [/ (t)| dt + |u(y)| fiir alle z,y € (a,b) .

0) lulogasy < Jy W@ dt+ 545 [T lu@)] dt < Crllullyay,
mit der Konstante C} := max {1, - a}

2 1 1 2 2
(©) lulleqee < ((b —a)? [[u]| 2y + (b—a)72 HUHL2(a,b)> < Gollullyregop.
mit der Konstante C5 := max {b a, 7=} + 1.
Hinweis: Fir v € LQ(a b ist f |’U | dt = (|U| ) 1)L2(a,b) S ||U||L2(a,b) ||1||L2(a,b)'

Auf den folgenden Ubungsblittern werden wir die Ergebnisse dieser Aufgabe wieder auf-

greifen, in mehreren Aufgaben, in denen wir Eigenschaften von W12 (a, b) néher besprechen.
(5 Punkte )

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1111SS/FA .html



