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6. ﬂ'bung

Abgabe: Montag, 16.05.2011, bis 17:00 Uhr
(in den rechten oberen Kasten fiir Ubungsblatter im Keller des MI)

Aufgabe 1:
Es sei H ein Hilbertraum, {¢,} ey ein Orthonormalsystem in H und u € H. Zeigen Sie:

a) {p;} ist ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H genau dann, wenn
(w, ;) =0 firallejeN = w=0

fiir beliebiges w € H gilt.

b) Sei v, == 377, (u,5) und v = limyoovn = D7, (u,05) 95 € H. Dann gilt
(Un, pj) = (u, ;) fir j <n, und (v, ;) = (u, ;) fir alle j € N.
c) Ist {p;} ein vollstandiges Orthonormalsystem in H, so gilt v = u.

(5 Punkte )

Aufgabe 2:
Es sei (u,) eine Folge in einem Hilbertraum H, und u,v € H. Zeigen Sie:

a) Der schwache Limes ist eindeutig, d.h.
U, ~uvwund u, ~v =— u=w.

b) u, = vund ||u,| = Ju|| = u, = u.

c) u, ~u = Jul|| <liminf||u,].
n—oo

“__»

Untersuchen Sie ausserdem, wann hier anstelle von “<” gilt.

(5 Punkte)

Aufgabe 3:

Es seien (u,) und (v,) zwei Folgen in einem unendlichdimensionalen Hilbertraum H mit
Skalarprodukt (-,-). Beweisen oder widerlegen Sie:

a) u, ~uund v, ~v = (Up,vy) = (u,0).
b) u, uund v, v = (Uy,v,) — (u,v).
¢) up, ~uund v, »v = (Up,v,) = (u,v).
d) u, — u, v, = v und (u,,v,) = (u,v) =  wu, — u oder v, — v.

Hinweis: Gegenbeispiele konstruieren Sie am besten mit einem Orthonormalsystem in H.
(5 Punkte )



Aufgabe 4: )
Beweisen Sie fiir eine Folge (u,) in HY?(Q) die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) (ug) konvergiert schwach in H2(£2)

b) (ug), (g%’;) e (g%:) konvergieren schwach in L?(§2)

(5 Punkte )

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1111SS/FA .html
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