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6. Übung

Abgabe: Montag, 16.05.2011, bis 17:00 Uhr
(in den rechten oberen Kasten für Übungsblätter im Keller des MI)

Aufgabe 1:
Es sei H ein Hilbertraum, {ϕj}j∈N ein Orthonormalsystem in H und u ∈ H. Zeigen Sie:

a) {ϕj} ist ein vollständiges Orthonormalsystem in H genau dann, wenn

(w,ϕj) = 0 für alle j ∈ N =⇒ w = 0

für beliebiges w ∈ H gilt.

b) Sei vn :=
∑n

j=1 (u, ϕj) und v := limn→∞ vn =
∑∞

j=1 (u, ϕj)ϕj ∈ H. Dann gilt
(vn, ϕj) = (u, ϕj) für j ≤ n, und (v, ϕj) = (u, ϕj) für alle j ∈ N.

c) Ist {ϕj} ein vollständiges Orthonormalsystem in H, so gilt v = u.

(5 Punkte )

Aufgabe 2:
Es sei (un) eine Folge in einem Hilbertraum H, und u, v ∈ H. Zeigen Sie:

a) Der schwache Limes ist eindeutig, d.h.
un ⇀ u und un ⇀ v =⇒ u = v.

b) un ⇀ u und ‖un‖ → ‖u‖ =⇒ un → u.

c) un ⇀ u =⇒ ‖u‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖.
Untersuchen Sie ausserdem, wann hier “=” anstelle von “≤” gilt.

(5 Punkte)

Aufgabe 3:
Es seien (un) und (vn) zwei Folgen in einem unendlichdimensionalen Hilbertraum H mit
Skalarprodukt (·, ·). Beweisen oder widerlegen Sie:

a) un ⇀ u und vn ⇀ v =⇒ (un, vn)→ (u, v).

b) un → u und vn → v =⇒ (un, vn)→ (u, v).

c) un ⇀ u und vn → v =⇒ (un, vn)→ (u, v).

d) un ⇀ u, vn ⇀ v und (un, vn)→ (u, v) =⇒ un → u oder vn → v.

Hinweis: Gegenbeispiele konstruieren Sie am besten mit einem Orthonormalsystem in H.
(5 Punkte )
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Aufgabe 4:
Beweisen Sie für eine Folge (uk) in H1,2(Ω) die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

a) (uk) konvergiert schwach in H1,2(Ω)

b) (uk),
(

∂uk

∂x1

)
, . . . ,

(
∂uk

∂xn

)
konvergieren schwach in L2(Ω)

(5 Punkte )

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1111SS/FA.html
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