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Funktionalanalysis

8. ﬂ'bung

Abgabe: Montag, 30.05.2011, bis 17:00 Uhr
(in den rechten oberen Kasten fiir Ubungsblatter im Keller des MI)

Aufgabe 1:
Es sei (u™) C ¢2 eine beschrinkte Folge, u(™ = (ugn), ué"), u:(,)"), ...). Zeigen Sie:

a) Ist (u™) konvergent in ¢2, dann gilt

[e.9]

(n)\2
sup g Uy, — 0. 1
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Hinweis: Fiir grofie n und u := limu™ hilft die Abschitzung
1 1
(Soar?)" < ™ = ulle + (s (wn)?)

b) Ist (1) erfiillt und konvergiert u™ — u schwach in ¢2, so folgt u(™ — u stark in ¢2,

(5 Punkte)

Aufgabe 2:
Sei K : L*(0,7) — H5’2(07 ) der injektive, lineare, beschrinkte Operator, der f € L*(0, )
die eindeutig bestimmte Losung K f := u von

u € Hy?(0,7), / (W' + up)dt = / fedt, fiir alle p € Hy?(0,7), (2)
0 0

zuordnet. Tatsichlich gilt sogar u = Kf € H>?(0,7) N Hy?(0,7), und (2) lisst sich
aquivalent umformulieren zu

—u"+u=f fi.in (0,7), u(0)=u(r)=0, (3)
was Sie ohne Beweis verwenden diirfen. Zeigen Sie:

a) Ist f € L*(0,7) ein Eigenvektor von K zum Eigenwert A > 0, so ist u := K f Losung
von

1
—u" +u= U fi. in (0,7), wu(0)=u(m) =0, (4)
und u € C*([0, 7]) (genauer gesagt ein Repréasentant von u).

b) Bestimmen Sie explizit alle Losungen (u, ) € C?([0, 71]) x (0, 00) von (4), und damit
alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von K.

(5 Punkte)



Aufgabe 3:

Sei A : 02 — 2, (&) — (&,5&, 58,38, .. -). Zeigen Sie, dass A kompakt und selbst-
adjungiert ist, und bestimmen Sie alle Eigenwerte und die zugehorigen Eigenraume.
Begriinden Sie auch, warum es keine weiteren Eigenwerte geben kann. Haben die von

Ihnen gefundenen Eigenwerte einen Haufungspunkt?
(5 Punkte)
Aufgabe 4:

a) Sei 2 C R™ eine messbare Menge, p,q € [1, o0, % + é = 1 (wir definieren - = 0),

feLr(Q),ge LIQ). Zeigen Sie, dass fg € L'(Q2) und
I faller < Ifllzellglle  (Holdersche Ungleichung).

Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass

1 1 1 1
ab < =a®+ -b" Va,b>0, Vs,t€(l,00),—+-=1 gilt.
S t s t
b) Sei 2 C R™ eine messbare Menge, p € [1,00], f,g € LP(2). Zeigen Sie, dass
f+ge€ LP(Q) und
If+9gllee < | fllze + llglle  (Minkowskische Ungleichung).
Hinweis: [, |f + gPdz < [, |f + 9P flde + [, |f + g[*~"|g|d.
Bemerkung: Die Ungleichungen gelten auch auf /’-Raumen. Betrachten Sie die Abbil-

dung:
?— LP(Q) , Q=(0,00)

(€} fl) =& firae(i—14) .
(5 Punkte)

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1111SS/FA .html
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