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Gewohnliche Differentialgleichungen
11. Ubung

Abgabe: Montag, 16.1.2012, bis 11.40 Uhr
(in den obersten rechten Kasten fiir Ubungsblatter im Keller des MI)

Aufgabe 1:

Drei konkurrierende Firmen A, B und C haben zur Zeit ¢t = 0 folgende Marktanteile:

A hat 40%, B hat 20%, und C hat 40%. Wir nehmen an, dass diese sich kontinuierlich
mit der Zeit verandern, mit Raten proportional zu den aktuellen Marktanteilen, womit die
Marktanteile einem linearen System von Differentialgleichungen geniigen:

ma(t)
m(t) = Rm(t), wobeim(t)= | mp(t) | die Marktanteile zur Zeit ¢ angibt.

me(t)

Konkret verliere A Marktanteile mit Raten von 1my4 bzw. 2m4 an B bzw. C, B verliere
Marktanteile mit Raten von 3mp an A und 2mp an C, und C verliere Marktanteile mit
einer Rate von jeweils Im¢ an A und B. (Also verliert A durch Abwanderung von Bestands-
kunden Marktanteile mit einer Rate von 3m 4 an die Konkurrenz, und gewinnt gleichzeitig
durch das Anwerben von Fremdkunden Marktanteile mit einer Rate von 3mpg+1m¢ hinzu.)

(a) Geben Sie die Matrix R € R3*3 der Proportionalititskonstanten an, sowie den Vektor
mg der Anfangsmarktanteile.

(b) Offenbar gilt (1,1,1)R = (0,0,0). Zeigen Sie, dass fiir jedes S € R*** mit (1,1,1)S =
(0,0,0) und jede Losung m von m = Sm gilt, dass (1,1, 1)m(t) = ma(t) + mp(t) +
me(t) unabhéngig von ¢ ist. Was bedeutet das im Kontext des Modells?

(c) Uberpriifen Sie, dass

—1 —1 2
vy = 1], vy:= 0 und v := [ 1
0 1 3

Eigenvektoren von R sind, und geben Sie die zugehorigen Eigenwerte an.
(d) Bestimmen Sie die Losung m des Anfangswertproblems i = Rm, m(0) = my.

(e) Finden Sie heraus, ob und bei welchen Marktanteilen sich der Markt fiir grofe Zeit
stabilisiert. Konvergiert m(t) fiir t — +o00, und falls ja, wogegen?

Hinweis: In (d) und (e) ist es bequem, mg und m(¢) als Linearkombination der Eigenvek-

toren von R darzustellen.
(5 Punkte)



Aufgabe 2:
Bestimmen Sie fiir das lineare Differentialgleichungssystem

0 -1 1
y)y=1 0 0 1 )y
-1 0 1
ein reelles Fundamentalsystem.
(5 Punkte)
Aufgabe 3:
Wir betrachten das Anfangswertproblem
F(t) = AF(t) , F(0)=¢ , (1)

wobei A eine konstante reelle 3 x 3 Matrix, E € R® und 7 : R — R? die gesuchte (reelle)
Funktion ist. Nehmen Sie an, dass fiir diese Matrix A gilt:

Agj = Ajﬁj
fiir
-9 5+ 3i
/\1 = 27 _)1 = —2 und /\2 =1 + 3@7 172 = —4
1 2+1
. 5
Finden Sie die Losung von (1) fir £ = [ 2
0
(5 Punkte)
Aufgabe 4:

Finden Sie die allgemeine Losung des folgenden linearen inhomogenen Systems:
o 1 -1\, =
r= < 41 >x—|—b(t),

wobei

w =% ) w5 ) @ =" )

Hinweis: Suchen Sie eine partikulére Losung in der Form

(a) Z,(t) = ge*, wobei ¢ ein konstanter Vektor ist,

(b) @,(t) = q(t)e~", wobei die Komponenten von ¢(t) lineare Funktionen von ¢ sind.

(5 Punkte)

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1112WS/ODE.html



