Prof. Dr. B. Kawohl SS 2012
Dipl.-Math. F. Kriigel

Partielle Differentialgleichungen
10. I'jbung

Abgabe: Montag, 18.06.2012, bis 12:00 Uhr
(in den obersten rechten Kasten fiir Ubungsblatter im Keller des MI)

Aufgabe 1:

Seien Q,Q C R™ Gebiete und ¥ : Q — Q ein C2-Diffeomorphismus, und fiir alle y €
gelte det DU (y) = 1. Sei u € W,22(Q) und @ := uo ¥ € W,2*(Q). Es gelte Lu = f im
schwachen Sinne, wobei

Lv=— Z () kVa, )y + AOV
jke{l,...n}
mit a;, € CY(Q), ap € C(Q), f € L*(Q). Zeigen Sie: Lii = f im schwachen Sinne, wobei
Z;’U = — Z (djkvyj)yk + gloU
J.ke{l,...,n}

)= DY ans(¥() (DE) ™), (DY) ),

Hinweis: Transformationsformel fiir Integrale.

(5 Punkte)
Aufgabe 2: (Alternativer Existenzbeweis fiir elliptische Gleichungen)
Fiir u,v € W'?(Q) sei

Q(u,v) := Z 1aj,k(x)Dju(x)Dkv(ac) + 1ag(m)u(azr)v(azr) dz,
2 2

)=

mit ag € L>(Q), f € L*(Q), ajr = ar; € L=().

(a) Zeigen Sie:
Q(u;v’u;v> :%F(u)qL%F(v)—F(u;U)

mit F(u) = Q(u,u) — G(u).

Hinweis: Benutzen Sie, dass G linear und @ bilinear ist.

(b) Zeigen Sie: Gibt es ¢ > 0 mit Q(u,u) > c|lul|?1. fiir alle u € Wy*(Q) (dann auch
I:=inf e o) F'(v) > —o0) und ist (u,), eine Folge in Wy ?(Q) mit

F(u,) =31

50 ist (uy ), eine Cauchy-Folge in W, 2(Q).



Bemerkung: Als Konsequenz von (b) hat die Minimalfolge (u,), einen Limes u*
in Wy?*(Q), der dann ein Minimierer von F ist und damit schwache Lésung von

— > Ok(a; x05u) + apu = f.
ik
(5 Punkte)
Aufgabe 3:
Auf Q == {(rcosp,rsing) |0 <r <1lund 0< ¢ < 37} betrachten wir das Randwert-
problem

(1)

—Au=0 in {2
u=gq auf 0f)

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion u : 2 — R definiert durch

u(rcos p, rsinp) == a(r, @) = rs sin(zp)

[SIFSN

harmonisch ist. Fiir welches g erfiillt u das Randwertproblem (1)?
(b) Zeigen Sie fiir dieses w: u € W1?(Q), aber u ¢ W22(Q).

(5 Punkte)
Aufgabe 4:
Wir betrachten weiterhin (1). Falls eine Funktion h € W?%(Q) existiert, fiir die h = ¢

auf 0Q gilt (aus dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt h € C(12)), dann kann die Inho-
mogenitét in der Randbedingung des Problems (1) in eine Inhomogenitét in der Gleichung
eines neuen Problems

{—Av =f inQ

2
v=0>0 auf 02 2)

iiberfiihrt werden, wobei v = v — h und f = Ah gesetzt wird.
Fiir g aus Aufgabe 3(a) kann man z.B. wéhlen:

1

h(rcos @, rsinp) == h(r,¢) == e' "7 sin (2¢)
Zeigen Sie fiir dieses h sowie u und g aus Aufgabe 3(a):
(a) h € W*2(Q) (und folglich f = Ah € L*(Q)),
(b) v ¢ W22(Q).

(c) Warum ist Satz 5 (W?2-Regularitdt am Rande) aus der Vorlesung in diesem Fall
nicht anwendbar?

(5 Punkte)

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1212SS/PDE.html



