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Partielle Differentialgleichungen

12. I'jbung

Abgabe: Montag, 02.07.2012, bis 12:00 Uhr
(in den obersten rechten Kasten fiir Ubungsblatter im Keller des MI)

Aufgabe 1:
In der Vorlesung (Satz 8) wurde im Wesentlichen folgende Aussage gezeigt:
Es sei €2 C R™ offen, beschréankt und zusammenhéngend, und L ein elliptischer Operator

der Form . .
Lu=— Z ai,jumizj + Z bzuxl + agU
ij=1 i=1
mit auf Q stetigen Koeffizienten a; j, b; und ag; a; ;(z) = a;,(z), > i (£)&&; > 01€]* mit
0 > 0. Sei u € C*(Q)NC(Q). Dann gilt:

Ist Lu < 0in Q, ap > 0 und u(z) = maxu(x) > 0 fir ein xy € €, so ist u(z) = u(xg) fiir
e

alle z € Q.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe eines Gegenbeispiels, dass man auf die Voraussetzung ag > 0
nicht verzichten kann.

(b) Seien die Voraussetzungen bis auf ay > 0 erfiillt und sei u < 0. Zeigen Sie: Ist
Lu < 0 in Q, u(zg) = 0 fiir ein 79 € Q, so ist u(xr) = 0 fiir alle z € Q. Hinweis:
ao(x) = max{0, ap(z)} + min{0, ap(z)}.

(6 Punkte)
Aufgabe 2:
Es sei 2 C R" offen, beschrankt und zusammenhangend, und a;; und ao auf Q stetig;
CLZ'J‘<CL’) = CLjJ'(CL’), Zi,j ai’j(x)&ﬁj > 0|£|2 mit 6 > 0; Qr .= Q x (O,T), I'r = (Q X {t =
0}) U (99 x [0,T]). Sei u € C%(Q) N C(Q). Sei u € C*'(Qr) N C(Qr) mit

n

u(z,t) — Z i (T)Usa, (2, 1) + ag(w)u(z, t) > 0, (z,1) € Qp

1,j=1

U(J}7t) Z 07 (I7t) S FT
Dann ist « > 0 in © x (0, 7.

(a) Zeigen Sie, dass fiir symmetrische Matrizen A, H € R™" gilt: Ist A positiv definit
und H positiv semidefinit, dann gilt Spur (AH) > 0.

(b) Beweisen Sie das oben formulierte Maximumprinzip unter der zusétzlichen Annahme,
dass ag(z) > 0 auf €2 ist.



(c¢) Beweisen Sie dieses Maximumprinzip ohne Annahmen {iber das Vorzeichen von ay.
Hinweis: Substituieren Sie u = e*Muv.

(6 Punkte)
Aufgabe 3:
Sei 2 C R™ ein konvexes, beschrianktes, glatt berandetes Gebiet mit 0 € 2. Fiir die auflere
Normale v : 92 — R™ und fiir alle z € 09 gilt dann z - v(x) > 0. Beweisen Sie folgende
Aussage: Fallsn > 2, A >0 und ¢ > Z—J_rg ist, so kann das Randwertproblem

—Au = Mul? inQ
u=">0 auf 0

keine nichttriviale Losung u € C%(Q) N C1(Q) besitzen. Anleitung: Angenommen, u ist
nichttriviale Losung.

(a) Zeigen Sie, dass u > 0 in 2 gelten muss.

(b) Zeigen Sie fir z € 9Q: (z - Vu(z))(Vu(z) - v(z)) = (z - v(x))|Vu(z)|?
(¢) Multiplizieren Sie die Differentialgleichung mit v und integrieren Sie.
)

(d) Wenden Sie den GauBschen Satz [, divF = [, F'-vdS auf F(z) = (z- Vu(z))Vu(z)

arll.

(8 Punkte)

Aktuelle Informationen gibt es auf der Veranstaltungshomepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1212SS/PDE.html



