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Variationsungleichungen

9. Ubung

Abgabe: Freitag, 7.12.2012, bis 12:15 Uhr
(in den Briefkasten fiir Ubungsblitter im “MI-Container” auf dem Parkplatz der Physik)

Aufgabe 1:
Es sei N > 3 und oy die Oberfliche der Einheitssphire im RY. Wir betrachten einen Spezialfall
des Funktionals aus Aufgabe 3 von Blatt 7, eingeschrinkt auf radialsymmetrische, radial fallend
Funktionen:

R
J(u)::UN/ (‘u"Z—u’—au>rN71dr, u € Kpg.
0

mit gegebenem a > 0 (konstant). Dabei ist K die Menge der Funktionen v : (0, R] — R, die stetig
auf (0, R] sind mit v(R) = 0, sowie schwach differenzierbar auf (0, R), mit schwacher Ableitung
v <0, und |[v]|? ;= on fOR (v(r)? + ' (r)))rN L dr < oo.

(a) Wie sieht die Variationsungleichung fiir einen Minimierer v € K von J aus?

(b) Angenommen, es gibt ein 9 > 0 und einen Minimierer u € C1([0, R]) mit v’ = 0 auf [0, rq]
und v’ < 0 auf (19, R). Bestimmen Sie u und ry explizit. Welche Differentialgleichung erfiillt
u fir r > rg?

(c) Sei nun S > 0 die groftmogliche Konstante, so dass
S S
/ —uw'(r)rV "t dr > a/ w(r)rN"tdr fir alle w € Kg
0 0

Zeigen Sie: Ist S > R, so ist u = 0 der einzige Minimierer.

Bemerkung: Uber w(z) := v(|z|), # € Br(0) C R, erhiilt man aus den Funktionen v € K alle
radialsysmetrischen, radial fallenden Funktionen w € HE(Bg(0)), und lwll g1 By = llvll- Fiir
a = 1 ist die Konstante S oben diejenige Zahl, fiir die Volumen und Oberfliche der Kugel mit
Radius S im RY iibereinstimmen: S = N; im Allgemeinen S = %

(5 Punkte)

Aufgabe 2:
Es sei 2 := B1(0) C RY, und

K :={ve HY(Q) | v >0 auf 0Q},

was eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von H'(Q) ist. Ferner sei fy € L?(f2) mit
fQ fodx < 0. Zeigen Sie, dass die Variationsungleichung

/uwi(v—u)xidm > /fo(v—u)d:c fir alle v € K.
Q Q

eine Losung u € K besitzt.
(5 Punkte)



Aufgabe 3: Wir betrachten das Hindernisproblem
Minimiere fiir v € K: / Vol>, mit K :={ve H(Q)|v>1¢ in Q).
Q

Hierbei ist Q € RY ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, das sternformig beziiglich des
Ursprungs ist (insbesondere 0 € ), und v € C(Q) mit ¢ < 0 auf 99, 1(0) > 0 und z-Vip(z) < 0
fiir alle x € . Sei nun u € K eine Losung (Minimierer) des Hindernisproblems mit u € C1(9).
Zeigen Sie:

(a) x-Vo(z) <0 fiir alle v € KN CHQ) mit v > 0 in Q.

(b) w>0in Q.
Hinweis: Die Losung des Hindernisproblems ist eindeutig.

(c) Ist u(xg) = ¥ (xo) fiir ein z¢ € Q, so gilt auch Vu(zg) = Vi)(xp).

(d) z-Vu(x) <0 fir alle z € Q.
Hinweis: Da sowohl u als auch 1 in C(£2) liegen, besteht die Nichtkoinzidenzmenge ,,{u > }*
aus allen z, fiir die u(x) > ¢(x) im gewohnlichen Sinne gilt, und ihr Komplement ist damit
tatsdchlich (und nicht nur formal) I = {z | u(z) = ¥(x)}. Welche Differentialgleichung
erfilllt w in {u > ¢}, und was folgt daraus fiir A(x - Vu)? Sie kénnen hier annehmen, dass
w in {u > 1} beliebig oft differenzierbar ist.

(e) Wo nimmt u sein Maximum an? Was kann man iiber die Gestalt der Mengen {z|u(x) > c},
¢ > 0, sagen?

(24+2+1+3+2=10 Punkte)

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1213WS /varungl.html



