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Variationsungleichungen

11. Ubung

Abgabe: Freitag, 11.01.2013, bis 12:15 Uhr
(in den Briefkasten fiir Ubungsblitter im “MI-Container” auf dem Parkplatz der Physik)

Aufgabe 1:
Es sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Wir betrachten Newtons Funktional
des Stromungswiderstands eines Korpers mit Profil v in diinnen Medien:

1
R(u ::/dx
() o1+ |Vul?

Die zugehorige Euler-Lagrange Gleichung in starker Form fiir glatte kritische Punkte w lautet

Vu

0 = 2div <2
(1+ |Vul7)?

> = aij(Vt)ug,z, in Q. (1)

(Diese Gleichung erhélt man nur, wenn man das Funktional nicht auf konkave oder beschrénkte
Funktionen einschriankt!) Zeigen Sie:

(a) ai(€) = (H‘%aﬁ - (ljﬁf‘g)s fiir ¢ € RN, wobei 6;; = 1 fiir i = j und 6;; = 0 fiir i # j.

(b) Der quasilineare Differentialoperator zweiter Ordnung u v a;j(Vu)uz,.; heilt (lokal) ellip-
tisch bei einem & € RN, wenn die Matrix A(£) := (a;;(£));; positiv definit oder negativ
definit ist. Fiir welche Werte von £ ist dies der Fall, und wann ist A(§) indefinit?

Hinweis: Fiir £ # 0 sind £ und alle Vektoren senkrecht zu £ Eigenvektoren von A(E).

Bemerkung: Wire A(€) durchgehend negativ definit oder durchgehend positiv definit, wiirde man
den Differentialoperator als elliptisch bezeichnen. Hier handelt es sich um einen Operator wech-
selnden Typs. Die Funktion im Integranden von R, & — ¢g(§) := ﬁ, erfiilllt D2g(&) = —A(€),

was lokale Konvexitat von g mit der Elliptizitat des Differentialoperators verkniipft.
(5 Punkte)

Aufgabe 2 (konvexe Relaxation in LP):
Es sei 2 C RY messbar mit endlichem Ma®, und f : RM — R stetig mit 0 < f(u) < C(1 + |ulP),
wobei 1 < p < oo und C' > 0 Konstanten sind. Wegen dieser Wachstumsbedingung an f ist

F(u) := /Qf(u(x)) dz, ue LP(Q;RM)

stets endlich. Ferner sei f** die konvexe Hiille von f, also die grofste konvexe Funktion kleiner
oder gleich f. Nach einem Satz von Carathéodory kann man f** an jeder Stelle durch geeignete
Konvexkombinationen von Werten von f approximieren: Zu jedem p € RM™ und jedem e > 0 gibt
es Zahlen 0; € [0,1] und Vektoren & € RM i =0,..., N, mit

N

N N
0; =1, ZQifiZM und f**(ﬂ)Szeif(fi)éf**(M)Jrﬁ

=0 =0 i=0

Zeigen Sie damit:



(a) Fiir alle konstanten Funktionen ug € LP(£;RM) gilt

inf/f d:z</f**u0 dx</fu0
ueLp

Hinweis: Nach Voraussetzung ist ug = p fiir ein 4 € RM . Verwenden Sie stiickweise konstante
Funktionen u, mit den Werten &; auf Teilmengen von {2 mit geeignetem Maf.

(b) Ist up € LP(Q;RM) ein Minimierer von F, der auf Q0 konstant ist, so gilt F(ug) =
Jo [ (uo(x)) dz, und f(uo(x)) = f**(uo(x)) fiir fast alle z € Q.

Bemerkung: Da man alle Funktionen in LP durch Treppenfunktionen approximieren kann, folgen
die obigen Aussagen sogar fiir beliebiges, nichtkonstantes ug € LP.
(5 Punkte)

Aufgabe 3:
Es sei B := B1(0) C R? und M > 0 eine Konstante. Nach Ergebnissen der Vorlesung hat

1
(v)::/zdx, ve K :={v:B— R|vkonkav, 0 <v < M}
B 1+ |V

einen Minimierer v in K C W/Ii’coo(B) Wir wollen zeigen, dass u nicht radialsymmetrisch sein
kann. Angenommen, dies ist doch der Fall. Fiihren Sie die Annahme in folgenden Schritten zum
Widerspruch:

(a) Ist p € C3°(B) eine Funktion mit u+ty € K fiir alle ¢ € R mit hinreichend kleinem Betrag,
so gilt

2

d 2
0< - Ru+t ‘ = / S —
dt? ( ?) t=0 B (14 |Vul*)3

[—(1 +|Vul®) [Ve|* + 4(Vu - ch)z] dr.

(b) Transformieren Sie das Integral in (a) in Polarkoordinaten x = r(cos#,sin ), mit u = u(r)
und dem Ansatz ¢(r,0) = n(r)sin(kd), r € (0,1), € [0,27). Zeigen Sie, dass fiir n €
Ce((0,1)) \ {O} das Vorzeichen des Integrals negativ wird, zumindest fiir grofe k& € N.
Hinweis: fo sin?(k0) df = f cos?(k#) df = C; > 0, mit Cy unabhingig von k € N.
Bemerkung: Dies hefert noch nicht den gewiinschten Widerspruch zu (a), da wir momentan
noch nicht wissen, ob {iberhaupt ein ), im Sinne von (a) zuléssig ist. Dies zu zeigen ist das
Ziel von (c) und (d).

(¢) Ist w nicht konstant, so gibt es ein ry € [0,1) mit «/(r) < —1 fiir fast alle r > r.

(d) Ist u in einem Intervall [a,b] C [ro, 1] zweimal stetig differenzierbar mit «”(r) < 0 fiir alle
r € [a,b], so ist D?u(z) (Hessematrix beziiglich der Standardkoordinaten) negativ definit
auf der kompakten Menge {z : |z| € [a,b]}. Daraus folgt, dass ein ¢ = ¢(k,n) > 0 existiert,
so dass D?(u+tpy)(x) = D?*u(x) +tD?p(x) negativ definit ist fiir alle |¢| < ¢. Insbesondere
bleibt u + tpy, auf B konkav und damit in K, sofern der Tréager von 7 in [a, b] liegt und ¢
klein genug ist.

Bemerkung: Man kann den Minimierer in der Klasse der radialsymmetrischen Funktionen
explizit berechen, was wir uns hier sparen. Es zeigt sich, dass dieser tatsdchlich v” < 0 auf
(ro, 1) erfiillt, womit die Annahme in (d) gerechtfertigt ist.

(3+3+2+2=10 Punkte)

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1213WS /varungl.html



