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Variationsungleichungen

12. Ubung

Abgabe: Freitag, 18.01.2013, bis 12:15 Uhr
(in den Briefkasten fiir Ubungsblitter im “MI-Container” auf dem Parkplatz der Physik)

Aufgabe 1:

Es sei Q@ c RY offen und beschrinkt, f : RV — R stetig, 1 < p < oo, und (uy),en eine
beschriinkte Folge in W1h%°(Q), so dass u, —* 0 in W und u,, — 0 in L®(Q) fiir n — oo.
Ferner sei (pr)reny C C§°(£2) eine Folge von , Abschneidefunktionen®, mit 0 < ¢ < 1 in Q fir
alle k, und |{z € Q|pr(x) < 1}| — 0 fir & — oco. Unser Ziel ist es, durch Multiplikation mit
Abschneidefunktionen u, in der Ndhe des Randes von ) so auf 0 abzudndern, dass der durch
die Modifikation eingefiihrte Fehler fiir grofie n vernachléssigbar bleibt, sowohl im zu f gehorigen
Integralfunktional als auch im Hinblick auf den schwach*-Limes der Folge in W1 Zeigen Sie
dazu:

(a) Es gilt
/Q!f(sDkVun) — f(Vu,)| dz — 0

k—o00

gleichméfig in n € N.

(b) Fiir jedes feste k gilt
IV (rtn) = oxVunll oo — 0.

(c¢) Es existiert eine strikt monoton wachsende Folge (n(k))geny C N (insbes. n(k) — o0), so
dass vk 1= PrUpg) In W1 beschrinkt ist, und

k—00

/Q}f(Vvk) — f(Vupp))| dv — 0.

(d) v —=* 0 in Whee,
(24244+2=10 Punkte)



Aufgabe 2:
Es sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet. Eine Folge (u,) konvergiert genau dann schwach* gegen
ein u in WH*°(Q), wenn

/unv—>/uv und /Vun-w%/Vu-w, fiir alle v € L'(Q) und alle w € L*(Q; RY).
Q Q Q Q

Zudem konvergiert eine Folge (u,) genau dann schwach gegen ein u in WHP(Q) (1 < p < o),
wenn

/ UpV — / wv und / Vg -w — / Vu-w, fiir alle v € L9(Q) und alle w € LI(Q; RY),
Q Q Q Q
wobei ¢ € (1, 00] durch % + % = 1 gegeben ist. Zeigen Sie mit diesen Charakterisierungen fiir jede
beschriinkte Folge (uy,) in W°°(Q) und u € W1°(Q):

Up, —u in WHP fiirein p € [1,00) <= wu, =*u in WhH™

Hinweis zu =: Fiir v € L' ist 0¥ := min{k, max{—k,v}} € L® ¢ L% und v* —v — 0in L.
(5 Punkte)

Aufgabe 3:
Es sei u € HY((—1,1)) gegeben durch u(x) := min{3x + 3, —(z + 1)? + 4}. Skizzieren Sie u, und
zeigen Sie dann:

(a) Fiir alle p € Cg°(—1,1) gilt

1
/ u'¢' dr = 5p(0) + 2/ o(x) dx
(_171) 0

Insbesondere folgt [u'¢'dx > 0 fiir alle ¢ € H}(—1,1) mit ¢ > 0, und laut Vorlesung
existiert ein nichtnegatives Radon-Maf p mit —u” = g im Distributionssinne, also

/ ' dx = / e(x)dp(x) fir alle ¢ € C5°((—1,1)).
(—1,1) (-1,1)

(b) Geben Sie p explizit an. Ist p absolut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafes A, gilt also
AMA) =0 = p(A) =0 fir alle messbaren Mengen A?

(5 Punkte)

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1213WS /varungl.html



