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Partielle Differentialgleichungen

3. I'jbung

Abgabe: Montag, 28.04.2014, bis 10:00 Uhr
(ins Fach oben rechts im Kasten fiir Ubungsblétter im Studierendenarbeitsraum des MI)

Aufgabe 1: (Glattung durch Faltung)
Es sei k € Ny und n : RY — R eine stetige Funktion mit

n(x) =0 fiir alle x| > 1.

Fir v € LL (RY) (dh. u : RN — R integrierbar auf jeder kompakten Menge K C RY)

loc
definiert man die Faltung u % 1 durch

(wen)le) = [ uta = (o) dy
Zeigen Sie:
(a) (uxn)(z) = [ov u(y)n(z —y)dy = (= u)(2).
(b) wxn € CORM).

(c) n € CHRY) = wuxne C*RY) und D/(ux*n) = ux (Din) fir 1 <j < k.
Hinweis: Es geniigt, wenn Sie den Fall k = 1 betrachten; der Rest folgt induktiv.
(5 Punkte )

Aufgabe 2:
Wir betrachten den Streifen Q := R x (—m,m) C R? Bestimmen Sie durch den Ansatz
u(zy, xe) = v(x1) - w(xs) eine klassische Losung des Randwertproblems

{—Au:O in 2

u(zy, —m) = u(xy,m) =€ x; €R

Ist die Losung eindeutig?
(4 Punkte)



Aufgabe 3:
Sei  C R™ ein beschranktes Gebiet. Zeigen Sie: Sind ay, ..., a,, ¢ € C(£2) mit

c(z) < 0 fir alle z € Q,
so ist u = 0 die einzige Losung in C%(Q2) N C(£2) von

()+Z W(@)Opu(z) + c(x)u(z) =0 = € Q
u(r) =0 x € OS2

Hinweis: Angenommen, es gibt ein zy € 2 mit maxgu = u(xy). Was folgt fiir Du(x)

und D?u(xg)?

Aufgabe 4:
Sei © der Kreisausschnitt Q := {(rcosf,rsing) |0 <r <1und 0 <6 < 3x}.

(5 Punkte)

(a) Bestimmen Sie neben u = 0 eine weitere harmonische Funktion u € C?(2) N C(Q \

{0}), die den Wert 0 auf 092 \ {0} annimmt.
Hinweis: Betrachten Sie u in Polarkoordinaten: a(r,0) = wu(rcos#,
machen Sie den Ansatz @(r,0) = v(r)w(#). Sie konnen verwenden, dass

Operator in Polarkoordinaten gegeben ist durch A= 6822 + %% + T12 88622

rsinf), und
der Laplace-

(b) Nach dem Maximumprinzip aus der Vorlesung nehmen harmonische Funktionen ihr

Maximum auf dem Rand an. Wie verhalt es sich mit «?

(6 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1414SS/PDE.html



