Prof. Dr. B. Kawohl SS 2014
PD Dr. S. Kromer

Partielle Differentialgleichungen
7. Ubung

Abgabe: Montag, 26.05.2014, bis 10:00 Uhr
(ins Fach oben rechts im Kasten fiir Ubungsblétter im Studierendenarbeitsraum des MI)

Aufgabe 1:
Sei T > 0 und v € C%*'((0,1) x (0,7)) N C([0,1] x [0,T]) eine Losung der Wirme-
leitungsgleichung

—Au=0 auf (0,1) x (0,7)
Es gelte: w(0,7) > 0, u(1,7) > 0 und u(z,T) < 0 fiir ein = € (0,1). Zeigen Sie, dass u auf
dem parabolischen Rand

= ({0} > [0, T]) U ([0, 1] x {0}) U ({1} x [0,TT)

mindestens zwei Nullstellen hat.
Bemerkung: Tatsdchlich gilt sogar, dass die Anzahl der Nullstellen einer Losung u auf
I x T immer nach oben durch die Anzahl der Nullstellen von « auf P beschrankt ist. Bei

der Aufgabe handelt es sich um einen einfacheren Spezialfall.
(5 Punkte)

Aufgabe 2
Es sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet mit glattem Rand, und u sei eine hinreichend glatte
Losung der Warmeleitungsgleichung mit homogenen Dirichletrandwerten, also

—Ayu=0 in Qx (0,00), uw=0 auf (0Q) x (0, 00).

Zeigen Sie, dass fiir jedes feste 2 < p < oo

o e Ol oy (/|uxt|pdx)

monoton fallend ist. Weisen Sie dazu zunéchst nach, dass fiir alle differenzierbaren Funk-
tionen f : (0,00) - R, v: Q2 — R auch t— |f( )P und @ — |v(z)[P~%0(z) differenzierbar
sind, mit g (| f(6)]) = p| ()P~ f() G (t) und Z-(ju(z)P~>v(x)) = (p— D]o(2) P2 g-v(2),

und untersuchen Sie dann

G Dl = [ 5 (a0 do

Bemerkung: Die Monotonie gilt auch fiir 1 < p < 2, mit einigen zusétzlichen Komplika-

tionen im Beweis.
(5 Punkte)



Aufgabe 3:
Bestimmen Sie eine Losung des Anfangsrandwertproblems

Uyp — Ugy = 0 in (0,7) xR
u(z,0) = Z;V:1 a;sin(jz) x € (0,m)
wl(w,0) = Y, By sin(ja) @ € (0,7)
u(0,t) = u(m,t) =0 teR

(5 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei u € C*(R™ x R), und fiir jedes ¢ € R habe u(-,t) kompakten Triger.

(a) Fiir t € R sei die Energie E(t) von u definiert durch

E(t) := %/ﬂ uy(z,t)*da —|—% . |Dyu(z, t)|*dx
Zeigen Sie: Ist u Losung der Wellengleichung uy, — A,u = 0, dann ist E konstant.
(b) Definieren Sie eine Energie E(t), die konstant ist, falls u die Gleichung
Uy — Ay +u =0

lost.

(5 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1414SS/PDE.html



