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(ins Fach oben rechts im Kasten fiir Ubungsblétter im Studierendenarbeitsraum des MI)

Aufgabe 1:

Sei 2 C R™ ein Gebiet, A eine Matrix mit Eintragen a,; € L>*(Q), ap € L>(£2) und
f € L?(Q). Ferner sei ag(x) > 0, und es gebe ein v > 0 so dass fiir fast alle z € Q und fiir
alle £ € R”

Z a; j(2)&& > €L

(a) Zeigen Sie: Fiir alle v,w € Wy*(Q) und t € (0,1) gilt:
|ID(v—w)|a>0 = E(1-tv+tw)<(l—1t)E()+tE(w)
(b) Folgern Sie aus (a): Sind « und 4 Minima von F, dann gilt |D(u — @)|]2 = 0.

Bemerkung: Wegen u, i € W, *(Q) (also in gewissem Sinne u = & = 0 auf 99) folgt
insbesondere u = u fast iiberall, das heifit, £/ hat nur ein Minimum.

(34+2=5 Punkte)

Aufgabe 2:
Fiir u € L*(R") und h € R\ {0}, k € {1,...,n} sei 7/(z) := = + hey, die Translation um h
in die k-te Richtung und

1
Diu = ﬁ(u ol — u)
der Differenzenquotient. Zeigen Sie

(a) (Partielle Integration) Fiir u,v € L*(R") gilt

/n(DZu)v = / u(D; ")

(b) (Produktregel) Fiir u,v € L*(R") gilt

D} (uv) = uD}v + (D}u)(v o 7))

(24+2=4 Punkte)



Aufgabe 3:

Sei  C R™ ein Gebiet, k € {1,...,n}, 1 < p < oo und u € C§°(R), so dass suppu C
U ccC Q (also insbesondere d := dist(U,0€2) > 0). Sei h € R mit 0 < |h| < d (dann ist der
Differenzenquotient Diu € C5°(2) definiert). Zeigen Sie:

I Dpul| ooy < || Diull Loy

Bemerkung: Da C°(Q) dicht in W,*(Q) liegt, folgt die Behauptung nun auch fiir alle
w € WyP(Q) mit suppu C U.

Hinweis: Den Differenzenquotienten kann man als Integral {iber Ableitungen schreiben.
Sie diirfen zudem die Héldersche Ungleichung verwenden: Fiir jede offene Menge U C R"
gilt

/U o(@ (@) < [0l e 190 ooy

fir alle v € LP(U), w € LY(U), wobei q = ’%1 (also %+% =1; ¢ = +oo, falls p = 1).
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im L? ist ein Spezialfall; einen Beweis der Holdersche
Ungleichung finden Sie z.B. im Buch , Partial Differential Equations* von L.C. Evans in
Appendix B.

(5 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei 1 < p < oo und Q C R™ ein Gebiet. Zeigen Sie, dass WP(Q) vollstéindig ist. Dabei
diirfen Sie verwenden, dass LP(f2) vollsténdig ist. Sei also (u,) Cauchy-Folge in W?(Q);
zeigen Sie die Konvergenz von (u,,) in WP(2) in folgenden Teilschritten:

(a) Es existieren u,v;, € LP(Q), so dass ||u, —ul|,, — 0 und |[Opu, — vil|,, — O,
wobei Ogu, die schwache partielle Ableitung von wu, in Richtung x; bezeichnet
(k=1,...,n).

(b) w ist schwach differenzierbar, mit Oyu = vy, fast tiberall in €.
Hinweis: Dies folgt durch Grenziibergang n — oo; die Konvergenz gewisser Integrale
ldasst sich hier elegant mit der Holderschen Ungleichung zeigen, die Sie verwenden
diirfen (U = Q im Hinweis zu Aufgabe 3).

(©) [lun — vllyrpi@) — 0

(2+2+2=6 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1414SS/PDE.html



