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Partielle Differentialgleichungen

11. Ubung

Abgabe: Montag, 30.06.2014, bis 10:00 Uhr
(ins Fach oben rechts im Kasten fiir Ubungsblétter im Studierendenarbeitsraum des MI)

Aufgabe 1:
Auf Q= {(rcosp,rsing) | 0 <r < 1und 0 < ¢ < 27} betrachten wir das Randwertpro-
blem

{—Au:() in Q (1)

u=gq auf 0

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion u : 2 — R definiert durch

u(r cos g, rsinp) = u(r, @) = rs sin(%(p)

harmonisch ist. Fiir welches g erfiillt © das Randwertproblem (1)7
(b) Zeigen Sie fiir dieses u: u € WH2(Q), aber u ¢ W?2(Q).

(34+3=6 Punkte)
Aufgabe 2:
Wir betrachten weiterhin (1). Es existiere eine Funktion h € W22(Q)NC(Q), fiir die h = ¢
auf 09 gilt. Dann kann die Inhomogenitét in der Randbedingung des Problems (1) in eine
Inhomogenitét in der Gleichung eines neuen Problems

—Av=f inQ
B (2)
v=20 auf 02

iiberfithrt werden, wobei v = v — h und f = Ah gesetzt wird.
Fiir g aus Aufgabe 1(a) kann man z.B. wéihlen:

1

h(rcos o, rsingp) = h(r, ) == " 7 sin (L)
Zeigen Sie fiir dieses h sowie u und g aus Aufgabe 1(a):
(a) h € W22(Q) (und folglich f = Ah € L?(Q)),
(b) v g W22().

(c) Warum ist Satz 5 (W?%2-Regularitit am Rande) aus der Vorlesung in diesem Fall
nicht anwendbar?

(4+141=6 Punkte)



Aufgabe 3:
Fiir —00 < a < b < oo betrachten wir den reellen Hilbertraum L?((a, b)) mit Skalarprodukt

b
(h9) = [ hia)gla)de.

Ferner sei die Folge {ex}72, C L*((a,b)) ein vollstindiges Orthonormalsystem, d.h.,
(1) (ex,ej) = ff ex()ej(x)dr = dy; fir k, j € N (wobei 0y, := 1 fiir k = j, und 0 sonst);

(ii) fiir alle f € L?((a,b)) gibt es eine Folge reeller Zahlen (7;) so dass
. . . 2
f= nh—{gozvkek =: Z%ek (Konvergenz in L*, d.h. Hf - kaek”LQ — 0)
k=1 k=1 k=1

Zeigen Sie:

(a) (Stetigkeit des Skalarprodukts) Fiir konvergente Folgen (h,,), (g,) in L*((a,b)) mit
hy, = h, g, — g (Konvergenz in L?) gilt (h,,g,) — (h,g) in R.

(b) v = (f,exr) Vk € N.

(c) (Parsevalsche Gleichung) | f||3. = kZ: (f, er)?.
=1

(d) (ex,e;) — 0 fiir k — oo , fiir beliebiges (aber festes) j.
(e) ex — 0 fiir k — oo in L%((0,)), d.h. {ex,g) — 0 fiir jedes g € L*((0,)).
Wo wird (a) im Beweis von (b), (¢) und (e) benétigt?
Bemerkung: Ein Beispiel fiir ein vollstéindiges Orthonormalsystem in L?((0, 7)) ist

er(z) = \/gsin(kx), k € N (ohne Beweis).

(24+2+2+1+1=8 Punkte)

Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1414SS/PDE.html

Sommerfest der Fachschaft Mathematik:

Die Fachschaft Mathematik 14dt ein zum Sommerfest am Freitag, den 27.06.14 ab 16.00
Uhr auf dem Platz zwischen Horsaalgebdude und Bibliothek. Grillgut und Getréanke werden
vor Ort verkauft.



