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Bonusiibung

Abgabe (freiwillig): Montag, 14.07.2014, bis 10:00 Uhr
(ins Fach oben rechts im Kasten fiir Ubungsblétter im Studierendenarbeitsraum des MI)

Aufgabe 1:
In der Vorlesung (Satz 8) wurde im Wesentlichen folgende Aussage gezeigt:
Es sei 2 C R"™ offen, beschréinkt und zusammenhéngend, und L ein elliptischer Operator

der Form
Za”uxx]—{—ZbuxZ%—agu
1,j=1
mit auf Q stetigen Koeffizienten a;j, by und ap; ap > 0 in Q und a;(x) = a;(z),

> @i ()€€ > 0]¢[* mit § > 0. Dann gilt fiir u € C*(Q) N C(Q):

Lu <0in Q, u(zg) = maxu(x) > 0 fir ein g € @ = u = u(xy) in Q.
xef)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe eines konkreten Gegenbeispiels, etwa fiir n = 1, dass man auf
die Voraussetzung ag > 0 nicht verzichten kann.

(b) Seien die Voraussetzungen bis auf ag > 0 erfiillt und sei u < 0. Zeigen Sie:
Lu < 0in Q, u(zo) =0 fiir ein 20 € 2 = u=101n Q.
Hinweis: ag(x) = max{0, ag(x)} + min{0, ao(z)}.
(34+3=6 Punkte)

Aufgabe 2

Sei €2 C R™ ein konvexes, beschrianktes, glatt berandetes Gebiet mit 0 € 2. Fiir die duflere
Normale v : 9 — R™ und fiir alle z € 99 gilt dann = - v(z) > 0. Beweisen Sie folgende
Aussage: Fallsn > 2, A > 0 und ¢ > ”*2 ist, so kann das Randwertproblem

—Au = Mul? in Q
u=>0 auf 0Q)

keine nichttriviale Losung u € C2?(2) N C1(£2) besitzen.
Anleitung: Angenommen, u ist nichttriviale Losung (also u # 0). Zeigen Sie nun:
(a) u>01in Q.

(b) Fiir z € 9Q: (z - Vu(z))(Vu(z) - v(x)) = (z - v(z))|Vu(z)
(¢) [o|Vul?de =X [,ut™ dz.
(d) (1+q) [ul(x-Vu)de = —n [,ui™ dz.

)

(e) Wenden Sie den GauBschen Satz auf F(z) = (z - Vu(z))Vu(z) — §|Vu(z)[*z an, und
folgern Sie daraus einen Widerspruch.

(142+1+2+2=8 Punkte)



Aufgabe 3:

Wir betrachten das folgende parabolische Maximumprinzip:

Es sei 2 C R" offen, beschrankt und zusammenhéngend, T'r := (2 x {t = 0})U(9Q2 x [0, T)),
Qp :=Qx(0,T), a;; und ag auf Q stetig, a; ;(z) = a;:(x), Y, ; a;i;(x)&E; > 0|¢[* mit 6 > 0.
Ist u € C*Y(Qr) N C(Qr) mit

ur(,t) = > i ()t (2,) + ao(z)ulz,t) > 0, (z,t) € Q,

ij=1
u(x,t) >0, (z,t) € I'p,

dann ist u > 0 in 2 x (0, 7. Zeigen Sie dies in folgenden Teilschritten:

(a) Zeigen Sie, dass fiir symmetrische Matrizen A, H € R™*" gilt: Sind A und H positiv
semidefinit, dann gilt Spur (AH) > 0.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst denn Fall, wenn A eine Diagonalmatrix ist, und
fithren Sie dann den allgemeinen Fall darauf zuriick, indem Sie ausnutzen, dass die
Spur invariant unter Basistransformationen ist.

(b) Beweisen Sie das oben formulierte Maximumprinzip unter der zusétzlichen Annahme,
dass ag(x) > 0 auf € ist.

(c) Beweisen Sie das Maximumprinzip ohne Annahmen iiber das Vorzeichen von ay.

Hinweis: Substituieren Sie u = e M.

(24-24-2=6 Punkte)

Anmeldung zur Klausur

Bis zum 17.7. konnen Sie sich zur Klausur am 24.7.2014 anmelden. Fiir die Nachklausur gibt
es spéter eine eigene Anmeldephase. Alle Details dazu finden Sie auf der Veranstaltungs-
homepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1414SS/PDE.html

Fiir die Teilnahme an der Klausur ist das Erreichen von mindestens 120 Ubungspunkten
notig. Die Punkte dieses Bonusblattes zéhlen auch.



