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Nichtlineare partielle Differentialgleichungen

11. Übung

Abgabe: Montag, 19.01.2015, bis 10:00 Uhr
(im Hörsaal am Anfang der Vorlesung oder in den Kasten für Übungsblätter im MI)

Aufgabe 1:
Finden Sie mindestens zwei verschiedene Viskositätslösungen der Gleichung −∆∞u = 0
durch den Ansatz u(x, y) = xα + cyβ mit geeigneten Parametern α, β, c. Welche der gefun-
denen Lösungen sind auch klassische Lösungen, welche nicht?

(4 Punkte)

Aufgabe 2:
Es sei p ∈ (1,∞). Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:

(a) (
|b|p−2 b− |a|p−2 a, b− a

)
> 0 für b, a ∈ Rn, b 6= a.

Hinweis: Für konvexe Funktionen f ∈ C1 gilt f(x) ≥ f(y) + (∇f(y), x− y). Was gilt
für strikt konvexe Funktionen?

(b) (
|b|p−2 b− |a|p−2 a, b− a

)
≤ (p− 1) |b− a|2

1∫
0

|a+ t(b− a)|p−2 dt,

falls p ≥ 2 ist.
Hinweis: Verwenden Sie dazu die Identität

|b|p−2 b− |a|p−2 a =

1∫
0

d

dt

{
|a+ t(b− a)|p−2 (a+ t(b− a))

}
dt.

(c) (
|b|

p−2
2 b− |a|

p−2
2 a, b− a

)2
≤ p2

4
|b− a|2

(
|b|p−2 b− |a|p−2 a, b− a

)
,

falls p ≥ 2 ist.

(2+2+2=6 Punkte)



Aufgabe 3:
Seien λ, a, b1, . . . , bn > 0. Die Funktion v ∈ C2(−a, a) erfülle(

|v′|p−2 v′
)′

= λ |v|p−2 v

im Intervall (−a, a) und v(−a) = v(a) = 0.
Bestimmen Sie mittels Produktansatz eine Lösung von

−
n∑
i=1

∂

∂xi

(
|uxi |

p−2 uxi
)

= µ |u|p−2 u

in dem Quader Q =
n∏
i=1

(−bi, bi) mit u = 0 auf ∂Q und einem geeigneten µ ∈ R. Geben Sie

dabei µ explizit an.
(5 Punkte)

Aufgabe 4:
Seien Ω0,Ω1 ⊂ R2 konvexe Gebiete mit glattem Rand, Ω1 ⊂⊂ Ω0 und Ω := Ω0 \ Ω1. Die
Funktion u ∈ C2(Ω0) erfülle 

−∆u = 0 in Ω

u = 1 auf ∂Ω1

u = 0 auf ∂Ω0.

Zeigen Sie:

(a) |∇u|2 nimmt sein Maximum über Ω auf ∂Ω an.

(b) |∇u|2 nimmt sein Maximum über Ω auf ∂Ω1 an.

(2+3=5 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1415WS/NlPDE.html


