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Abgabe: Montag, 04.05.2015, bis 10:00 Uhr
(in den Kasten fiir Ubungsblitter im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1:
Sei H # {0} ein Hilbertraum und F' : H — C ein lineares stetiges Funktional. Zeigen Sie,
dass die Norm

|Fll = inf {I; Vue H:  |F(w)| < Kllulln}

von F' in dquivalenter Weise auch iiber die Ausdriicke

Sup{—‘}ifjﬁ” DU € H\{O}}
oder
sup{w; uEH\{O}}

definiert werden kann.
(2 Punkte)

Aufgabe 2:
Gegeben sei der Operator 0 der jeder Funktion u € C[0,1] seine Ableitung zuordnet.
Zeigen Sie:

(a) 0:C0,1] — CJ0,1] ist stetig. Dabei sei C'[0, 1] wie iiblich mit der Norm
luller = |u'lloc + llulls  (u€ C[0,1])
ausgestattet. Berechnen Sie die Operatornorm.

(b) Zeigen Sie 9 : C'[0,1] — C0, 1] ist nicht stetig, wenn wir diesmal C*[0, 1] als mit der
Supremumsnorm

|tloo := sup |u(z)] u € Cl[O, 1]
z€[0,1]

ausgestattet auffassen.

(3 Punkte)

Aufgabe 3:
Gegeben sei ¢ € Cg°(R"™), ¢ > 0 mit supp ¢ C B1(0) und

/n o(z)dr =1

(Zur Existenz einer solchen Funktion vergleichen Sie Aufgabe 4 vom 3. Ubungsblatt).



Sei p € [1,00]. Wir definieren einen linearen Operator 7T, : LP(R") — LP(R™) durch

Ta(w) = [ ele = vuty)dy.

(a) Zeigen Sie, dass dieser Operator wohldefiniert ist, das heifit T,u € LP(R") fir alle
u € LP(R™). Zeigen Sie weiter, dass T, auch beschrénkt ist.

(b) Sei w € LP(R™) und u habe kompakten Triger. Zeigen Sie, dass dann
supp(T,u) C suppu + Bi(0)
Dabei ist der Trager supp u einer Lebesgue-Funktion u definiert durch

suppu = R"™\ U{A ; A offen und u(z) =0 fir f.a. x € A}.

(c) Sei uw € LP(R™). Zeigen Sie, dass T,u beliebig oft differenzierbar ist. Hinweis: Zeigen
Sie dazu zunéchst, dass fiir die partiellen Ableitungen von T,u

DT, u(x) = Tp,,u(x) (x € R")
gilt.
(d) Fiir e > 0 definieren wir () := e "p(z/¢) und fordern zusétzlich p # oo. Zeigen Sie,

dass dann
HT@Eu—u||p—>0 (e—0).

Hinweis zu a): Nutzen Sie die Holder-Ungleichung mit ¢ = @!=1/Ppl/P,
zu (d): Zeigen Sie die Aussage zunichst fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréiger.
(2+ 1+ 2 + 3 = 8 Punkte)
Aufgabe 4:
Betrachten Sie das Dirichletproblem

—Au+au=pf in (1)
u=0 auf o
in einem offenen und beschriankten Gebiet 2 C R"™ mit a, f € L>®(Q2), o > 0. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes f € L?(2) hat das Problem (1) eine eindeutige schwache Losung u € Hg(92).
(b) Durch (a) wird eine lineare und stetige Abbildung S : L*(Q) — L?*(2) induziert, die
einer rechten Seite f die zugehdrige schwache Losung u zuordnet.

(c) Der zu S adjungierte Operator S* : L*(Q) — L?*() ist gegeben durch S*z := fSp,
wobei p € H}(Q) die eindeutige schwache Losung zu dem Problem

—Ap+ap=2z in () @)
p =0 auf 00

ist.

(3 + 2 + 2 = 7 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1515SS/FA .html



