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Variationsrechnung

7. Ubung

Abgabe: Montag, 07.12. 2015, bis 10:00 Uhr
(in den Kasten fiir Ubungsblitter im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1:

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle 1 < p, ¢ < oo mit IlJ + % = 1 und alle a,b > 0 die Ungleichung
a? b

ab < — + —
b q

gilt. Wann gilt Gleichheit?

Hinweis: Nutzen Sie die Konvexitat der Exponentialfunktion.

b) Sei Q C R” messbar und || < oo, f € L'(Q) und ¢ : R — R konvex. Zeigen Sie, dass
2

@(ﬁ/ﬂf(x)dw) §ﬁ/ﬂgo(f(x))dx.

Hinweis: Da ¢ konvex ist, gibt es fiir alle t € R ein a € R, so dass ¢(s)—p(t) > a(s—1)
fiir alle s € R.

(5 Punkte)

Aufgabe 2: -
Sei €2 C R™ messbar, I C R ein offenes Intervall und die Funktion f : € x I — R habe
folgende Eigenschaften:

e f(-,t) ist integrierbar fiir alle t € R,
o f(z,-) ist differenzierbar auf I fiir fast alle x € €,

e es gibt eine Funktion g € L'(Q), so dass |f;(z,t)] < g(x) fiir alle ¢ € T und fast alle
x €€

Zeigen Sie, dass die Funktion F(t) := [, f(«,t) do dann auf I differenzierbar ist und dass

F(t) = /Q f(e ) da.

(3 Punkte)



Aufgabe 3:
Sei 2 C R” offen und 1 < p < o0.

(a)

Gegeben sei ® € C'(R) mit der Eigenschaft, dass es Konstanten C, Cy > 0 gibt, so
dass fiir alle t € R die Abschitzungen

o |O(t)] < C4t| und

o [P(1)] <Cy

gelten. Zeigen Sie, dass dann fiir u € W1?(Q) auch die Komposition ® o u in W'?(Q)
liegt und sich die schwache Ableitung mit der Kettenregel

D(®owu) =d(u)Du

berechnen liisst. Sie diirfen hierbei voraussetzen, dass Funktionen aus C*°(Q)NW1?(Q)
in WhP(Q) dicht liegen.

Zeigen Sie, dass fiir u € W?(Q) auch die Funktion |u| in W!?(Q) liegt. Berechnen Sie
die schwache Ableitung von wu.

Hinweis: Nutzen Sie eine Approximation der Betragsfunktion &hnlich zu Aufgabe 1
vom 6. Ubungsblatt.

Bemerkung: Diese Aussage zeigt, dass W1P(Q) ein sogenannter Banachverband ist.
Insbesondere folgt, dass auch u™, u~ sowie die punktweisen Maxima und Minima zweier
Funktionen wiederum in W'?(Q) liegen.

Fiihren Sie anhand eines Beispiels aus, dass die Implikation v € W??P(Q) = |u| €
W2P(Q)) im Allgemeinen falsch ist.

(7 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei Q@ = B4(0) die offene Einheitskugel im R™ und 1 < p < oo und k& € N. Fiir welche
Werte 8 > 0 liegt die Funktion

TR e

in Whp(Q)?

(5 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:
http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1516 WS /VR.html



