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Variationsrechnung

12. Ubung

Abgabe: Montag, 25.01. 2016, bis 10:00 Uhr
(in den Kasten fiir Ubungsblitter im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1:
Sei ) C R? offen und beschrinkt.

(i) Zeigen Sie, dass fiir u € Hy(Q) die Ungleichung

/|u!4dx§4/ ]u|2dx/ | Dul? dz
Q Q Q

gilt. Hinweis: Betrachten Sie zunéchst u € C§°(£2) und benutzen (und begriinden)
Sie, dass man

maxu(t,xQ)QS/ 2|u(s, z2)ug, (s,22)|ds

teR e

abschiitzen kann. Integrieren Sie dann |u(zy, x9)|* < maxser u(t, 2)? max,eg u(zy, )%

(ii) Zeigen Sie, dass fiir alle p > 2 eine Funktion u € Hy?(Q) bereits in LP() liegt.
Hinweis: Schiitzen Sie fiir k € N die L?**-Norm #hnlich zu Teil (i) durch ein Produkt
der L?**~2Norm und der H'-Seminorm ab.

(4+2=6 Punkte)

Aufgabe 2:

Aufgabe 1 und Aufgabe 1 vom 9. Ubungblatt legen nahe, dass fiir den kritischen Sobolev-
Exponenten p = n die Einbettung H'?(Q2) C L>*(Q) gelten kiénnte. Zeigen Sie, dass dies
fiir n > 1 nicht richtig ist. Hinweis: Betrachten Sie die Funktion x +— log(log(|z|™!)).

(5 Punkte)

Aufgabe 3:
Soboleveinbettungen gelten auch fiir unbeschrénkte Gebiete €2, sind dann aber in der Regel
nicht kompakt. Zeigen Sie, dass die Soboleveinbettung

Whr(Q) C LP(Q)

nicht kompakt ist.
(3 Punkte)



Aufgabe 4:
Wir betrachten das Variationsproblem

1
E(u):/ Wt + (1= o/ ()2 dt - Min
0 Wy (0,1)

(a) Zeigen Sie, dass das Infimum Null ist, es in W;"*(0, 1) jedoch nicht angenommen wird.

(b) Zeigen Sie, dass £ nicht schwach unterhalbstetig ist. Hinweis: Zeigen Sie dazu, dass
Thre in (a) konstruierte Minimalfolge schwach gegen Null konvergiert.

(34+3=6 Punkte)

Weitere Informationen und Aktuelles gibt es auf der Veranstaltungshomepage:

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1516 WS /VR.html



