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Abgabeschluss ist Montag, der 09.05.2016, 10 Uhr

(in den Ubungsbriefkasten Variationsungleichungen im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1 (5 Punkte):
Es sei n € C(RY) eine Funktion mit

n>0, n(x)=0 firalle|z|]>1 und / n(z)dr = 1.
RN

Zeigen Sie fiir 1 < p < oo und u € LP(RY):

(a) |(m*u)(x)” < (nx* (lu"))(z) fiir fast alle z € RY.
Hinweis: Holdersche Ungleichung.
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(b) Die reskalierte Funktion n,,(x) := m”~n(ma) erfillt [,y 7m(x) dz =1 fir alle m € N, und
Nm(2) = 0 fiir alle [z| > L.

(c) Ist u: RY — R stetig mit kompaktem Triiger, so gilt u*n,, — u in LP(RY); genauer gesagt
haben wir folgendes:

/RN PP dxs/RN / (e — ) — (@) () dyde —s 0.
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Aufgabe 2 (5 Punkte):

Es sei A C RY eine Lebesgue-messbare Menge mit endlichem Maf. Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine
offene Menge U und eine kompakte Menge K mit K C A C U C RY, so dass

WA\ K) <e und U\ A) <e,
wobei u das Lebesgue-Maf im RY ist. Benutzen Sie diese maftheoretische Tatsache, um folgendes
Zu zeigen:

Zu jedem & > 0 gibt es eine Funktion u € C(RY) mit kompaktem Triiger, so dass
0<u<1 inRY und / lu(z) — Ta(x)| dx <6,
RN

wobei 14 die charakteristische Funktion von A ist, d.h.,

y(z) = 1 fallsz € A,
AP0 falls o ¢ A

Hinweis: Sei B, K C B C U, die Menge der Punkte in U, deren Abstand zu K kleiner ist als g,
wobei d > 0 der minimale Abstand von K zu OU ist. Gliattet man nun 1z durch Faltung mit n,,
(die Funktion aus Aufgabe 1), erhélt man einen Kandidaten fiir u, mit v =1 in K und v =0 in
RV \ U, sofern ¢ (und damit K, U, B) sowie m in Abhingigkeit von § geeignet gewihlt werden.



Aufgabe 3 (5 Punkte):
Es sei Q C RY offen und beschriinkt mit glattem Rand (C* geniigt). Zeigen Sie:
(a) Aus dem Satz von Gauf folgt: Fiir alle ¢ € C1(Q), ® € C*(Q; RY) gilt

/(V@/})~<I>+¢div<l>dx: P ® - ndo,
0 )

wobei - das Skalarprodukt im RY, [, ... do das Flachenintegral und n = n(z) der dukere
Normalenvektor zu 02 an der Stelle z € 0€2 ist.

(b) Existiert eine Lésung u € C%(Q) von

Au=f in Q, %:g auf 0€),
on

mit einem f € C(£2) und einem g € C(99), so gilt

/Qfdx:/mgda.

(c) Fiir alle ¢ € Hy*(2) und alle & € H?(Q;RY) (d.h. @ ist eine Abbildung mit Werten in
RY, und jede der N Komponenten von ® ist eine Funktion in H?(Q)) gilt

/(V@/})-(I)—Fl/}diV(I)dx:O.
Q

Aufgabe 4 (5 Punkte):

Es sei Q C RY offen und w € C1(Q) mit [Jullyr1q) = [o(lul + SV |8iu]) dz < co. Zeigen Sie,
dass dann ut € Wh(Q), wobei u"(z) := h(u(x)), mit h(s) := max{0,s}. Ferner hat u™ die
schwachen Ableitungen

Oiu(z)  fiir fa. z mit u(z) >0
T — v, = ? ’
O (x) = vilw) : { 0 fiir f.a. x mit u(z) <0.
Zeigen Sie dazu folgende Zwischenschritte:

(a) Es gibt eine Folge von Funktionen h, € C' : R — R mit h,(s) = 0 fiir s <0, 0 < i/, <1,
und R, (s) = K/(s) fiir alle s € R\ [0, 2].

(b) h, — h gleichméfig in R .

c) Mit S, :={x € Q|0 < u(zr) <2} gilt u| + ]-iaz-u dr — 0.
n Sn =1

(d) hyoue WH(Q), h,ou — win L' und 9;(h, ou) — v; in L.

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung /Kawohl/1616SS/VU.html




