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Variationsungleichungen
7. Ubung

Abgabeschluss ist Montag, der 06.06.2016, 10 Uhr

(in den Ubungsbriefkasten Variationsungleichungen im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1 (5 Punkte):

Es sei B, C RY die offene Kugel um den Ursprung mit Radius 7 > 0, und 1 < s < co. Zeigen
Sie, dass eine nur von /N und s abhéingige Konstante C' existiert, so dass

v Lo(B) = Cr{|Vv

Lo(B,) fir alle v € Hl’S(BT) mit / vdr = 0.

(o

Hinweis: Fiihren Sie zunéchst eine Widerspruchsbeweis fiir » = 1, mit Hilfe des folgenden Kom-
paktheitsresulats (Rellich): Ist (v,) C H'*(Bj) eine beschrinkte Folge, so gibt es eine Teilfolge
(Vk(ny) und eine Funktion v € L*(By), mit vyp) — v in L*(By).

Aufgabe 2 (5 Punkte):

Es sei O C RY ein beschrinktes konvexes Gebiet, und
K :={uc Hy>®() |u<1inQ, u konkav}.

Angenommen, das Funktional

1
V) = —dx
(v) /Q 14 |Vo]?

(a) Wie lautet die entsprechende Variationsungleichung fiir u?

hat auf K einen Minimierer w.

(b) Falls u hinreichend glatt ist und im Inneren von K liegt, wie lautet dann die partielle
Differentialgleichung fiir u?

(c) Bestimmen Sie im Fall N =1 alle glatten Losungen dieser (nun gewohnlichen) Differenti-
algleichung. Liegen diese im Inneren von K7



Aufgabe 3 (5 Punkte):
Es sei Q C RY ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand, f € L*(Q), ¢ € H?(Q) N HL(Q), und

K :={veH;(Q)|v>}

Ferner sei u € K die Losung der Variationsungleichung

/umi(v—u)xidxz/f(v—u)dx fiir alle v € K.
0 0

Zeigen Sie:
(a) Ist —Ayp > f, so gilt u = .

(b) Sei nun —At < f in . Zusitzlich nehmen wir an, dass ein n € H*(Q) N H} () existiert
mit —AY < —An < fin Q und ¥ < 7 in Q. Dann gilt u > 9 in Q.

Bemerkung: Fiir hinreichend glattes f und ¢ ist die Zusatzannahme in (b) immer gegeben. Die
schwache Losung n € H}(Q) von —An = f ist dann ndmlich ebenfalls glatt, und ¢ < n folgt aus
dem starken Maximumsprinzip.

Aufgabe 4 (5 Punkte):

Es sei [ = (—1,1) C R, ¢(x) := 1 — |z|, und a € R eine Konstante. Aus den Resultaten der
Vorlesung folgt, dass die Variationsungleichung

/u’(v—u)’dzpz /a(v—u)dzp fiir alle v € K := {v € Hy(I) | v > 1}.
I I

genau eine Losung u € K hat. Zeigen Sie:
(a) Fiir 2 < aist u(z) = (1 — x)(1 + z).
(b) Fir 0 < a <2ist u(z) =1 — |z + §(1 — |z]) |z].
(¢) Fir a <0ist u(z) =1— |z|.
Verwenden Sie hier ohne Beweis: w € H*(I) N C(I) und w = 0 auf 9 = w € H(I).

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung /Kawohl/1616SS/VU.html




