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Variationsungleichungen
8. Ubung

Abgabeschluss ist Montag, der 13.06.2016, 10 Uhr

(in den Ubungsbriefkasten Variationsungleichungen im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1 (5 Punkte):
Esseil <p < N.Zuu € L, (RY) definieren wir

loc
uy(z) == \u(Az), v €RY, A >0,
mit derjenigen Konstanten o € R, fiir die
IVull poeny = IVl oy fiir alle A >0 und alle u € WP (RM).
(a) Berechnen Sie v = a(p, N) explizit.
(b) Bestimmen Sie ¢ € [1,00), so dass
luall pany = llull poeny  fiir alle A >0 und alle u € LY(RM).
(¢) Sei nun © C RY ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand und ¢ die Zahl aus (b). Finden

Sie eine in Hy?(Q) und L4(Q) beschriinkte Folge (u,), die in L(Q) keine konvergente
Teilfolge hat (z.B. weil u,, — 0 punktweise f.ii. und liminf ||u,||,, > 0).

Aufgabe 2 (5 Punkte):

Es sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet, fy € L*(Q) mit einem s > N, g : R — R stetig und
beschriinkt mit tg(t) > 0 fiir alle t € R und v € H () eine schwache Losung von —Au + g(u) =
fo, also

Q

Zeigen Sie, dass dann maxq |u| < C mit einer von g und u unabhéngigen Konstanten C' > 0.
Hinweis: Fiir k£ > 0 sei

u® = (sgnu) max{|u| — k,0}, Alk) :={z € Q : |u(x)| > k}.

Nach der Vorlesung geniigt es zu zeigen (warum?), dass

(k) [|2
[ g < €1 [ T

mit einer von u, k und g unabhingigen Konstanten C; > 0.



Aufgabe 3 (5 Punkte):
Es sei  C R ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand. Wir betrachten das Funktional

J(u) == / (]Vu]2 + |Vu| — au) dr, wue€ Hy(5),
Q

mit gegebenem a € L*(Q)), wobei Vu = (dyu,...,0yu) der Vektor der schwachen Ableitungen
erster Ordnung und |-| die euklidische Norm im RY ist. Zeigen Sie:

(a) Ist u ein Minimierer, so gilt die Variationsungleichung

/ (Vu- (Vo — Vu) + [Vo] — |[Vu| — a(v —u)) dz > 0 fiir alle v € Hj(Q).
Q

(b) J: H}(Q2) — R ist strikt konvex, und hat hichstens einen Minimierer.

(c) Die Variationsungleichung aus (a) hat hochstens eine Losung u € Hg ().

Aufgabe 4 (5 Punkte):

Es sei w: [0, R] — R eine stetige und monoton wachsende Funktion, so dass

et R
0 < w(p) < qw(4p) + C (}%) fiir alle 0 < p < —. (1)

wobei C' > 0,0<n<lund 0<a< Hzgﬂ Konstanten sind. Zeigen Sie, dass dann

4~ (03
w(p) < 2max{w(R),CK} (f) fiir alle 0 < p < %

gilt, mit einer Konstanten K € R.
Hinweis: Zeigen Sie zunichst induktiv, dass ein K existiert, so dass

47"p
R

w(d™p) <n"w(p) + CK ( ) fiir alle n € Nund alle 0 < p < R. (3)

Um die die rechte Seite von (3) weiter nach oben abzuschétzen, iiberlegen Sie sich dann, dass
w(p) < w(R), und dass fiir alle j = 47"p € [~V R 47" R] folgende Ungleichung gilt:

log(R/p)

Nt <t <n", wobeiq:=
log 4

Bemerkung: Fiir die Voraussetzung (1) ist die Annahme einer oberen Schranke fiir « keine echte
Einschrinkung, denn gilt (1) fiir ein o > 0, so auch fiir alle kleineren. Die Aussage (2) ist jedoch

falsch im Fall o = H‘;ﬁ!, z.B. w(p) == p*(—logp) fiir 0 < p < 1.

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung /Kawohl/1616SS/VU.html




