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(in den Ubungsbriefkasten “Nichtlineare partielle Differentialgleichungen” im
Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1 (4 Punkte):
Sei H : R" — R konvex. Man sagt ¢ gehort zum Subdifferential von H in p, geschrieben

q € 0H(p),
falls
H(r)> H(p)+q-(r—p) VreR"
Zeigen Sie:
q€0H(p) <= p€IL(q) < p-q=H(p)+ L(q),
wobei L = H*.

Aufgabe 2 (6 Punkte):
Sei H : R"™ — R konvex, L = H*, g € C*(R"), und u gegeben durch die Hopf-Lax Formel

u(w,t) = min {tL (%) + g(y)}

Zeigen Sie:

(a) Wird das Minimum in y* angenommen, gilt also u(z,t) = tL (25£) + g(y*), so folgt

r—y
ot

Dg(y*) € 0L(q"), mit ¢*:=

Sie diirfen dabei zur Vereinfachung annehmen, dass L bei ¢* differenzierbar ist (was aber
eigentlich nicht nétig ist).

(b)
w(x,t) = yegiirfm) {tL (%) + g(y)} ,

mit R := Sup,cgn SUPyean(pg(y) 14| (O-B.d.A. R < c0).
Hinweis: Aufgabe 1.



Aufgabe 3 (5 Punkte):

Sei X ein normierter R-Vektorraum. Zwei Normen ||.||, und ||.||, heifen dquivalent auf X, falls
es Konstanten ¢, C' € R gibt mit

clzlla < fzfly < Clz[la

fiir alle x € X. Zeigen Sie:
(a) Ist X endlich-dimensional, so sind alle Normen auf X &quivalent.

(b) Sind alle Normen auf X #quivalent, so muss X endlich-dimensional sein. Nehmen Sie dazu
an, dass es zu jedem Unterraum Y von X eine Projektion auf Y gibt, man also X =
Y @ span {e; | i € N} fiir geeignete e; schreiben kann.

Aufgabe 4 (5 Punkte):
Sei g € C? gegeben. Zeigen Sie:
(a) Gilt supg. |D?g| < o0, so ist g semikonkav.

(b) g ist genau dann semikonkav, wenn die Abbildung z — < |z|> — g(z) konvex ist, mit einer
Konstante C.
Dabei diirfen Sie verwenden, dass eine stetige Funktion f : R"™ +— R genau dann konvex ist,
wenn sie f(%4?) < @ + @ fiir alle a,b € R™ erfiillt.

(c) g ist genau dann konvex, wenn D?g > 0, also die Hessematrix von g positiv semidefinit ist.

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung /Kawohl/1617WS /NIPDE.html




