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(in den Ubungsbriefkasten “Funktionalanalysis” im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1 (1 + 2 + 3 = 6 Punkte):

Es sei V ein reeller (oder komplexer) Vektorraum. Eine Abbildung p : V' — R heifst Halbnorm
auf V, falls fiir alle z,y € V und « € R (bzw. C) gilt, dass

p(z) 20, plz+y) <plx)+ply), plax)=lalp(z).
Im Unterschied zu einer Norm folgt jedoch aus p(x) = 0 nicht notwendig dass x = 0.
Wir setzen N := {x € V ; p(z) = 0} und definieren auf V' eine Aquivalenzrelation ~ durch
r~Yy = xr—YEcE N.

Mit V/N := {[z] ; © € X} bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~.

(a) Zeigen Sie: Die Menge der Aquivalenzklassen V/N tragt in kanonischer Weise eine Vek-
torraumstruktur. Wie sieht die Null in V/N aus? Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass N
ein Unterraum ist und danach die Identitéat

] =+ N.
(b) Zeigen Sie: Auf V/N ist die durch p: V/N — Ry,

p([z]) := p(x)

gegebenen Abbildung wohldefiniert und macht V/N zu einem normierten Raum.

(c) Zeigen Sie: Ist X ein normierter Raum mit Norm || - || und U ein Unterraum, so ist auf
X/U durch

q([z]) :== yiél[f;] [yl

eine Halbnorm definiert. Zeigen Sie aufserdem: Ist U abgeschlossen, dann ist g sogar eine
Norm.

Bemerkung: Man kann aufserdem zeigen, dass wenn X vollstdndig und U abgeschlossen
ist, dass dann auch X/U beziiglich der Norm ¢ vollsténdig (also ein Banachraum) ist.



Aufgabe 2 (4 Punkte): Eine Familie von Halbnormen p,, (zur Definition von Halbnorm siehe
Aufgabe 1), n € N heiftt trennend, falls fiir jedes x € V

po(z) =0 firallen e N = z =0.

Zeigen Sie, dass fiir jede trennende Familie von Halbnormen p,,, n € N,
=S e
1 + pn T — y)

eine translationsinvariante Metrik auf V' ist.

Zusatz (ohne Bewertung): Uberlegen Sie sich, wie man die p,, definieren kann, um mit Hilfe
der obigen Konstruktion V := C(Q2) (mit Q C RY offen) zu einem vollstéindigen metrischen
Vektorraum zu machen.

Aufgabe 3 (5 Punkte):

Sei © C RY ein beliebiges Gebiet. Beweisen Sie, dass fiir a € (0,1) der Raum C%(Q) der
holderstetigen Funktionen vollstandig ist.
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass C(€2) vollstandig ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte):

Sei ¢y der Raum der gegen Null konvergenten Folgen (z,,), in R, versehen mit der Norm

[(@n)lo == sup |zy].
neN

Sie diirfen verwenden, dass dieser Raum vollstédndig, also ein Banachraum ist.

Zeigen Sie:
a) (gl)* — goo
b) (co)* = £*

Die Gleichheit X =Y ist dabei im Sinne von isometrischer Isomorphie zu verstehen, das heifst,
dass es eine bijektive lineare Abbildung [ : Y — X gibt, so dass ||Ty||x = ||y||y fiir jedesy € Y
gilt.

Hinweis zu a): Betrachten Sie fiir v = (v,) € ¢ das Funktional ¢* > (z,) — >, x,v, und
weisen Sie dessen Stetigkeit nach. Umgekehrt kénnen Sie zu jedem f € (¢;)* die Folge (v,,), =
(f(e™)),, betrachten, wobei " den n-ten Einheitsvektor in ¢! bezeichnet.
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